
ÏËÀÍ ÑÅÌÈÍÀÐÑÊÈÕ ÇÀÍßÒÈÉ
ïî êóðñó ¾Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè¿

×àñòü I. Êîíå÷íûå àâòîìàòû-ðàñïîçíàâàòåëè è àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè

Çàíÿòèå 1. Ìíîæåñòâà, äîïóñêàåìûå êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè. Ïðàâîèíâàðèàíòíàÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòü.

Â àóä.: � 1 (1,2,5,6,9), � 2 (1,4,5), � 3 (1,3,5,6), � 4, � 5 (1,3,4).

Çàíÿòèå 2. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè íàä êîíå÷íî-àâòîìàòíûìè ìíîæåñòâà-
ìè. Íåäåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû. Îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ è èòåðàöèè.
Â àóä.: � 8, � 9, � 10 (1), � 11, � 12 (1,3), � 21 (1), � 22 (1), � 13�15.

Çàíÿòèå 3. Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ è ðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà. Òåîðåìà Êëèíè.
Â àóä.: � 16 (1,3,5), � 17�20.

Çàíÿòèå 4. Çàäàíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé äåðåâüÿìè. Âåñ äåðåâà. Äèàãðàììû
Ìóðà è êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.
Â àóä. � 1.1 (1,3,8,9), 1.2 (1), 1.4 (1), 1.10 (1), 2.1 (1,2,6), 2.4(2).
Íà äîì � 1.1 (4,6,9,13), 1.2 (2), 1.4 (3), 1.10 (3), 2.1 (3,7), 2.4 (1,3).

Çàíÿòèå 5. Ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ôóíêöèé äèàãðàììàìè Ìóðà è êàíî-
íè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Îïåðàöèè íàä êîíå÷íî-àâòîìàòíûìè ôóíêöèÿìè.
Â àóä. � 2.1 (16,35), 2.5 (2), 2.8 (1,6,7), 2.9 (1,4), 2.10 (2).
Íà äîì � 2.1 (15,34), 2.5 (3), 2.8 (2,5,8), 2.9 (2,5), 2.10 (1).

Çàíÿòèå 6. Ðåàëèçàöèÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ôóíêöèé ñõåìàìè. Ïîëíîòà â ìíîæåñòâå
êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ôóíêöèé.
Â àóä. � 2.13 (1,4,5), 2.14 (1,4), 2.17 (1,4).
Íà äîì � 2.13 (2,6,11), 2.14 (2,5), 2.17 (2,5).

ÇÀÄÀ×È ÏÎ ÀÂÒÎÌÀÒÀÌ-ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÒÅËßÌ

1. Ïîñòðîèòü äèàãðàììó Ìóðà äëÿ àâòîìàòà â àëôàâèòå {0, 1}, êîòîðûé äîïóñêàåò
ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

1) à) ìíîæåñòâî {0, 1,Λ}; á) ìíîæåñòâî {0, 1}∗ \ {0, 1,Λ};
2) âñå ñëîâà, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñëîâîì 01;
3) âñå ñëîâà, êîòîðûå îêàí÷èâàþòñÿ ñëîâîì 101;
4) âñå ñëîâà äëèíû 3 è ñëîâî 0;
5) âñå ñëîâà äëèíû 3, êðîìå ñëîâà 110;
6) âñå ñëîâà, êîòîðûå ñîäåðæàò ñëîâî 001;
7) âñå ñëîâà, êîòîðûå ñîñòàâëåíû èç ¾áëîêîâ¿ 011 è 101;
8) âñå ñëîâà, èìåþùèå íå÷¼òíóþ äëèíó è ñëîâî 11;
9) âñå ñëîâà, êîòîðûå èìåþò âõîæäåíèÿ ñëîâ 000 è 111;
10) âñå ñëîâà, ó êîòîðûõ çà êàæäûì ñèìâîëîì 1 ñëåäóþò êàê ìèíèìóì äâà

ñèìâîëà 0.

2. Äîêàçàòü êîíå÷íóþ àâòîìàòíîñòü ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
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1) ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X ñëîâ â àëôàâèòå A = {a1, . . . , am} è ìíîæåñòâî
A∗ \X;

2) ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ âèäà ani (1 6 i 6 m, n = 1, 2, . . .) â àëôàâèòå {a1, . . . , am};
3) ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {0, 1}, êîòîðûå èìåþò ÷¼òíóþ äëèíó, íà÷èíàþòñÿ

ñèìâîëîì 0 è îêàí÷èâàþòñÿ ñèìâîëîì 1;
4) ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {0, 1}, êîòîðûå ñîäåðæàò íåïåðåêðûâàþùèåñÿ

âõîæäåíèÿ ñëîâ 000, 001 è 011;
5) ìíîæåñòâî ñëîâ âèäà 0n110n21 . . . 10nk−110nk , ãäå n1, . . . , nk > 1 è

à) ÷èñëî k ôèêñèðîâàíî, á) ÷èñëî k ïðîèçâîëüíî;
6) ìíîæåñòâî ñëîâ âèäà (10m11)n10(10m21)n20 . . . (10mk1)nk , ãäå m1, . . . ,

mk > 2, n1, . . . , nk > 1 è ÷èñëî k ôèêñèðîâàíî.

3. Îïðåäåëèòü íà ìíîæåñòâå {0, 1}∗ ïðàâîèíâàðèàíòíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè êîíå÷íîãî èíäåêñà, äëÿ êîòîðîãî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà áóäóò ïðåäñòàâèìû â âèäå
îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè:

1) {Λ}; 2) {0}; 3) {Λ, 0, 1}; 4) ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ âèäà 03n, ãäå n > 1; 5) ìíî-
æåñòâî âñåõ ñëîâ âèäà 0n1, ãäå n > 0; 6) ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ ÷¼òíîé äëèíû (âêëþ÷àÿ
ïóñòîå ñëîâî) âìåñòå ñî ñëîâàìè 1 è 111.

4. Äëÿ ëþáîãî n > 2 îïðåäåëèòü íà ìíîæåñòâå {0, 1}∗ ïðàâîèíâàðèàíòíîå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè èíäåêñà n.

5. Ïîëüçóÿñü ïðîâîèíâàðèàíòíûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, äîêàçàòü, ÷òî ñëå-
äóþùèå ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûìè:

1) {0n12n : n = 1, 2, . . .}; 2) {0n10n : n = 1, 2, . . .}; 3) ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷-
íûõ ñëîâ â àëôàâèòå {0, 1}; 4) {0n2

: n = 1, 2, . . .}; 5) {1pi ; i = 0, 1, . . .}, ãäå pi � i-å
ïðîñòîå ÷èñëî.

6. Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íîå êîíå÷íî-àâòîìàòíîå ìíîæåñòâî X, òàêîå, ÷òî ìíîæå-
ñòâî {āā : ā ∈ X} êîíå÷íî-àâòîìàòíî?

7∗. Ïî àíàëîãèè ñ ïðàâîèíâàðèàíòíûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëèì íà
ìíîæåñòâå A∗ ëåâîèíâàðèàíòíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: åñëè ā ∼ b̄ è c̄ � ïðîèç-
âîëüíîå ñëîâî èç A∗, òî c̄ā ∼ c̄b̄.

Áóäåò ëè äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñïðàâåäëèâ àíàëîã
òåîðåìû 2 èç ëåêöèé (î ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íî-àâòîìàòíîãî ìíîæåñòâà
â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà êëàññîâ ëåâîèíâàðèàíòíîãî îòíîøåíèÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòè êîíå÷íîãî èíäåêñà)?

8. Ââåñòè îïåðàöèþ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ àâòîìàòîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé îïå-
ðàöèè äîêàçàòü çàìêíóòîñòü êëàññà êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ.

9. Âûÿñíèòü, ñîõðàíÿþò ëè îïåðàöèè ∪,∩, ·, ∗ êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå íå ÿâ-
ëÿþòñÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûìè.

10. Êàêèå ìíîæåñòâà äîïóñêàþò ñëåäóþùèå íåäåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû (ïðåä-
âàðèòåëüíî ïîñòðîèòü äëÿ íèõ äèàãðàììû Ìóðà):

1) Q = {q1, q2, q3}, f(0, q1) = {q2}, f(1, q1) = {q1, q2}, f(0, q2) = {q3}, f(1, q2) = {q3},
f(0, q3) = {q3}, f(1, q3) = {q2, q3}, F = {q3};
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2) Q = {q1, q2, q3}, f(0, q1) = {q1, q2}, f(1, q1) = {q1}, f(0, q2) = {q2}, f(1, q2) = {q2, q3},
f(0, q3) = {q1, q3}, f(1, q3) = {q1, q3}, F = {q3}.

11. Äëÿ çàäàííûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ ìåòîäîì äåòåðìèíèçàöèè ïî-
ñòðîèòü ýêâèâàëåíòíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò (ìîæíî äàâàòü ëþáûå çàäà÷è, â
òîì ÷èñëå çàäà÷ó 10).

12. Ïóñòü A = {A,Q, f, q1, F} � íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, F1, F2 � íåïóñòûå
ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Q è D = D(A). Âûÿñíèòü, ñïðàâåäëèâû ëè ñëåäóþùèå ðàâåí-
ñòâà:

1) D′ = A∗ \D, ãäå D′ = D(A′) è A′ = {A,Q, f, q1, Q \ F};
2) D = D1 ∪D2, ãäå Di = D(Ai), Ai = {A,Q, f, q1, Fi} è F1 ∪ F2 = F ;
3) D = D1 ∩D2, ãäå Di = D(Ai), Ai = {A,Q, f, q1, Fi} è F1 ∩ F2 = F .

13. Îòïðàâëÿÿñü îò ìíîæåñòâ {0} è {1}, ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé îáúåäèíå-
íèÿ, ïðîèçâåäåíèÿ è èòåðàöèè ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {0, 1}, êîòîðûå ñîäåðæàò
ïîäñëîâî 0001.

14. Ïóñòü ā � ñëîâî â àëôàâèòå A = {a1, . . . , am}. Ñêîëüêî ðàç íóæíî ïðèìåíèòü
îïåðàöèþ èòåðàöèè, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî A∗ \ {ā} èç ìíîæåñòâ {a1}, . . . , {am} ñ
ïîìîùüþ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïðîèçâåäåíèÿ è èòåðàöèè?

15. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ñîñòîèò èç n ñëîâ. Ìîæåò ëè ìíîæåñòâî X ·X ñîäåðæàòü n2

ñëîâ; ìåíüøå, ÷åì n2 ñëîâ; ìåíüøå, ÷åì n ñëîâ?

16. Äîêàçàòü ðåãóëÿðíîñòü ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ñëîâ â àëôàâèòå {0, 1}:
1) ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ è äîïîëíåíèå (äî ìíîæåñòâà {0, 1}∗) ê êîíå÷íîìó

ìíîæåñòâó ñëîâ;
2) ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ çàäàííûõ ñëîâ ā1, . . . , ān;
3) ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå ïîäñëîâà îäíî èç ñëîâ ā1, . . . , ān;
4) ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, äëèíû êîòîðûõ èìåþò âèä 5k + 1 èëè 5k + 3;
5) ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ñëîâî 01.

17. Ïðèâåñòè ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå íåâîçìîæíî ïî-
ëó÷èòü ñ îäíîêðàòíûì èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè ∗.

18. Ïóñòü X � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â àëôàâèòå {a1, . . . , am}, Y1, . . . . . . , Ym � ïðî-
èçâîëüíûå ðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Sa1...am

Y1...Ym
X, ïîëó÷åííîå â

ðåçóëüòàòå îäíîâðåìåííîé çàìåíû áóêâ a1, . . . , am â ëþáîì ñëîâå èç X ìíîæåñòâàìè
Y1, . . . , Ym, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì.

19. Ïóñòü X � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, Rev(X) � ìíîæåñòâî îáðàùåíèé âñåõ ñëîââ èç
X (ò.å. ñëîâ, ïðî÷èòàííûõ ñïðàâà íàëåâî). Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Rev(X) ðåãóëÿðíî.

20. ÏóñòüX � êîíå÷íî-àâòîìàòíîå ìíîæåñòâî â àëôàâèòåA, Y � êîíå÷íî-àâòîìàòíîå
ìíîæåñòâî â îäíîáóêâåííîì àëôàâèòå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X/Y ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ñëîâ
èç X, äëèíû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè ñëîâ èç Y . Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X/Y
êîíå÷íî-àâòîìàòíî.

21. Äëÿ àâòîìàòîâ A è B ïîñòðîèòü (íåäåòåðìèíèðîâàííûé) àâòîìàò, êîòîðûé äî-
ïóñêàåò ìíîæåñòâî D(A) ·D(B):
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1) àâòîìàò A: Q = {q1, q2, q3}, f(0, q1) = q2, f(1, q1) = q1, f(0, q2) = q2, f(1, q2) = q3,
f(0, q3) = q1, f(1, q3) = q3, F = {q1, q3},

àâòîìàò B: Q = {q1, q2}, f(0, q1) = q1, f(1, q1) = q2, f(0, q2) = q2, f(1, q2) = q2,
F = {q2};

2) àâòîìàò A: Q = {q1, q2}, f(0, q1) = q1, f(1, q1) = q2, f(0, q2) = q1, f(1, q2) = q2,
F = {q2};

àâòîìàò B: Q = {q1, q2, q3}, f(0, q1) = q2, f(1, q1) = q3, f(0, q2) = q2, f(1, q2) = q2,
f(0, q3) = q3, f(1, q3) = q1, F = {q2, q3}.

22. Äëÿ àâòîìàòàA ïîñòðîèòü (íåäåòåðìèíèðîâàííûé) àâòîìàò C, ó êîòîðîãîD(C) =
D(A)∗:

1) àâòîìàò A èç çàäà÷è 21.1; 2) àâòîìàò B èç çàäà÷è 21.2.
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