
Планы семинарских занятий по курсу
«Дополнительные главы дискретной математики и кибернетики»

Часть I. Конечные автоматы-распознаватели и автоматы-преобразователи
Семинар 1. Множества, допускаемые конечными автоматами. Правоинвариантная эквивалент-
ность. Теоретический материал [1, с. 27–31].

В классе. Задачи из приложения 1: 1 (1, 2, 4, 6, 9), 2 (1, 3, 4), 3 (1, 3, 5), 4, 5 (1, 3).

На дом. Задачи из приложения 1: 1 (3, 5, 7, 10), 2 (2, 5), 3 (4, 6), 5 (2, 4).

Семинар 2. Теоретико-множественные операции над конечно-автоматными множествами. Не-
детерминированные автоматы. Операции произведения и итерации. Регулярные выражения и
регулярные множества. Теоретический материал [1, с. 32–42].

В классе. Задачи из приложения 1: 8, 11 (1), 12 (1, 3), 23 (1), 24 (1), 16 (1, 3, 5).

На дом. Задачи из приложения 1: 9, 11 (2), 12 (2), 23 (2), 24 (2), 15, 16 (2, 4, 6).

Семинар 3 (первая половина семинара). Детерминированные функции. Построение диаграмм
Мура и канонических уравнений. Операции суперпозиции и обратной связи. Построение схем
из автоматных элементов. Полнота систем ограниченно-детерминированных функций. Теоре-
тический материал и примеры решения задач имеются в задачнике.

В классе. Из [4, глава IV]: 2.1 (1), 2.8 (6; не строить диаграмму Мура), 2.9 (4; не строить
диаграмму Мура), 2.17 (1, 4).

В условии 2.17 (4) ошибка. Правильный вид функций:
𝑓1 : 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡), 𝑡 ⩾ 1

𝑓2 :

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡) · 𝑥2(𝑡) ∨ 𝑥3(𝑡) · 𝑞(𝑡− 1),

𝑞(𝑡) = 𝑥2(𝑡) · 𝑥3(𝑡),

𝑞(0) = 0.
Задачи на построение автоматов-преобразователей (2.1), а также на построение СФЭЗ по

диаграмме Мура и наоборот, решались на семинарах в курсе «Дискретная математика» на
первом курсе.

На дом. Из [4, глава IV]: 2.1 (3), 2.8 (5; не строить диаграмму Мура), 2.9 (5; не строить диа-
грамму Мура), 2.17 (2, 5).

В условии 2.17 (5) ошибка. Правильный вид функций:
𝑓1 : 𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡) · 𝑥2(𝑡) ∨ 𝑥1(𝑡) · 𝑥3(𝑡) ∨ 𝑥2(𝑡) · 𝑥3(𝑡), 𝑡 ⩾ 1,

𝑓2 :

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦(𝑡) = 𝑞(𝑡− 1),

𝑞(𝑡) = 𝑥1(𝑡)⊕ 𝑥2(𝑡),

𝑞(0) = 0.

Часть II. Машины Тьюринга, рекурсивные функции и классы сложности
Семинар 3 (вторая половина семинара). Машины Тьюринга. Функции, вычислимые на маши-
нах Тьюринга. Класс P. Теоретический материал и примеры решения задач имеются в задач-
нике и в [1, с. 89–90], [2, с. 46–47].

В классе. Из [4, глава V]: 1.8 (3), 1.14 (1), 1.15 (2).
Задачи из приложения 3: 1 (5).

На дом. Из [4, глава V]: 1.8 (6), 1.14 (6), 1.15 (6).
Задачи из приложения 3: 1 (6).
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Семинар 4. Примитивно-рекурсивные функции. Операция минимизации. Теоретический мате-
риал и примеры решения задач имеются в задачнике. См. также [1, с. 78, 102–107].

В классе. Из [4, глава V]: 2.1 (9, 10, 12); применить операцию примитивной рекурсии к частич-
ным функциям 𝑔(𝑥) = 2𝑥 и ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 − 2; 2.3 (9), 2.4 (1, 5).

Используя операции
∏︀

𝑖⩽𝑥 и
∑︀

𝑖⩽𝑥 доказать примитивную рекурсивность функций ⌊
√
𝑥⌋,

⌊log𝑎 𝑥⌋.
Из [4, глава V]: 2.5 (1, 2, 7, 11), 2.7 (2).

На дом. Из [4, глава V]: 2.1 (2, 4), 2.4 (3, 7а), 2.3 (7, 8).
Используя операции

∏︀
𝑖⩽𝑥 и

∑︀
𝑖⩽𝑥 доказать примитивную рекурсивность функций 𝑝(𝑥), 𝑓1(𝑥),

𝑓2(𝑥), где

𝑝(𝑥) =

{︃
1, 𝑥 — простое число.
0, иначе.

𝑓1(𝑥) — количество чисел вида 𝑦𝑦 на отрезке [0, 𝑥]. 𝑓2(𝑥) — количество чисел вида 2𝑦 · 3𝑧 на
отрезке [0, 𝑥].

Из [4, глава V]: 2.5 (4, 10, 13), 2.7 (3, 5).

Семинар 5. Частично-рекурсивные функции. Классы сложности. Теоретический материал [1,
с. 108–113, 89–102], [2, с. 46–56], [3, с. 16–17].

В классе. Задачи из приложения 2: 2, 3, 7, 10.
Задачи из приложения 3: 3 (2), 4 (1), 5 (1, 3), 6 (2, 4).

На дом. Задачи из приложения 2: 1, 4, 6, 9, 11.
Задачи из приложения 3: 3 (1, 4), 4 (2, 4), 5 (2, 4), 6 (1, 3).

Часть III. Сложность структурной реализации функций алгебры логики из
некоторых классов
Семинар 6. Постановка задачи синтеза схем для ФАЛ (операторов) из специальных классов,
мощностные характеристики этих классов и соответствующие нижние оценки функций Шенно-
на для их сложности. Инвариантные и квазиинвариантные классы ФАЛ, особенности поведения
их мощностных последовательностей. Асимптотически оптимальные методы синтеза схем для
невырожденных квазиинвариантных классов. Теоретический материал [6, §§1–3, 11], [5, слайды
лекций к вопросам 25–26].

В классе.

1. Выяснить, какие из следующих классов ФАЛ (операторов) являются невырожденными,
и получить нижние мощностные оценки (НМО) функций Шеннона для сложности реали-
зации ФАЛ из данных классов СФЭ в стандартном базисе:

1) 𝑄 — класс ФАЛ, равных 1 при 𝑥1 = 0;

2) 𝑄 — класс ФАЛ, симметричных по БП 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3;

3) 𝑄 — класс ФАЛ, монотонных по БП 𝑥1, 𝑥2;

4) 𝑄 — класс ФАЛ, равных 0 на наборах с чётным числом 1;

5) 𝑄 — класс линейных1 ФАЛ;

6) 𝑄 — класс самодвойственных1 ФАЛ;

7) 𝑄 — класс симметрических1 ФАЛ;
1Класс рассматривался на лекциях.
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8) 𝑄 — класс операторов вида 𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) таких, что 𝑓𝑖 ·𝑓𝑗 ≡ 0 при 𝑖 ̸= 𝑗 и 𝑓1∨𝑓2∨𝑓3 ≡
≡ 1.

2. Выделить среди классов ФАЛ (операторов) из задачи 1 квазиинвариантные классы, для
которых найти пределы соответствующих им мощностных последовательностей.

3. Найти асимптотическое поведение функции Шеннона для классов из пунктов 1–4, 8 за-
дачи 2.

На дом.

1. Исследовать на невырожденность и, в случае невырожденности, установить асимптотику
НМО функции Шеннона 𝐿𝐶(𝑄(𝑛)) для сложности реализации ФАЛ (операторов) от БП
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 из класса 𝑄, где:

1) 𝑄 — класс ФАЛ, равных 1 при 𝑥1 = 𝑥2 = 1;

2) 𝑄 — класс ФАЛ, монотонных по 𝑥1 и антимонотонных по 𝑥2;

3) 𝑄 — класс ФАЛ, у которых любая подфункция от БП 𝑥1, 𝑥2 принадлежит множеству
{𝑥̄1, 𝑥̄2, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥1 ∨ 𝑥2, 𝑥1 ∼ 𝑥2};

4) 𝑄 — класс ФАЛ, симметричных по своим 𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . существенным БП с рабочими
числами вида 𝑎, 𝑎+ 4, 𝑎+ 8, . . . , 𝑎+ 4𝑘, где 𝑎 ∈ {0, 1, 2, 3} и 𝑘 = ⌊(𝑛− 𝑎)/4⌋;

2. Выделить среди классов ФАЛ из задачи 1 квазиинвариантные классы, для которых найти
пределы соответствующих им мощностных последовательностей.

3. Найти асимптотическое поведение функций Шеннона из пунктов 1–4 задачи 2.

Методические указания. Задача 1 решается на основе подсчета мощности множества 𝑄(𝑛), 𝑛 =
1, 2, . . . , для рассматриваемого класса 𝑄, а также определения невырожденного класса. Класс
ФАЛ (операторов), то есть последовательность 𝑄(1), 𝑄(2), . . . , 𝑄(𝑛), . . ., где 𝑄(𝑛) — некоторое
множество систем из 𝑚 = 𝑚(𝑛) ФАЛ от БП 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, считается невырожденным, если 𝑛 +
𝑚(𝑛) = 𝑜(log |𝑄(𝑛)|/ log log |𝑄(𝑛)|).

Задача 2 решается на основе понятий квазиинвариантного и инвариантного классов. Класс
ФАЛ 𝑄 = 𝑄(1) ∪𝑄(2) ∪ . . . ∪𝑄(𝑛) ∪ . . ., называется квазиинвариантным, если для некоторого
𝑛0 и любого 𝑛, 𝑛 ≥ 𝑛0, множество ФАЛ, получающихся из ФАЛ множества 𝑄(𝑛) подстановкой
констант 0 и 1 вместо БП 𝑥𝑛, содержится в 𝑄(𝑛 − 1). При этом его мощностная последова-
тельность 𝜎𝑄(𝑛) = log |𝑄(𝑛)|/2𝑛 монотонно не возрастает, если 𝑛 ≥ 𝑛0, и стремится к пределу
𝜎𝑄 = lim𝑛→∞ 𝜎𝑄(𝑛), 0 ≤ 𝜎𝑄 ≤ 1.

Аналогично определяется квазиинвариантный класс операторов 𝑄 = 𝑄(0)∪ . . .∪𝑄(𝑛)∪ . . .,
где 𝑄(𝑛) ⊆ 𝑃

𝑚(𝑛)
2 (𝑛), причём 𝑚(𝑛) = 𝑚 = const, для которого соответствующая последователь-

ность 𝜎𝑄(𝑛) монотонно не возрастая стремится к пределу 𝜎𝑄, где 0 ≤ 𝜎𝑄 ≤ 𝑚.
Класс ФАЛ 𝑄 называется инвариантным, если он замкнут относительно операций: 1) до-

бавление и изъятие фиктивных БП ФАЛ; 2) переименование БП без отождествления; 3) под-
становка констант вместо БП.

Задача 3 из списка как классных, так и домашних задач решается с помощью утверждения
26.1 про квазиинвариантные классы. При этом для решения классной задачи №4 достаточно
«погрузить» класс 𝑄(𝑛) в инвариантный класс 𝑄̂(𝑛), состоящий из ФАЛ 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑄̂(𝑛)
вида 𝑓 = 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) · (𝑥1 ⊕ . . .⊕ 𝑥𝑛 ⊕ 𝜎), где 𝑔 ∈ 𝑃2(𝑛), 𝜎 ∈ 𝐵.

Для решения классной задачи №8 достаточно «распространить» утверждение 26.1 на ква-
зиинвариантные классы операторов, состоящие из наборов ФАЛ фиксированной длины 𝑚 =
𝑚(𝑛) = 3.
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Семинар 7. Синтез СФЭ для ФАЛ из специальных классов на основе идей принципа локаль-
ного кодирования, установление асимптотики соответствующих функций Шеннона. Сложность
не всюду определённых функций, их использование при синтезе схем для ФАЛ из специальных
классов. Теоретический материал [6, §§4–8], [5, слайды лекций к вопросам 27–28].

В классе.

1. Установить асимптотическое поведение функции Шеннона 𝐿𝐶(𝑄(𝑛)) для сложности реа-
лизации ФАЛ от БП 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 из класса 𝑄, где 𝑄(𝑛) — класс тех ФАЛ из 𝑃2(𝑛), которые
на любой паре противоположных наборов, за исключением, возможно, одной такой пары,
принимают одинаковые значения.

2. Найти сложность не всюду определённой ФАЛ 𝑓 , 𝑓 ∈ 𝑃2(3), для которой 𝛼̃𝑓 = (0001 1222).

3. Найти асимптотику функции Шеннона 𝐿𝐶(𝑄(𝑛)) для сложности реализации ФАЛ от БП
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 из класса 𝑄(𝑛), включающего в себя все те ФАЛ, которые обращаются в ноль
на наборах куба 𝐵𝑛, имеющих не меньше 𝑛/2 единиц.

На дом.

1. Установить асимптотическое поведение функции Шеннона 𝐿𝐶(𝑄(𝑛)) для сложности ре-
ализации ФАЛ (операторов) от БП 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 из класса 𝑄, где 𝑄 — класс операторов
𝐹 = (𝑓1, 𝑓2) таких, что 𝑓2(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑓1(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), где набор 𝛽 имеет номер на единицу
больше, чем набор 𝛼̃, если 𝛼̃ ̸= (1, . . . , 1), и 𝐹 (𝛼̃) = (0, 0) в противном случае.

2. Найти сложность не всюду определённой ФАЛ 𝑓 , 𝑓 ∈ 𝑃2(3), для которой 𝛼̃𝑓 = (0111 2221).

3. Найти асимптотику функции Шеннона 𝐿𝐶(𝑄(𝑛)) для сложности реализации ФАЛ от БП
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 из класса 𝑄(𝑛), включающего в себя все те ФАЛ, которые обращаются в ноль
на наборах куба 𝐵𝑛, имеющих не равное 𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 2 число единиц.

Методические указания. Для решения классной (домашней) задачи №1 достаточно вспользо-
ваться принципом локального кодирования аналогично тому, как это делалость в утверждениях
вопроса 26, связанных с кодированием для оператора 𝐹 ∈ 𝑄(𝑛) всех его «остаточных» опера-
торов вида 𝐹𝜎′(𝑥′′) = 𝐹 (𝜎′, 𝑥′′), где 𝑥′ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑞), 𝑥′′ = (𝑥𝑞+1, . . . , 𝑥𝑛) и 𝜎′ ∈ 𝐵𝑞, двоичными
наборами подходящей длины. При этом основную по сложности часть искомой схемы будет
составлять схема, реализующая оператор, который по набору 𝜎′ БП 𝑥′ выдаёт код (в домашней
задаче №4 в этом коде должен быть учтён один «дополнительный» разряд столбца значений
ФАЛ 𝑓1, позволяющий перейти к «следующему» набору значений БП 𝑥′′) соответствующего
остаточного оператора 𝐹𝜎′(𝑥′′). Вспомогательный оператор декодирования, который по набо-
ру 𝜎′′ значений БП 𝑥′′ и коду оператора 𝐹𝜎′(𝑥′′) вычисляет 𝐹 (𝜎′, 𝜎′′), при подходящем выборе
параметров будет иметь существенно меньшую сложность.

При решении классной (домашней) задачи №2 необходимо сначала убедиться в том, что
любое доопределение 𝑔 ФАЛ 𝑓 существенно зависит от 𝑘, где 𝑘 = 3 (соответственно 𝑘 = 2) БП,
т. е. 𝐿C(𝑔) ≥ 𝑘 − 1. После этого достаточно взять в качестве доопределения 𝑔 ФАЛ 𝑓 из класс-
ной (домашней) задачи ФАЛ, столбец значения которой имеет вид (0001 1111) (соответственно
(0111 0111)) и реализовать её формулой 𝑥1 ∨ 𝑥2𝑥3 (соответственно 𝑥1 ∨ 𝑥3) сложности 𝑘.

В классной (домашней) задаче №3 нижние мощностные асимптотические оценки вида 2𝑛−1/𝑛
(соответственно 𝑐𝑖𝑛/ log 𝑐

𝑖
𝑛) функции Шеннона 𝐿C(𝑄(𝑛)) устанавливаются с помощью утвержде-

ния 25.1. Для получения соответствующих верхних оценок произвольная ФАЛ 𝑔, 𝑔 ∈ 𝑄(𝑛),
представляется в виде 𝑔 = 𝑓 · ℎ, где 𝑓 ∈ 𝑃2(𝑛) с областью определения 𝐴, 𝐴 ⊆ 𝐵𝑛, которая
состоит из «нижней» половины слоёв куба в случае классной задачи и 𝑖-го слоя куба в случае

4



домашней задачи, а ℎ — характеристическая ФАЛ множества 𝐴. После этого ФАЛ 𝑓 реализу-
ется как не всюду определённая ФАЛ по утверждению1 27.2, а ФАЛ ℎ — как симметрическая
ФАЛ, имеющая линейную сложность.

Семинар 8 (проводится на лекции). Теорема Храпченко и её применение для получения нижних
оценок сложности ФАЛ в классе 𝜋-схем. Теоретический материал [6, §§9–10], [5, слайды лекций
к вопросам 29–30].

Метод забивающих констант и примеры его применения для получения нижних оценок
сложности ФАЛ в классе СФЭ. Теоретический материал [8, часть II, §§2–3]

В классе.

1. Доказать, что 12 ⩽ 𝐿𝜋(𝑠24) ⩽ 16, где 𝑠𝐼𝑛 — симметрическая ФАЛ от 𝑛 БП, «рабочие» числа
которой составляют множество 𝐼, 𝐼 ⊆ [0, 𝑛].

2. Доказать, что 𝐿𝜋((𝑥1 ⊕ . . .⊕ 𝑥𝑘)(𝑥𝑘+1 ⊕ . . .⊕ 𝑥𝑛)) ⩾ 𝑛2/2.

3. Найти сложность 𝐿С(𝑔), где 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥7) = (𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥1(𝑥3 ∨ 𝑥4)) ∧ (𝑥5 ∨ 𝑥6 ∨ 𝑥7).

4. Доказать, что 𝐿С(𝜇𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑦
′
0, . . . , 𝑦

′
2𝑛−1) ∨ 𝜇𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑦

′′
0 , . . . , 𝑦

′′
2𝑛−1)) ∼ 3 · 2𝑛.

На дом.

1. Доказать, что 63 ⩽ 𝐿𝜋(𝑠
{2,4,6}
8 ) ⩽ 80.

2. Доказать, что 𝐿𝜋((𝑥1⊕ . . .⊕𝑥𝑘)(𝑥𝑘+1⊕ . . .⊕𝑥𝑠)(𝑥𝑠+1⊕ . . .⊕𝑥𝑛)) ⩾ 𝑛2/3, где 1 ⩽ 𝑘 < 𝑠 < 𝑛.

3. Найти сложность 𝐿С(𝑔), где 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥6) = (𝑥1 ∨ 𝑥2𝑥3)⊕ (𝑥4𝑥5𝑥6).

4. Доказать, что 𝐿С(𝜇𝑛(𝑥
′
1, . . . , 𝑥

′
𝑛; 𝑦

′
0, . . . , 𝑦

′
2𝑛−1) ∨ 𝜇𝑛(𝑥

′′
1, . . . , 𝑥

′′
𝑛; 𝑦

′′
0 , . . . , 𝑦

′′
2𝑛−1)) ∼ 4 · 2𝑛.

Методические указания. Как классная, так и домашняя задачи 1, 2 решаются с помощью
теоремы Храпченко (утверждение 29.1) при подходящем подборе множеств 𝒩 ′ и 𝒩 ′′, который
максимизирует оценку сложности. Так, в классной задаче №1 𝒩 ′ = 𝐵4

2 и 𝒩 ′′ = 𝐵4
1 ∪ 𝐵4

3 , в
классной задаче №2 — 𝒩 ′ = 𝑁𝑓 , а 𝒩 ′′ состоит из всех соседних с 𝒩 ′ наборов и т. п.

Требуемые верхние оценки получаются прямым построением искомых 𝜋-схем или соответ-
ствующих им формул с поднятыми отрицаниями:

𝑠24 = (𝑥1 ⊕ 𝑥2)(𝑥3 ⊕ 𝑥4) ∨ 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 ∨ 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4,

𝑠
{2,4,6}
8 = (𝑥1 ⊕ . . .⊕ 𝑥8)𝑠

{0,8}
8 (𝑥1, . . . , 𝑥8).

Как классная, так и домашняя задачи 3, 4 решаются с помощью метода забивающих кон-
стант с использованием известных оценок сложности линейных ФАЛ.
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Приложение 1: задачи по автоматам-распознавателями
1. Построить диаграмму Мура для автомата в алфавите {1, 0}, который допускает следую-

щее множество:

1) (a) Множество {0, 1,Λ}; (b) Множество {0, 1}* ∖ {0, 1,Λ};
2) Все слова, которые начинаются словом 01;

3) Все слова, которые оканчиваются словом 101;

4) Все слова длины 3 и слово 0;

5) Все слова длины 3, кроме слова 110;

6) Все слова, которые содержат слово 001;

7) Все слова, которые составлены из «блоков» 011 и 101;

8) Все слова, имеющие нечётную длину, и слово 11;

9) Все слова, которые имеют вхождения хотя бы одного из слов 000 и 111;

10) Все слова, у которых за каждым символом 1 следуют как минимум два символа 0.

2. Доказать конечную автоматность следующих множеств:

1) Любое конечное множество 𝑋 в алфавите 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑚} и множество 𝐴* ∖𝑋;

2) Множество всех слов вида 𝑎𝑛𝑖 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, 𝑛 = 1, 2, . . .) в алфавите {𝑎1, . . . , 𝑎𝑚};
3) Множество всех слов в алфавите {0, 1}, которые имеют чётную длину, начинаются

символом 0 и оканчиваются символом 1;

4) Множество всех слов в алфавите {0, 1}, которые содержат неперекрывающиеся вхож-
дения слов 001 и 011;

5) Множества вида 0𝑛110𝑛21 . . . 10𝑛𝑘 , где 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘 ⩾ 1
(a) При каждом фиксированном 𝑘; (b) При произвольном 𝑘.

6) Множества слов вида (10𝑚11)𝑛10(10𝑚21)𝑛20 . . . (10𝑚𝑘1)𝑛𝑘 ,
где 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ⩾ 2, 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘 ⩾ 1 и число 𝑘 фиксировано.
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3. Определить на множестве {0, 1}* правоинвариантное отношение эквивалентности конеч-
ного индекса, для которого следующие множества будут представимы в виде объединения
некоторого числа классов эквивалентности:

1) {Λ};
2) {0};
3) {Λ, 0, 1};
4) Множество всех слов вида 03𝑛, где 𝑛 ⩾ 1;

5) Множество всех слов вида 0𝑛1, где 𝑛 ⩾ 0;

6) Множество всех слов чётной длины (включая пустое слово) вместе со словами 1 и 111.

4. Для любого 𝑛 ⩾ 2 определить на множестве {0, 1}* правоинвариантное отношение экви-
валентности индекса 𝑛.

5. Пользуясь правоинвариантным отношением эквивалентности доказать, что следующие
множества не являются конечно-автоматными:

1) {0𝑛12𝑛 : 𝑛 = 1, 2, . . .};
2) {0𝑛10𝑛 : 𝑛 = 1, 2, . . .};
3) Множество всех симметричных слов в алфавите {0, 1};
4) {0𝑛2

: 𝑛 = 1, 2, . . .};
5) {0𝑛1𝑛0𝑛 : 𝑛 = 1, 2, . . .}.

6. Существует ли бесконечное конечно-автоматное множество 𝑋 такое, что
множество {𝑎̄𝑎̄ : 𝑎̄ ∈ 𝑋} конечно-автоматно?

7. (*) По аналогии с правоинвариантным отношением эквивалентности определим на мно-
жестве 𝐴* левоинвариантное отношение эквивалентности: если 𝑎̄ ∼ 𝑏̄ и 𝑐 — произвольное
слово из 𝐴*, то 𝑐𝑎̄ ∼ 𝑐𝑏̄.

Будет ли для левоинвариантного отношения эквивалентности справедлив аналог теоремы
(из лекций) о представлении произвольного конечно-автоматного множества в виде объ-
единения некоторого количества классов левоинвариантного отношения эквивалентности
конечного индекса?

8. Ввести операцию прямого произведения автоматов. С использованием этой операции до-
казать замкнутость класса конечно-автоматных множеств относительно операций объеди-
нения и пересечения.

9. Выяснить, сохраняют ли операции ∪, ∩, ·, * класс всех множеств, которые не являются
конечно-автоматными?

10. Какие множества допускают следующие недетерминированные автоматы (предваритель-
но построить для них диаграммы Мура):

1)

𝑄 = {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3},
𝑓(0, 𝑞1) = {𝑞2}, 𝑓(1, 𝑞1) = {𝑞1, 𝑞2},
𝑓(0, 𝑞2) = {𝑞3}, 𝑓(1, 𝑞2) = {𝑞3},
𝑓(0, 𝑞3) = {𝑞3}, 𝑓(1, 𝑞3) = {𝑞2, 𝑞3},
𝐹 = {𝑞3}.
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2)

𝑄 = {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3},
𝑓(0, 𝑞1) = {𝑞1, 𝑞2}, 𝑓(1, 𝑞1) = {𝑞1},
𝑓(0, 𝑞2) = {𝑞2}, 𝑓(1, 𝑞2) = {𝑞2, 𝑞3},
𝑓(0, 𝑞3) = {𝑞1, 𝑞3}, 𝑓(1, 𝑞3) = {𝑞1, 𝑞3},
𝐹 = {𝑞3}.

11. Для заданных недетерминированных автоматов методом детерминизации построить эк-
вивалентный детерминированный автомат. Можно давать любые автоматы, в том числе,
автоматы из задачи 10:

1)

𝑄 = {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3},
𝑓(0, 𝑞1) = {𝑞2}, 𝑓(1, 𝑞1) = {𝑞1, 𝑞2},
𝑓(0, 𝑞2) = {𝑞3}, 𝑓(1, 𝑞2) = {𝑞3},
𝑓(0, 𝑞3) = {𝑞3}, 𝑓(1, 𝑞3) = {𝑞2, 𝑞3},
𝐹 = {𝑞3};

2)

𝑄 = {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3},
𝑓(0, 𝑞1) = {𝑞1, 𝑞2}, 𝑓(1, 𝑞1) = {𝑞1},
𝑓(0, 𝑞2) = {𝑞2}, 𝑓(1, 𝑞2) = {𝑞2, 𝑞3},
𝑓(0, 𝑞3) = {𝑞1, 𝑞3}, 𝑓(1, 𝑞3) = {𝑞1, 𝑞3},
𝐹 = {𝑞3}.

12. Пусть 𝒜𝑖 = {𝐴,𝑄, 𝑓, 𝑞1, 𝐹𝑖}, 𝑖 = 1, 2, 3 (недетерминированные автоматы). Верно ли, что

1) При 𝐹2 = 𝑄 ∖ 𝐹1 выполнено 𝐷(𝒜2) = 𝐴* ∖𝐷(𝒜1);

2) При 𝐹3 = 𝐹1 ∪ 𝐹2 выполнено 𝐷(𝒜3) = 𝐷(𝒜1) ∪𝐷(𝒜2);

3) При 𝐹3 = 𝐹1 ∩ 𝐹2 выполнено 𝐷(𝒜3) = 𝐷(𝒜1) ∩𝐷(𝒜2).

13. Отправляясь от множеств {0} и {1}, построить с помощью операций объединения, произ-
ведения и итерации множество всех слов в алфавите {0, 1}, которые содержат подслово
0001.

14. Пусть 𝑎̄ — слово в алфавите 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑚}. Сколько раз нужно применить операцию
итерации, чтобы получить множество 𝐴* ∖ {𝑎̄} из множеств {𝑎1}, . . . , {𝑎𝑚} с помощью
операций объединения, произведения и итерации?

15. Пусть множество 𝑋 состоит из 𝑛 слов. Может ли множество 𝑋 ·𝑋 содержать больше 𝑛2

слов? Меньше 𝑛2 слов? В точности 𝑛2 слов?

16. Доказать регулярность следующих множеств слов в алфавите {0, 1}:

1) Любое конечное множество слов и дополнение (до множества {0, 1}*) к конечному
множеству слов;

2) Множество всех слов, представимых в виде произведения заданных слов 𝑎̄1, . . . , 𝑎̄𝑛;

3) Множество всех слов, содержащих в качестве подслова одно из слов 𝑎̄1, . . . , 𝑎̄𝑛;
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4) Множество всех слов, длины которых имеют вид 5𝑘 + 1 или 5𝑘 + 3;

5) Множество всех слов, которые не содержат слово 01;

6) Множество всех слов, которые не содержат ни одно из заданных слов 𝑎̄1, . . . , 𝑎̄𝑛 (ис-
пользовать теорему Клини).

17. Привести пример бесконечного регулярного множества, которое невозможно получить:

1) С однократным использованием операции *;
2) С 𝑛-кратным использованием операции *, 𝑛 ⩾ 2.

18. Пусть 𝑋 — регулярное множество в алфавите {𝑎1, . . . , 𝑎𝑚}, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚 — произвольные
регулярные множества. Доказать, что множество 𝑆𝑎1...𝑎𝑚

𝑌1...𝑌𝑚
𝑋, полученное в результате од-

новременной замены букв 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 в любом слове из 𝑋 множествами 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚, является
регулярным множеством.

19. Пусть 𝑋 — множество в алфавите 𝐴, 𝐵 — непустое подмножество 𝐴. Обозначим через
Proj𝐵(𝑋) множество всех слов, которые можно получить из слов множества 𝑋 вычёрки-
ванием букв множества 𝐴∖𝐵 (если слово не содержит букв из 𝐵, то в результате вычерки-
вания образуется пустое слово). Доказать, что для регулярного множества 𝑋 множество
Proj𝐵(𝑋) также регулярно.

20. Пусть 𝑋 — регулярное множество, Rev(𝑋) — множество обращений всех слов из 𝑋 (т.е.
слов, прочитанных справа налево). Доказать, что множество Rev(𝑋) регулярно.

21. Пусть 𝑋, 𝑌 — множества слов в алфавите 𝐴. Обозначим через 𝑋 × 𝑌 множество всех
слов в алфавите 𝐴 × 𝐴, которые имеют вид (𝑎𝑖1𝑎𝑗1)(𝑎𝑖2𝑎𝑗2) . . . (𝑎𝑖𝑛𝑎𝑗𝑛), где 𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑛 ∈ 𝑋
и 𝑎𝑗1 . . . 𝑎𝑗𝑛 ∈ 𝑌 . С использованием теоремы Клини доказать, что для любых регулярных
множеств 𝑋, 𝑌 множество 𝑋 × 𝑌 также регулярно.

22. Пусть 𝑋 — конечно-автоматное множество в алфавите 𝐴, 𝑌 — конечно-автоматное мно-
жество в однобуквенном алфавите. Обозначим через 𝑋/𝑌 множество всех тех слов из 𝑋,
длины которых являются длинами слов из 𝑌 . Доказать, что множество 𝑋/𝑌 конечно-
автоматно.

23. Для автоматов 𝒜 и ℬ построить (недетерминированный) автомат, который допускает мно-
жество 𝐷(𝒜) ·𝐷(ℬ):

1)

𝒜 : 𝑄 = {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3},
𝑓(0, 𝑞1) = 𝑞2, 𝑓(1, 𝑞1) = 𝑞1,

𝑓(0, 𝑞2) = 𝑞2, 𝑓(1, 𝑞2) = 𝑞3,

𝑓(0, 𝑞3) = 𝑞1, 𝑓(1, 𝑞3) = 𝑞3,

𝐹 = {𝑞1, 𝑞3};

ℬ : 𝑄 = {𝑞1, 𝑞2},
𝑓(0, 𝑞1) = 𝑞1, 𝑓(1, 𝑞1) = 𝑞2,

𝑓(0, 𝑞2) = 𝑞1, 𝑓(1, 𝑞2) = 𝑞2,

𝐹 = {𝑞2};
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2)

𝒜 : 𝑄 = {𝑞1, 𝑞2},
𝑓(0, 𝑞1) = 𝑞1, 𝑓(1, 𝑞1) = 𝑞2,

𝑓(0, 𝑞2) = 𝑞1, 𝑓(1, 𝑞2) = 𝑞2,

𝐹 = {𝑞2};

ℬ : 𝑄 = {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3},
𝑓(0, 𝑞1) = 𝑞2, 𝑓(1, 𝑞1) = 𝑞3,

𝑓(0, 𝑞2) = 𝑞2, 𝑓(1, 𝑞2) = 𝑞2,

𝑓(0, 𝑞3) = 𝑞3, 𝑓(1, 𝑞3) = 𝑞1,

𝐹 = {𝑞2, 𝑞3}.

24. Для автомата 𝒜 построить (недетерминированный) автомат 𝒞, у которого 𝐷(𝒞) = 𝐷(𝒜)*:

1) Автомат 𝒜 из задачи 23 (1):

𝒜 : 𝑄 = {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3},
𝑓(0, 𝑞1) = 𝑞2, 𝑓(1, 𝑞1) = 𝑞1,

𝑓(0, 𝑞2) = 𝑞2, 𝑓(1, 𝑞2) = 𝑞3,

𝑓(0, 𝑞3) = 𝑞1, 𝑓(1, 𝑞3) = 𝑞3,

𝐹 = {𝑞1, 𝑞3};

2) Автомат ℬ из задачи 23 (2):

ℬ : 𝑄 = {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3},
𝑓(0, 𝑞1) = 𝑞2, 𝑓(1, 𝑞1) = 𝑞3,

𝑓(0, 𝑞2) = 𝑞2, 𝑓(1, 𝑞2) = 𝑞2,

𝑓(0, 𝑞3) = 𝑞3, 𝑓(1, 𝑞3) = 𝑞1,

𝐹 = {𝑞2, 𝑞3}.

Приложение 2: задачи по частично рекурсивным функциям
Доказать частичную рекурсивность функций:

1. 𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥, 𝑥 входит в пересечение областей значений

примитивно-рекурсивных функций 𝑔1(𝑧), 𝑔2(𝑧),

не определено, иначе;

2. 𝑓−1(𝑥), где 𝑓 — общерекурсивная перестановка (биективная функция) на N0;

3. 𝑓(𝑥) =

{︃
𝑥, 𝑥 ∈ {𝑎1, . . . , 𝑎𝑚},
не определено, иначе,

𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ N0;

4. 𝑓(𝑥) =

{︃
1, 𝑥 входит в область значений функции 𝑔,

не определено, иначе,

𝑔(𝑧) — примитивно-рекурсивная функция, например, 𝑧2, 2𝑧;
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5. 𝑓(𝑥) =

{︃
𝑥, 𝑓1(𝑥) ⩾ 𝑓2(𝑥),

не определено, иначе,

𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥) — примитивно-рекурсивные функции;

6. 𝑥− 𝑦;

7. 𝑥/𝑦;

8.
√
𝑥;

9. log2 𝑥;

10. 𝑓(𝑥) =

{︃
𝑥, в последовательности 𝑔 есть две единицы на расстоянии 𝑥+ 1,

не определено, иначе,

𝑔(𝑧) — примитивно-рекурсивная функция, принимающая значения 0, 1 (двоичная после-
довательность);

11. 𝑓(𝑥) =

{︃
𝑥, в последовательности 𝑔 есть 𝑥+ 1 идущих подряд единиц,
не определено, иначе,

𝑔(𝑧) — примитивно-рекурсивная функция, принимающая значения 0, 1 (двоичная после-
довательность).

Приложение 3: задачи по классам сложности
1. Пусть входом задачи 𝐿 является слово 𝛼 ∈ 𝐴*, где 𝐴 = {0, 1}. Докажите, что задача 𝐿

принадлежит классу P, если вопрос этой задачи следующий:

1) верно ли, что число единиц слова 𝛼 делится на 3;

2) верно ли, что длина слова 𝛼 нечетна;

3) верно ли, что слово 𝛼 не содержит подслово 101;

4) верно ли, что слово 𝛼 не является записью степени двойки в двоичной системе счисле-
ния;

5) верно ли, что слово 𝛼 является палиндромом;

6) верно ли, что слово 𝛼 содержит равное число нулей и единиц;

7) верно ли, что в любой начальной части слова 𝛼 число нулей не больше числа единиц;

8) верно ли, что слово 𝛼 является периодическим (т. е. что найдется такое слово 𝛽 ∈ 𝐴*,
что 𝛼 = 𝛽𝛽 . . . 𝛽⏟  ⏞  

𝑛

, где 𝑛 ⩾ 2)?

Постройте машину Тьюринга, решающую задачу 𝐿 с полиномиальной сложностью; оце-
ните полученную сложность 𝑇 (𝑛).

2. Пусть 𝐴 = {0, 1} и 𝐿 ⊆ 𝐴*. Докажите, что множество (язык) 𝐿 принадлежит классу P,
если множество 𝐿 содержит все слова из 𝐴*, которые:

1) содержат не менее трех нулей;

2) содержат подслово 010;

3) являются векторами значений функций алгебры логики;

4) являются векторами значений функций алгебры логики, не сохраняющих 1.
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Постройте машину Тьюринга, распознающую множество 𝐿 с полиномиальной сложно-
стью; оцените полученную сложность 𝑇 (𝑛).

3. Пусть входом задачи 𝐿 является КНФ 𝐾, записанная словом в известном конечном ал-
фавите 𝐴. Докажите, что задача 𝐿 принадлежит классу NP, если вопрос этой задачи
следующий:

1) существует ли набор, на котором КНФ 𝐾 равна 1;

2) существует ли набор, на котором КНФ 𝐾 равна 0;

3) существуют ли два противоположных набора, на которых КНФ 𝐾 принимает одина-
ковые значения;

4) существуют ли два соседних набора, на которых КНФ 𝐾 принимает противоположные
значения?

4. Пусть входом задачи 𝐿 является граф 𝐺 = (𝑉,𝐸), заданный множеством вершин и мно-
жеством ребер, и число 𝑘. Докажите, что задача 𝐿 принадлежит классу NP, если вопрос
этой задачи следующий:

1) существует ли в графе 𝐺 простой цикл, содержащий не менее 𝑘 ребер;

2) существует ли в графе 𝐺 полный подграф, содержащий не менее 𝑘 вершин;

3) можно ли вершины графа 𝐺 разбить на 𝑘 множеств, чтобы не нашлось ребер, соеди-
няющих вершины из одного множества;

4) можно ли в графе 𝐺 удалить 𝑘 ребер, чтобы остался несвязный граф?

5. По входу 𝐾 задачи ВЫП постройте вход 𝐾 ′ задачи 3-ВЫП в соответствиии с полиноми-
альным сведением первой задачи ко второй, если:

1) 𝐾 = (𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥4 ∨ 𝑥5)(𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4 ∨ 𝑥5)𝑥3;

2) 𝐾 = (𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4 ∨ 𝑥5)(𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥4)(𝑥3 ∨ 𝑥4 ∨ 𝑥5);

3) 𝐾 = (𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4)(𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥5 ∨ 𝑥6)(𝑥1 ∨ 𝑥4 ∨ 𝑥5 ∨ 𝑥6);

4) 𝐾 = (𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4 ∨ 𝑥6)(𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4 ∨ 𝑥6)(𝑥1 ∨ 𝑥3)(𝑥2 ∨ 𝑥4).

Покажите, как по набору, на котором выполняется КНФ 𝐾, построить набор, на котором
выполняется КНФ 𝐾 ′, и наоборот.

6. Полиномиальным алгоритмом проверьте выполнимость 2-КНФ 𝐾, если

1) 𝐾 = (𝑥1 ∨ 𝑥2)(𝑥2 ∨ 𝑥3)(𝑥1 ∨ 𝑥3);

2) 𝐾 = 𝑥1(𝑥2 ∨ 𝑥3)(𝑥1 ∨ 𝑥3)(𝑥1 ∨ 𝑥4)(𝑥1 ∨ 𝑥4)(𝑥2 ∨ 𝑥4)(𝑥3 ∨ 𝑥4);

3) 𝐾 = (𝑥1 ∨ 𝑥2)(𝑥1 ∨ 𝑥4)(𝑥2 ∨ 𝑥3)(𝑥3 ∨ 𝑥4);

4) 𝐾 = (𝑥1 ∨ 𝑥3)(𝑥1 ∨ 𝑥3)(𝑥2 ∨ 𝑥4)(𝑥2 ∨ 𝑥4)(𝑥3 ∨ 𝑥4).
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