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1. Ââåäåíèå

Êàæäûé àëãîðèòìA õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî íà åãî âõîä ìîãóò ïî-
ñòóïàòü ðàçëè÷íûå âõîäíûå äàííûå x, êîòîðûå îí ïðåîáðàçóåò â íåêîòî-
ðûå âûõîäíûå äàííûå y. Ïðè ýòîì ïðîöåññ ðàáîòû A íà âõîäíûõ äàííûõ
x ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü íåêîòîðûìè ñëîæíîñòíûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè LA(x) (÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà, îáúåì èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè è äð.).
Îäíàêî äàòü ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè LA(x) äëÿ âñåõ x îáû÷íî íå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Äàæå ïîâåäåíèå LA(x) êàê ôóíêöèè îò x
îáû÷íî òðóäíî îïèñàòü. Ïîýòîìó ïðè àíàëèçå ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ÷à-
ñòî ðàññìàòðèâàþò áîëåå ãðóáûå õàðàêòåðèñòèêè. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-
íåííûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä. Âõîäíûå äàííûå õàðàêòåðèçóþòñÿ
íåêîòîðûì íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì n èõ ñëîæíîñòè (÷àùå âñåãî n �
äëèíà ïðåäñòàâëåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ íåêîòîðûì çàäàííûì ñïîñîáîì).
Äàëåå èçó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ LA(n), îïðåäåëÿåìàÿ êàê ìàêñèìóì LA(x) ïî
âñåì x ñ ïàðàìåòðîì n (ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå) èëè êàê íåêîòîðîå
ñðåäíåå LA(x) ïî âñåì x ñ ïàðàìåòðîì n (ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü). Â ýòèõ
ñëó÷àÿõ óæå óäàåòñÿ ïîëó÷àòü èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû. Â äàííîì ïîñî-
áèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíó ñëîæíîñòíóþ õàðàêòåðèñòèêó
àëãîðèòìîâ � âðåìÿ, èëè ÷èñëî øàãîâ, ðàáîòû àëãîðèòìà. Ïðè ýòîì ìû
äîëæíû ÷åòêî îïðåäåëÿòü, ÷òî òàêîå øàã àëãîðèòìà. Åñëè æå ìû õîòèì
ïîëó÷àòü óòâåðæäåíèÿ òèïà �äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà�, òî ìû òàêæå äîëæ-
íû ÷åòêî îïèñàòü âåñü êëàññ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì. Ìû
ïîÿñíèì ýòî âíà÷àëå ïðèìåðàìè.

1.1. Ïîèñê â óïîðÿäî÷åííîì ìàññèâå.

Ïóñòü èìååòñÿ óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ ýëåìåíòîâ èç íåêîòîðîãî
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà a1 < a2 < . . . < an. Íà âõîä
àëãîðèòìà áóäåò ïîñòóïàòü íåêîòîðûé ýëåìåíò a, ñîâïàäàþùèé ñ îäíèì
èç ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an. Îäèí øàã àëãîðèòìà ñîñòîèò â ñðàâíåíèè a
c íåêîòîðûì ai, ïîëó÷åíèè îäíîãî èç äâóõ îòâåòîâ a 6 ai èëè a > ai è
àíàëèçå ýòîãî îòâåòà. Àëãîðèòì äîëæåí âûäàòü íîìåð j òîãî ýëåìåíòà
aj, äëÿ êîòîðîãî a = aj. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, àëãîðèòì, êîòîðûé
ñðàâíèâàåò a ïî î÷åðåäè ñî âñåìè ýëåìåíòàìè îò a1 äî an. Òîãäà åñëè
a = a1, îí ìîæåò âûäàòü îòâåò óæå ïîñëå 1-ãî øàãà. Îäíàêî, åñëè
a = an−1 èëè a = an, òî àëãîðèòì áóäåò äåëàòü n− 1 øàãîâ. Â ñðåäíåì,
åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî a ñîâïàäàåò ñ ëþáûì ai c âåðîÿòíîñòüþ

1
n , ÷èñëî øàãîâ

áóäåò (1+2+...+n−1)+n−1
n = n+1

2 −
1
n .

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì àëãîðèòìû ñ÷èòàòü äåòåðìèíèðîâàííûìè.
Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà ïîèñêà ýëåìåíòà â óïîðÿäî÷åííîì
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ìàññèâå íà ïåðâîì øàãå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íîìåð i ýëåìåíòà, ñ
êîòîðûì ñðàâíèâàåòñÿ a. Ýòîò íîìåð íå çàâèñèò îò âõîäà a. Â çàâèñèìî-
ñòè îò îòâåòà (a 6 ai èëè a > ai) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèé
íîìåð ýëåìåíòà, ñ êîòîðûì ñðàâíèâàåòñÿ a, è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì âñÿ-
êèé àëãîðèòì ïîèñêà (èç óêàçàííîãî âûøå êëàññà) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êîðíåâûì áèíàðíûì äåðåâîì, â êîòîðîì êàæäîé âåðøèíå, îòëè÷íîé îò
ëèñòüåâ, ïðèïèñàí íåêîòîðûé íîìåð ýëåìåíòà, ñ êîòîðûì ñðàâíèâàåòñÿ
a, à êàæäîìó ëèñòó ïðèïèñàí íîìåð ýëåìåíòà, ðàâíîãî a.

Îïðåäåëåíèå. Ñëîæíîñòüþ (â õóäøåì ñëó÷àå) LA(n) àëãîðèòìà
ïîèñêà â óïîðÿäî÷åííîì ìàññèâå èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëü-
íîå ÷èñëî ñðàâíåíèé ýëåìåíòà a ñ ýëåìåíòàìè ìàññèâà äî ïîëó÷åíèÿ îò-
âåòà. Ñðåäíåé ñëîæíîñòüþ Lñð

A (n) àëãîðèòìà ïîèñêà A â óïîðÿäî÷åííîì
ìàññèâå èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà Lñð

A (n) = 1
n

∑n
i=1LA(ai), ãäå

LA(ai) � ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà, åñëè âõîä a = ai.

Åñëè α � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî ÷åðåç bαc è dαe ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü íàèáîëüøåå (ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøåå) öåëîå ÷èñëî, íå
áîëüøåå (ñîîòâåòñòâåííî, íå ìåíüøåå), ÷åì α. ×àñòî bαc îáîçíà÷àþò [α]
è íàçûâàþò öåëîé ÷àñòüþ ÷èñëà α.

Òåîðåìà 1.1. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A ïîèñêà â óïîðÿäî÷åííîì
ìàññèâå, äëÿ êîòîðîãî LA(n) = dlog2 ne.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà ñ íóæíû-
ìè ñâîéñòâàìè îáû÷íî ëåãêî � äîñòàòî÷íî ÿâíî ïðåäúÿâèòü òàêîé àë-
ãîðèòì. Òðåáóåìîìó â òåîðåìå óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèé àëãî-
ðèòì, íàçûâàåìûé �áèíàðíûì ïîèñêîì�, è îïèñûâàåìûé ðåêóððåíòíî.

Åñëè n = 1, òî âûäàòü îòâåò a = a1.

Åñëè n > 2, òî âû÷èñëèòü k = bn2c è ñðàâíèòü a ñ ak. Åñëè a 6 ak,
òî ðåêóððåíòíî (òåì æå àëãîðèòìàì) îñóùåñòâèòü ïîèñê a â ìàññèâå
a1 < a2 < . . . < ak. Åñëè a > ak, òî îñóùåñòâèòü (ðåêóððåíòíî) ïîèñê a
â ìàññèâå ak+1 < ak+2 < . . . < an.

Â ëþáîì ñëó÷àå äëèíà ïîëó÷àåìîãî ìàññèâà íå ïðåâîñõîäèò n −
bn2c = dn2e, è, ñëåäîâàòåëüíî, LA(n) = 1 + LA(dn2e). Êðîìå òîãî LA(1) =
0. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî m, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n, òàêèõ, ÷òî
2m−1 < n 6 2m, âûïîëíÿåòñÿ LA(n) = m. Ïðè m = 0 ïîëó÷àåì n = 1 è
LA(1) = 0 = m. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ m = p è 2p < n 6 2p+1.
Òîãäà 2p−1 < dn2e 6 2p è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè LA(dn2e) = p.
Îòñþäà LA(n) = 1 + LA(dn2e) = p + 1, òî åñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ
m = p + 1. Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ n,
òî åñòü LA(n) = m = dlog2 ne. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ àëãîðèòìà A áèíàðíîãî ïîèñêà L
ñð
A (n) 6
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dlog2 ne.
Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òèïà �äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà� îáû÷íî ñóùå-

ñòâåííî òðóäíåå, ÷åì óòâåðæäåíèå òèïà �ñóùåñòâóåò àëãîðèòì�. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû äîëæíû ÷åòêî îïèñàòü âåñü êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèò-
ìîâ. Âûøå áûëî óêàçàíî, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì ïîèñêà â óïîðÿäî÷åííîì
ìàññèâå èç n ýëåìåíòîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áèíàðíîãî äåðåâà.
Ïîýòîìó äàëåå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà áèíàðíûõ äåðåâüåâ.

Îïðåäåëåíèå. Ãëóáèíîé h(x) ëèñòà x â êîðíåâîì äåðåâå D áóäåì
íàçûâàòü ÷èñëî ðåáåð â (åäèíñòâåííîì) ïóòè èç êîðíÿ äåðåâà â ëèñò x.
Âûñîòîé h(D) äåðåâà D áóäåì íàçûâàòü maxh(x), ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ
ïî âñåì ëèñòüÿì äåðåâà D. Ñðåäíåé âûñîòîé hñð(D) äåðåâà D áóäåì
íàçûâàòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âåëè÷èí h(x) ïî âñåì ëèñòüÿì äåðåâà
D.

Ëåììà 1.1. Äëÿ ëþáîãî áèíàðíîãî äåðåâà ñ n ëèñòüÿìè âûïîëíÿ-
þòñÿ íåðàâåíñòâà: 1) h(D) > dlog2 ne, 2) hñð(D) > log2 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ëþáîå áèíàðíîå äåðåâî âûñîòû h ìîæíî äî-
ñòðîèòü äî ïîëíîãî áèíàðíîãî äåðåâà âûñîòû h (â êîòîðîì âñå ïóòè îò
êîðíÿ äî ëèñòüåâ ñîäåðæàò ïî h ðåáåð). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ê êàæäîìó
ëèñòó x âûñîòû h(x) ïîäêëåèòü ïîëíîå áèíàðíîå äåðåâî âûñîòû h−h(x).
Ïðè ýòîì ÷èñëî ëèñòüåâ íå óìåíüøèòñÿ. Ïîñêîëüêó â ïîëíîì áèíàðíîì
äåðåâå âûñîòû h ÷èñëî ëèñòüåâ ðàâíî 2h, òî äëÿ ÷èñëà n ëèñòüåâ â
èñõîäíîì äåðåâå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî n 6 2h, èëè h > log2 n. Òàê
êàê h � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî h > dlog2 ne.

2) Îïÿòü äîñòðîèì äåðåâî d âûñîòû h äî ïîëíîãî áèíàðíîãî äåðåâà.
Ïîñêîëüêó ê ëèñòó x ïîäêëåèâàåòñÿ ïîëíîå áèíàðíîå äåðåâî âûñîòû
h − h(x), òî âìåñòî ëèñòà x îáðàçóåòñÿ 2h−h(x) ëèñòüåâ. Òàê êàê îáùåå
÷èñëî ëèñòüåâ â ïîëíîì áèíàðíîì äåðåâå âûñîòû h ðàâíî 2h, òî ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî

∑
x 2h−h(x) = 2h, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ëèñòüÿì

äåðåâà D. Ñîêðàùàÿ íà 2h, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî, âåðíîå äëÿ
ëþáîãî áèíàðíîãî äåðåâà: ∑

x

1

2h(x)
= 1,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ëèñòüÿì äåðåâà D. Ïóñòü ÷èñëî ëè-
ñòüåâ â äåðåâå D ðàâíî n. Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è
ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì n ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë èìååì

1

n
=

1

n

∑
x

1

2h(x)
> n

√∏
x

1

2h(x)
= n

√
1

2
∑

x h(x)
.

6



Îòñþäà
2
∑

x h(x) > nn.

è
1

n

∑
x

h(x) > log2 n.

Ëåììà äîêàçàíà.
Òåïåðü óæå ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1.2. Äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà A ïîèñêà â óïîðÿäî÷åííîì

ìàññèâå èç n ýëåìåíòîâ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

LA(n) > dlog2 ne, Lñð

A (n) > log2 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì àëãîðèòì A â âèäå áèíàðíîãî äåðåâà
D. Òàê êàê ðåçóëüòàòîì àëãîðèòìà ìîæåò îêàçàòüñÿ ëþáîé íîìåð j îò
1 äî n (òàêîé, ÷òî aj = a), òî â äåðåâå D íå ìåíåå n ëèñòüåâ. Ïîýòîìó
óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí LA(n) è Lñð

A (n) è
ëåììû.

1.2. Ñîðòèðîâêà

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñîðòèðîâêè íà
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå, êîòîðàÿ îáû÷íî ñòàâèòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Âõîä: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an íåêîòîðîãî ëè-
íåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ai 6= aj ïðè i 6= j).

Âûõîä: ïåðåñòàíîâêà (i1, i2, . . . , in) ýëåìåíòîâ 1, 2, . . . , n òàêàÿ, ÷òî
ai1 < ai2 < . . . < ain.

Îäèí øàã àëãîðèòìà: ñðàâíåíèå ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ ai è aj è
ëþáîå èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííîãî îòâåòà ai < aj èëè ai > aj. Àëãî-
ðèòì ñ÷èòàåì äåòåðìèíèðîâàííûì, òî åñòü äëÿ äàííîãî n îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíà ïàðà íîìåðîâ (i, j) òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ñðàâíèâàþòñÿ
íà ïåðâîì øàãå. Â çàâèñèìîñòè îò îäíîãî èç äâóõ îòâåòîâ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ïàðà íîìåðîâ òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ñðàâíèâàþòñÿ íà
âòîðîì øàãå è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
áèíàðíîãî êîðíåâîãî äåðåâà, â êîòîðîì êàæäîé âåðøèíå, îòëè÷íîé îò
ëèñòüåâ, ïðèïèñàíà ïàðà íîìåðîâ ñðàâíèâàåìûõ ýëåìåíòîâ, à ëèñòüÿì
ïðèïèñàíû îòâåòû â âèäå ïåðåñòàíîâîê (i1, i2, . . . , in).

Îïðåäåëåíèå. Ñëîæíîñòüþ LA(n) àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè A íà-
çûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âîïðîñîâ îò íà÷àëà ðàáîòû äî îòâåòà, ãäå
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ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì âõîäíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì
äëèíû n. Ñëîæíîñòüþ ñîðòèðîâêè n ýëåìåíòîâ Lñîðò(n) íàçûâàåòñÿ
minLA(n), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì àëãîðèòìàì, ñîðòèðóþùèì
ïðàâèëüíî n ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà A, ñîðòèðóþùåãî n ýëåìåí-
òîâ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî LA(n) > log2 n!.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áèíàð-
íîãî äåðåâà D. Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà (i1, i2, . . . , in) ýëåìåíòîâ 1, 2, . . . , n
ìîæåò áûòü îòâåòîì â àëãîðèòìå è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíà áûòü ïðè-
ïèñàíà õîòÿ áû îäíîìó ëèñòó. Ïîýòîìó â äåðåâå D íå ìåíåå n! ëèñòüåâ.
Îòñþäà ïî ëåììå 1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî âûñîòà äåðåâà h(D) > log2 n!. Íî, ïî
îïðåäåëåíèþ LA(n) = h(D). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Lñîðò(n) > log2 n!.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà äëÿ n!, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Lñîðò(n) > (1 − o(1))n log2 n (èëè Lñîðò(n) &
n log2 n).

Ðàññìîòðèì äàëåå 2 àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè, ñëîæíîñòü êîòîðûõ
áëèçêà ê ïîëó÷åííîé íèæíåé îöåíêå.

Ñîðòèðîâêà âñòàâêàìè

Ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåì ïîäçàäà÷è: îòñîðòèðîâàòü a1, . . . , ak ïðè
k = 1, 2, . . . , n. Ïðè k = 1 (áàçèñ) îòâåò òðèâèàëåí, ïðè k = n ïîëó-
÷àåì îòâåò âñåé çàäà÷è. Ïåðåõîä îò ïîäçàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì k − 1 ê
k ïðîèñõîäèò ïóòåì âñòàâêè â óæå óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ai1 < ai2 < . . . < aik−1 ýëåìåíòà ak íà ñîîòâåòñòâóþùåå ìåñòî. Ïðè
ýòîì äëÿ ak èìååòñÿ k âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé: ïåðåä ai1, ìåæäó ai1 è
ai2,. . ., ïîñëå aik−1. Âñòàâêà ak íà íóæíîå ìåñòî îñóùåñòâëÿåòñÿ áèíàðíûì
ïîèñêîì.

Òåîðåìà 1.4. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè âñòàâêàìè
Lâñò(n) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Lâñò(n) 6 log2 n! + n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðè âñòàâêå ýëåìåíòà ak âíà÷àëå èìååòñÿ
k âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé: ïåðåä ai1, ìåæäó ai1 è ai2, . . . , ïîñëå aik−1, òî äëÿ
âñòàâêè ak áèíàðíûì ïîèñêîì íóæíî ñäåëàòü íå áîëåå dlog2 ke ñðàâíåíèé.
Âåñü àëãîðèòì òðåáóåò ñðàâíåíèé íå áîëåå dlog2 2e+ dlog2 3e+ dlog2 4e+
. . .+ dlog2 ne 6 log2 2 + log2 3 + . . .+ log2 n+ (n− 1) = log2 n! + n− 1.

Ñëåäñòâèå 3. Lâñò(n) 6 (1 + o(1))n log2 n ïðè n→∞.

Ñëåäñòâèå 4. Lñîðò(n) ∼ n log2 n ïðè n→∞.

Ïîñëåäíåå ñëåäñòâèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèé 2 è 3.

Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì
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Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì n ýëåìåíòîâ îïèñûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî. Åñëè
n = 1, òî çàäà÷à òðèâèàëüíà. Äëÿ n > 2 äåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a1, a2, . . . , an íà 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, . . . , abn2 c è abn2 c+1, . . . , an,
ñîðòèðóåì òåì æå àëãîðèòìîì ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì êàæäóþ èç ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è çàòåì ñëèâàåì 2 ïîëó÷åííûå îòñîðòèðîâàííûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A = (ai1 < ai2 < . . . < aib n2 c) è B = (aj1 <
aj2 < . . . < ajn−bn2 c

), ôîðìèðóÿ îòñîðòèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
C. Íà êàæäîì øàãå ñëèÿíèÿ ìû ñðàâíèâàåì ïåðâûå ýëåìåíòû èç A
è B è ïåðåíîñèì ìåíüøèé èç íèõ î÷åðåäíûì ýëåìåíòîì â C (åñëè
A èëè B ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì, òî ïåðåíîñèì îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû â C
ïî ïîðÿäêó). Ïóñòü Lñë(n) � ñëîæíîñòü (÷èñëî ñðàâíåíèé) àëãîðèòìà
ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì äëÿ n ýëåìåíòîâ â õóäøåì ñëó÷àå. Òîãäà Lñë(1) = 0
è Lñë(n) = Lñë(bn2c) + Lñë(dn2e) + n− 1 ïðè n > 2, ïîñêîëüêó íà ñëèÿíèå
â õóäøåì ñëó÷àå ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ n− 1 ñðàâíåíèé.

Ëåììà 1.2. Lñë(n) = n log2 n − n + 1 äëÿ n = 2k, ãäå k - ëþáîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî èëè k = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî (èíäóêöèåé ïî k). Ïðè k = 0 ïîëó÷àåì âåðíîå
ðàâåíñòâî Lñë(1) = 0. Ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî ïðè âñåõ 0 6
k 6 m−1, ãäå m - íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ k = m èìååì Lñë(2

m) =
2Lñë(2

m−1)+2m−1 = 2(2m−1 ·(m−1)−2m−1 +1)+2m−1 = m2m−2m+1,
òî åñòü äëÿ k = m óòâåðæäåíèå ëåììû òàêæå âåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî
âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k.

Òåîðåìà 1.5. Lñë(n) < 2n log2 n+ 1 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî ïðè n = 1.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 2 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå k òàêîå, ÷òî
2k−1 < n 6 2k. Ôóíêöèÿ Lñë(n), î÷åâèäíî, íå óáûâàåò ñ ðîñòîì n.
Ïîýòîìó Lñë(n) 6 Lñë(2k) = 2k ·k−2k + 1 = 2k(k−1) + 1 < 2n log2 n+ 1.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2. Ðåêóððåíòíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ.

Îäíî èç âàæíûõ íàïðàâëåíèé â ïîñòðîåíèè áûñòðûõ àëãîðèòìîâ
� ýòî ðåêóððåíòíûå ìåòîäû. Ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ áîëåå ïðîñòûõ ïîäçàäà÷ òàêîãî æå òèïà, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü,
ñâîäÿòñÿ ê åùå áîëåå ïðîñòûì ïîäçàäà÷àì è ò.ä. Åñòåñòâåííî ïðè ýòîì
äîëæåí áûòü íåêîòîðûé áàçèñíûé óðîâåíü, çàäà÷è êîòîðîãî ðåøàþòñÿ
óæå íå ðåêóððåíòíî, à íåïîñðåäñòâåííî. Ìîæíî âûäåëèòü 2 îñíîâíûõ
ðåêóððåíòíûõ ìåòîäà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ
àëãîðèòìîâ: ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìåòîä �ðàçäåëÿé
è âëàñòâóé�.

2.1. Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Â ñàìîì øèðîêîì âèäå èäåÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ñîñòîèò â âûäåëåíèè â äàííîé çàäà÷å ñ ïàðàìåòðîì n (õàðàêòåðèçóþùèì
äëèíó âõîäà) ïîäçàäà÷ ñ ìåíüøèìè ïàðàìåòðàìè è ðåøåíèè ïîäçàäà÷
â ñîîòâåòñòâèè ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ìåíüøåãî
(îáû÷íî 0 èëè 1). Ïðè ýòîì çàäà÷à ñ ïàðàìåòðîì k ðåøàåòñÿ, êîãäà óæå
ðåøåíû âñå ïîäçàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì k − 1 è ìåíüøå (èíîãäà íå k − 1,
à k − c, ãäå c � êîíñòàíòà). Ïðè ýòîì áîëüøîãî ÷èñëà ïîäçàäà÷ óäàåòñÿ
÷àñòî èçáåæàòü çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ðåøåíèå ðàçíûõ ïîäçàäà÷ ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ îäíèõ è òåõ æå ïîäçàäà÷. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ïîðÿäêå óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çäåñü òîëüêî îáû÷íûé ñïîñîá óìíîæåíèÿ
äâóõ ìàòðèö (�ñòðî÷êà íà ñòîëáåö�) è áóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî ÷èñëî
óìíîæåíèé ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì åñëè ìàòðèöû A è B èìåþò ðàçìåðû
m×n è n×p, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ A·B òðåáóåòñÿ, î÷åâèäíî,mnp óìíîæå-
íèé ýëåìåíòîâ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ ìàòðèö (AB)C = A(BC),
òî åñòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö íå çàâèñèò îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê. Îäíàêî
÷èñëî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ìîæåò ïðè ýòîì îêàçàòüñÿ ðàçíûì.

Ïðèìåð. Ïóñòü ìàòðèöû A,B,C èìåþò ðàçìåðû n×1, 1×n, n×n.
Òîãäà ìàòðèöà AB èìååò ðàçìåðû n × n è ïðè âû÷èñëåíèè (AB)C
èñïîëüçóåòñÿ n2 +n3 óìíîæåíèé ýëåìåíòîâ. Ìàòðèöà BC èìååò ðàçìåðû
1 × n, ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè A(BC) èñïîëüçóåòñÿ n2 + n2 = 2n2

óìíîæåíèé ýëåìåíòîâ, ÷òî ïðèìåðíî â n
2 ðàç ìåíüøå, ÷åì äëÿ (AB)C.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ñìûñë ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.
Çàäà÷à. Âõîä: íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m0,m1, . . . ,mn) (êîòî-

ðûé çàäàåò ðàçìåðû ìàòðèö â ïðîèçâåäåíèè A1A2 · . . . ·An, ãäå Ai èìååò
ðàçìåðû mi−1 ×mi).
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Òðåáóåòñÿ: ðàññòàâèòü ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè A1 · A2 · . . . · An

òàê, ÷òîáû îáùåå ÷èñëî óìíîæåíèé ýëåìåíòîâ áûëî ìèíèìàëüíûì, è
âû÷èñëèòü ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî.

Ïîñìîòðèì ñíà÷àëà, êàêîâà ñëîæíîñòü òðèâèàëüíîãî àëãîðèòìà,
êîòîðûé ïåðåáèðàåò âñå ñïîñîáû ðàññòàíîâêè ñêîáîê. Ïóñòü an � ÷èñëî
ñïîñîáîâ ïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêè ñêîáîê â ïðîèçâåäåíèè A1 ·A2 · . . . ·An.

Òåîðåìà 2.1. an = 1
nC

n−1
2n−2 = (2n−2)!

n!(n−1)! ïðè n > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî a1 = 1, a2 = 1, a3 = 2. Îïåðàöèÿ,
êîòîðóþ ìû ñäåëàåì ïîñëåäíåé â A1 · A2 · . . . · An, ñâîäèò çàäà÷ó ê 2
ïîäçàäà÷àì A1 · . . . ·Ak è Ak+1 · . . . ·An, ãäå 1 6 k 6 n− 1. Ïîýòîìó ïðè
n > 2

an = a1an−1 + a2an−2 + . . .+ an−1a1.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

f(x) = a1x+ a2x
2 + a3x

3 + . . .+ anx
n + . . . (2.1)

Òîãäà

f 2(x) = (a1a1)x
2 + (a1a2 + a2a1)x

3 + (a1a3 + a2a2 + a3a1)x
4 + . . . =

a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + . . . = f(x)− a1x = f(x)− x.

Òàêèì îáðàçîì, f 2(x) − f(x) + x = 0. Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå,

ïîëó÷àåì f(x) = 1±
√

1−4x
2 . Ïîñêîëüêó f(0) = 0, òî f(x) = 1−

√
1−4x
2 . Ðàñ-

êëàäûâàÿ f(x) â ðÿä Òåéëîðà è ñðàâíèâàÿ ñ (2.1), ïîëó÷àåì (ïðîâåðüòå):

an =
1

2
· 3

2
· 5

2
· . . . · 2n− 3

2
· 4

n−1

n!
=

2n−1

n!
· (1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3)) =

2n−1(2n− 2)!

n!(2 · 4 · 6 · · · · · (2n− 2))
=

2n−1(2n− 2)!

n!2n−1(n− 1)!
=

1

n
Cn−1

2n−2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïîëíîé ñòðîãîñòè â äîêàçàòåëüñòâå íóæíî îáñó-

äèòü ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè f(x), çàäàííîé ðàâåíñòâîì (2.1). Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ, íàïðèìåð, ïðè 0 6 x 6 1

4 .
Ðàñêðûâàÿ ôàêòîðèàëû ïî ôîðìóëå Ñòèðëèíãà, ëåãêî ïîëó÷èòü,

÷òî Cm
2m ∼ 4m√

πm
, òî åñòü an ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì n. Ñëåäîâà-

òåëüíî ïåðåáîðíûé àëãîðèòì èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü.
Òåîðåìà 2.2. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà óìíîæå-

íèÿ n ìàòðèö ñóùåñòâóåò àëãîðèòì (òèïà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
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ìèðîâàíèÿ) ñ ÷èñëîì îïåðàöèé (àðèôìåòè÷åñêèõ è ñðàâíåíèé ÷èñåë)
O(n3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà âõîä ïîñòóïàåò íàáîð ÷èñåë
(m0,m1, . . . ,mn). Ââåäåì òàêèå ïîäçàäà÷è Bij: íàéòè îïòèìàëüíûé
ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé è íàèìåíüøåå ÷èñëî kij óìíîæåíèé ýëåìåíòîâ äëÿ
ïðîèçâåäåíèÿ Ai × Ai+1 × . . . × Aj, (1 6 i 6 j 6 n). Î÷åâèäíî, kii = 0
äëÿ âñåõ i, è îáùåå ÷èñëî ïîäçàäà÷ Bij åñòü O(n2).

Óòâåðæäåíèå. Åñëè 1 6 i < j 6 n, òî

kij = min{ki,s + ks+1,j +mi−1msmj}, (2.2)

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì s òàêèì, ÷òî i 6 s 6 j − 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîñëåäíÿÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ äåëèò ïðî-

èçâåäåíèå Ai ·Ai+1 · . . . ·Aj íà 2 ïðîèçâåäåíèÿ (Ai · . . . ·As) · (As+1 · . . . ·Aj),
òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îïåðàöèé íàäî èñïîëüçîâàòü ìè-
íèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé â îáåèõ ñêîáêàõ, òî åñòü âñåãî ki,s + ks+1,j

îïåðàöèé. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ïðîèçâåäåíèé íàäî åùå ïåðåìíîæèòü 2
ìàòðèöû ðàçìåðîâmi−1×ms èms×mj. Ïîëó÷àåì îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé,
ñòîÿùåå â (2.2) â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ. Òåïåðü îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî äëÿ
ìèíèìèçàöèè îáùåãî ÷èñëà óìíîæåíèé äîñòàòî÷íî ïåðåáîðîì âûáðàòü
îïòèìàëüíîå ìåñòî äëÿ ïîñëåäíåé îïåðàöèè. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Áóäåì ðåøàòü ïîäçàäà÷è Bij ÿðóñàìè, îòíîñÿ ê ÿðóñó t âñå ïîä-
çàäà÷è ñ j − i = t. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî t = 0, 1, 2, . . . , n − 1.
Ïðè t = 0 ïîëó÷èì ïîäçàäà÷è Bii, äëÿ êîòîðûõ kii = 0 è ñêîáêè âîîáùå
íå íàäî ðàññòàâëÿòü. Ïðè ðåøåíèè î÷åðåäíîé çàäà÷è Bij ñ j − i = t

âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì. Ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñïðàâà â (2.2)
áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòû ïîäçàäà÷ ÿðóñîâ t1 < t, êîòîðûå óæå
ðåøåíû. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ kij ïî ôîðìóëå (2.2) äîñòàòî÷íî ñäåëàòü
2(j − i) óìíîæåíèé, 2(j − i) ñëîæåíèé è j − i − 1 ñðàâíåíèé. Îáùåå
÷èñëî îïåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîãî kij íå ïðåâîñõîäèò O(n), à äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âñåõ kij � íå ïðåâîñõîäèò O(n3) (ïîñêîëüêó îáùåå ÷èñëî
ïîäçàäà÷ Bij åñòü O(n2)). Ïðè âû÷èñëåíèè kij óêàçàííûì ñïîñîáîì ìû
íàõîäèì è òî s, äëÿ êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â (2.2). Åñëè ìû
äëÿ âñåõ (i, j) áóäåì ôèêñèðîâàòü ýòî s, òî ñìîæåì áûñòðî îïòèìàëüíî
ðàññòàâèòü ñêîáêè â çàäà÷å B1n (â èñõîäíîé çàäà÷å), ðàçáèâàÿ êàæäîå
ïðîèçâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî îïòèìàëüíûì îáðàçîì íà 2 ïðîèçâåäåíèÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàäà÷à î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ

Ïóñòü G � ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè
v1, v2, . . . , vn. Ïóñòü êàæäîé äóãå (vi, vj) ñîïîñòàâëåíî äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî dij > 0, ëèáî dij = +∞. ×èñëî dij òðàêòóåòñÿ êàê ðàññòîÿíèå èç vi
â vj �íàïðÿìóþ�. Äëèíà îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè èç vi â vj îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ñóììà äëèí âñåõ äóã ýòîãî ïóòè (îíà ðàâíà +∞, åñëè õîòÿ áû îäíî
ñëàãàåìîå ðàâíî +∞). Êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå d̄ij èç vi â vj îïðåäåëèì
êàê ìèíèìóì äëèí ïî âñåì îðèåíòèðîâàííûì ïóòÿì èç vi â vj. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïóòü áóäåì íàçûâàòü êðàò÷àéøèì. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ.

Âõîä: ìàòðèöà D = ‖dij‖ ïîðÿäêà n (ñ÷èòàåì, ÷òî dii = 0 äëÿ âñåõ
i).

Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü ìàòðèöó D̄ = ‖d̄ij‖ êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé.
Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ íåïîëíîãî ãðàôà ìîæíî

ñâåñòè ê çàäà÷å î ïîëíîì ãðàôå, ïîëîæèâ dij = +∞ äëÿ íåñóùåñòâóþùèõ
äóã. Åñëè dij = dji äëÿ âñåõ i, j, òî ãðàô G ìîæíî ñ÷èòàòü íåîðèåíòèðî-
âàííûì.

Àëãîðèòì äëÿ óêàçàííîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà ïåðåáîðå âñåõ
âîçìîæíûõ ïóòåé, èìååò íå ìåíåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü,
ïîñêîëüêó èç vi â vj ñóùåñòâóåò íå ìåíåå (n−2)! ïóòåé áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ
âåðøèí.

Òåîðåìà 2.3. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøèõ
ïóòÿõ, ñòðîÿùèé ïî ìàòðèöå D ìàòðèöó D̄, ñ ÷èñëîì îïåðàöèé (àðèô-
ìåòè÷åñêèõ è ñðàâíåíèé ÷èñåë) O(n3), ãäå n � ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ñëåäóþùèå ïîäçàäà÷è: äëÿ êàæäîé ïàðû
i, j è íàòóðàëüíîãî k > 0 âû÷èñëèòü d

(k)
ij � ìèíèìàëüíóþ äëèíó ñðåäè

âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ ïóòåé èç vi â vj, ïðîõîäÿùèõ, êðîìå vi è vj, òîëüêî
ïî âåðøèíàì v1, v2, . . . , vk (âîçìîæíî òîëüêî ïî ÷àñòè èëè íàïðÿìóþ èç
vi â vj). Åñëè k = 0, òî ðàçðåøàåòñÿ òîëüêî ïåðåõîä èç vi â vj �íàïðÿìóþ�.

Ïóñòü D(k) = ‖d(k)
ij ‖. Òîãäà D(0) = D è D(n) = D̄. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî

âû÷èñëÿòü D(1), D(2), . . . , D(n).

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáûõ i, j è k > 0

d
(k)
ij = min(d

(k−1)
ij , d

(k−1)
ik + d

(k−1)
kj ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ïóòè èç vi â vj, èñïîëüçóþùèå òîëüêî âåðøèíû
v1, v2, . . . , vk, ðàñïàäàþòñÿ íà 2 ìíîæåñòâà A è B � íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
vk è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç vk. Ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ïóòåé â A ðàâíà d

(k−1)
ij

ïî îïðåäåëåíèþ. Êàæäûé ïóòü èç B ðàçáèâàåòñÿ íà 2 ÷àñòè: ïóòü B1 èç
vi â vk ïî âåðøèíàì v1, v2, . . . , vk−1 è ïóòü B2 èç vk â vj ïî âåðøèíàì
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v1, v2, . . . , vk−1. Ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ïóòè â B1 ðàâíà d
(k−1)
ik , à â B2 �

d
(k−1)
kj . Ñðàâíèâàÿ d

(k−1)
ij è d

(k−1)
ik + d

(k−1)
kj , ïîëó÷àåì d

(k)
ij . Óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå. Âû÷èñëÿÿ d
(k)
ij îïèñàííûì ñïîñîáîì, ìû, â ÷àñòíîñòè,

óçíàåì, èñïîëüçîâàòü vk èëè íåò.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ D(k) ïî D(k−1) äîñòàòî÷íî n2 ñëî-
æåíèé è n2 ñðàâíåíèé ÷èñåë, à äëÿ âû÷èñëåíèÿ D(1), D(2), . . . , D(n) = D̄
ïî çàäàííîé ìàòðèöå D = D(0) äîñòàòî÷íî n3 ñëîæåíèé è n3 ñðàâíåíèé.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðè ýòîì, ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå, ìîæíî áûñòðî óñòàíîâèòü è ñàìè
êðàò÷àéøèå ïóòè.

2.2. Ìåòîä �ðàçäåëÿé è âëàñòâóé�. Òåîðåìà î
ðåêóððåíòíîì íåðàâåíñòâå

Äðóãîé ðåêóððåíòíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ �
ýòî ìåòîä, êîòîðûé íàçûâàþò �ðàçäåëÿé è âëàñòâóé�. Â íåì òàêæå ðå-
øåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïîäçàäà÷, íî, â îòëè÷èå îò ìåòîäà
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàçìåðíîñòü ïîäçàäà÷ îòëè÷àåòñÿ îò
ðàçìåðíîñòè çàäà÷è íå íà êîíñòàíòó, à â êîíñòàíòó ðàç è ïîäçàäà÷è
ðåøàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñëîæíîñòè
òàêèõ àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.4 (î ðåêóððåíòíîì íåðàâåíñòâå). Ïóñòü L(n) � ôóíê-
öèÿ íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà n. Ïóñòü c � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, c > 2, è
a, b, α - äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì a > 0, è ïóñòü äëÿ âñåõ
n = ck, ãäå k � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (k = 1, 2, 3, . . .), âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

L(n) 6 aL(
n

c
) + bnα. (2.3)

Ïóñòü ïðè ýòîì L(n) ìîíîòîííî íå óáûâàåò íà êàæäîì îòðåçêå
[ck + 1, ck+1]. Òîãäà ïðè ñòðåìëåíèè n ê áåñêîíå÷íîñòè äëÿ âñåõ n
âûïîëíÿåòñÿ

L(n) =


O(nα), åñëè α > logc a,

O(nlogc a), åñëè α < logc a,

O(nα log n), åñëè α = logc a.

Çàìå÷àíèå. Â îöåíêàõ âèäà O(g(n) logk n), ãäå k � êîíñòàíòà, â
îñíîâàíèè ëîãàðèôìà ïðåäïîëàãàåòñÿ ëþáîå ïîñòîÿííîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì
ïåðåõîä îò îäíîãî îñíîâàíèÿ ê äðóãîìó èçìåíÿåò òîëüêî êîíñòàíòó â O.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = ck, ãäå k = 1, 2, 3, . . .. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ
íåñêîëüêî ðàç (2.3), ïîëó÷àåì

L(n) 6 aL(
n

c
) + bnα 6 a(aL(

n

c2
) + b

(n
c

)α
) + bnα =

= bnα + ab
(n
c

)α
+ a2L

( n
c2

)
6

6 bnα + b
( a
cα

)
nα + a2(aL

( n
c3

)
+ b
( n
c2

)α
) =

= bnα + bnα
( a
cα

)
+ bnα

( a
cα

)2

+ a3L
( n
c3

)
6

6 . . . 6 bnα + bnα
( a
cα

)
+ . . .+ bnα

( a
cα

)k−1

+ akL
( n
ck

)
.

Ïóñòü d = max(b, L(1)). Òàê êàê n
ck

= 1, òî

L(n) 6 dnα
(

1 +
a

cα
+
( a
cα

)2

+ . . .+
( a
cα

)k−1
)

+ dak =

= dnα
(

1 +
a

cα
+
( a
cα

)2

+ · · ·+
( a
cα

)k)
.

Ðàññìîòðèì 3 ñëó÷àÿ:

1) logc a < α =⇒ a

cα
< 1 =⇒ L(n) 6 dnαconst = O(nα);

2) logc a > α =⇒ a

cα
> 1 =⇒

=⇒ L(n) 6 dnα
( a
cα

)k(
1 +

cα

a
+

(
cα

a

)2

+ · · ·+
(
cα

a

)k)
︸ ︷︷ ︸

6const

=⇒

=⇒ L(n) 6 dakconst = O(alogc n) = O(nlogc a) (òàê êàê alogc n = nlogc a);

3) logc a = α =⇒ a = cα =⇒ L(n) 6 dnα(k + 1) = dnα(1 + logc n) =

= O(nα log n).

Ïóñòü òåïåðü n � ëþáîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå k,
÷òî ck < n 6 ck+1. Ðàññìîòðèì 3 ñëó÷àÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî óñëîâèþ L(n)
� íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà êàæäîì îòðåçêå [ck + 1, ck+1] (p íèæå �
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íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà):

1) α > logc a =⇒ L(n) 6 L(ck+1) 6 p(ck+1)
α

= pcα(ck)
α
6 pcαnα =

= O(nα);

2) α < logc a =⇒ L(n) 6 L(ck+1) 6 p(ck+1)
logc a = pclogc a(ck)

logc a 6

6 panlogc a = O(nlogc a);

3) α = logc a =⇒ L(n) 6 L(ck+1) 6 pc(k+1)α logc(c
k+1) 6 pcα(ck)

α
2k 6

6 pcα2nα logc n = O(nα) log n.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.3. Àëãîðèòì Êàðàöóáû äëÿ óìíîæåíèÿ ÷èñåë

Åñëè òðåáóåòñÿ ñëîæèòü äâà n-ðàçðÿäíûõ ÷èñëà, òî ìîæíî ïðîèç-
âåñòè ñëîæåíèå �â ñòîëáèê�. Ïðè ýòîì â êàæäîì ðàçðÿäå íàì íóæíî â
çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé äàííîãî ðàçðÿäà â ñëàãàåìûõ è îò âåëè÷èíû
ïåðåíîñà èç ïðåäûäóùåãî ðàçðÿäà âû÷èñëèòü ðàçðÿä ñóììû è âåëè÷èíó
ïåðåíîñà â ñëåäóþùèé ðàçðÿä. Äëÿ îäíîãî ðàçðÿäà ýòî òðåáóåò êîí-
ñòàíòíîãî ÷èñëà îïåðàöèé, à â öåëîì äëÿ ñëîæåíèÿ äâóõ n-ðàçðÿäíûõ
÷èñåë O(n) îïåðàöèé íàä ðàçðÿäàìè. Àíàëîãè÷íóþ îöåíêó O(n) ìîæíî
ïîëó÷èòü è äëÿ ñëîæíîñòè âû÷èòàíèÿ �â ñòîëáèê�. Òîëüêî çäåñü âìåñòî
ïåðåíîñà â ñëåäóþùèé ðàçðÿä ôîðìèðóåòñÿ çàïðîñ èç ñëåäóþùåãî ðàç-
ðÿäà.

Åñëè äâà n-ðàçðÿäíûõ ÷èñëà óìíîæàòü �â ñòîëáèê�, òî âñå ðàçðÿäû
ïåðâîãî ÷èñëà ñíà÷àëà íàäî óìíîæàòü íà ïåðâûé ðàçðÿä âòîðîãî ÷èñëà,
çàòåì íà ñëåäóþùèé ðàçðÿä è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî îïåðàöèé íàä
ðàçðÿäàìè áóäåò íå ìåíåå n2. Áîëåå áûñòðûé (ïî ïîðÿäêó) àëãîðèòì
ïðåäëîæèë À. À. Êàðàöóáà [8], è èìåííî ýòîò àëãîðèòì ñ÷èòàåòñÿ ïåðâûì
àëãîðèòìîì òèïà �ðàçäåëÿé è âëàñòâóé�.

Äëÿ ïðîñòîòû ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü àäðåñàöèþ, à áóäåì â
êà÷åñòâå àëãîðèòìîâ ðàññìàòðèâàòü ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ â áàçèñå èç âñåõ äâóõìåñòíûõ áóëåâñêèõ îïåðàöèé è ïîä ñëîæíîñòüþ
àëãîðèòìà ïîíèìàòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñõåìå. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î
áèòîâîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 2.5 (Êàðàöóáà À. À.). Äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ äâîè÷-
íûõ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ñ áèòîâîé ñëîæíîñòüþ
O(nlog2 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî àëãîðèòì (ñõåìó) äëÿ
óìíîæåíèÿ (n + 1)-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ïîëó÷èòü, èñ-
ïîëüçóÿ àëãîðèòì (ñõåìó) äëÿ óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷è-
ñåë è äîïîëíèòåëüíî O(n) áèòîâûõ îïåðàöèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
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òðåáóåòñÿ ïåðåìíîæèòü äâà (n + 1)-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñëà X1 =
(x0, x1, . . . , xn)2 è Y1 = (y0, y1, . . . , yn)2. Îáîçíà÷èì (x1, x2, . . . , xn)2 = X
è (y1, y2, . . . , yn)2 = Y . Ïðè ýòîì X1 = x02

n +X, Y1 = y02
n + Y è

X1Y1 = x0y02
2n + (x0Y + y0X)2n +XY.

Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ X1Y1 äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü óìíîæèòåëü
Mn äëÿ âû÷èñëåíèÿ XY , 2n ýëåìåíòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ x0Y è y0X,
1 ýëåìåíò äëÿ âû÷èñëåíèÿ x0y0 è 3 ñóììàòîðà ïîðÿäêà (òî åñòü äëÿ
÷èñëà ðàçðÿäîâ) íå áîëåå 2n + 2, òàê êàê X1Y1 < 22n+2. Îòìåòèì,
÷òî ÷èñëà x0y0 è x0Y + y0X íàäî ïîäàâàòü íà ñóììàòîðû ñî ñäâèãîì,
îäíîâðåìåííî ïîäàâàÿ íà ìëàäøèå ðàçðÿäû 0. Ïðè ýòîì 0 ìîæíî ïðåä-
âàðèòåëüíî ïîëó÷èòü ïîäñõåìîé ñ 2 ýëåìåíòàìè, ðåàëèçóþùåé x0x̄0 = 0.
Òàê êàê ñëîæíîñòü êàæäîãî ñóììàòîðà ìîæíî ñäåëàòü íå áîëåå O(n), òî
ñëîæíîñòü ïîëó÷åííîé ñõåìû áóäåò íå áîëüøå ÷åì L(Mn) +O(n). Ïóñòü
òåïåðü íóæíî ïåðåìíîæèòü äâà 2n-ðàçðÿäíûõ ÷èñëà X è Y . Ðàçîáüåì
èõ íà ÷àñòè, ñîäåðæàùèå ïî n ðàçðÿäîâ. Òîãäà ïîëó÷èì X = X12

n +X2,
Y = Y12

n + Y2. Îòñþäà

XY = X1Y12
2n + (X1Y2 +X2Y1)2

n +X2Y2 =

= X1Y12
2n + [(X1 +X2)(Y1 + Y2)−X1Y1 −X2Y2]2

n +X2Y2.

Òàê êàê X1Y2 + X2Y1 > 0, òî ïðè âû÷èòàíèè â êâàäðàòíîé ñêîáêå íå
âîçíèêàåò îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå XY äâóõ
2n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê äâóì óìíîæåíèÿì n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë
X1Y1 è X2Y2, óìíîæåíèþ n + 1-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë (X1 + X2)(Y1 + Y2) è
íåñêîëüêèì ñëîæåíèÿì è âû÷èòàíèÿì ÷èñåë ñ ÷èñëîì ðàçðÿäîâ íå áîëåå
4n (òàê êàêXY < 24n). Óìíîæåíèå n+1-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë (X1+X2)(Y1+
Y2) ìîæíî (êàê óêàçàíî âûøå) ñâåñòè ê óìíîæåíèþ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë.
Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå äâóõ 2n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê òðåì
óìíîæåíèÿì n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë è O(n) äîïîëíèòåëüíûõ îïåðàöèé. Â
ðåçóëüòàòå äëÿ ñëîæíîñòè LÊ(n) àëãîðèòìà Êàðàöóáû èìååì

LÊ(2n) 6 3LÊ(n) +O(n).

Äëÿ n = 1 ïðèìåíÿåì îáû÷íûé àëãîðèòì (îäíà êîíúþíêöèÿ), äëÿ n = 2k

(k = 1, 2, 3, . . . ) ïðèìåíÿåì îïèñàííóþ ðåêóðñèþ, äëÿ 2k−1 < n 6 2k

äîïèñûâàåì â ïåðåìíîæàåìûå ÷èñëà ñïåðåäè íóëè, äåëàÿ äëèíó ðàâíîé
2k, è ïðèìåíÿåì ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì äëÿ 2k-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë. Â
ðåçóëüòàòå ïî òåîðåìå 2.4 î ðåêóððåíòíîì íåðàâåíñòâå äëÿ îïèñàííîãî
àëãîðèòìà Êàðàöóáû ïîëó÷àåì

LÊ(n) = O(nlog2 3).

17



Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.4. Àëãîðèòì Òîîìà äëÿ óìíîæåíèÿ ÷èñåë

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì åùå áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ óìíîæåíèÿ
÷èñåë, êîòîðûé ïðåäëîæèë À. Ë. Òîîì [15]. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé
èçâåñòíûé ôàêò î ìíîãî÷ëåíàõ.

Óòâåðæäåíèå (èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ëàãðàíæà). Ïóñòü
P (x) = cnx

n + cn−1x
n−1 + . . . + c1x + c0 � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòå-

ïåíè n, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî P (dm) èçâåñòíû â n + 1 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ
d1, d2, . . . , dn+1. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû αkm, çàâèñÿùèå
òîëüêî îò d1, d2, . . . , dn+1, ÷òî

cq =
n+1∑
i=1

αqmP (dm), q = 0, 1, . . . , n. (2.4)

Ïðè ýòîì, åñëè âñå dm ðàöèîíàëüíû, òî è âñå αkm ðàöèîíàëüíû.
Òåîðåìà 2.6. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ

M(n) = O(n1+ε), ãäå M(n) � ìèíèìàëüíàÿ áèòîâàÿ ñëîæíîñòü óìíî-
æåíèÿ äâóõ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå k > 2 è ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé àëãîðèòì Òîîìà [15] äëÿ óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ
÷èñåë A è B. Åñëè km−1 < n 6 km, òî óâåëè÷èì ðàçðÿäíîñòü äî km,
ïðèïèñûâàÿ ñïåðåäè íóëè. Äëÿ n = km ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðåæåì A è B íà k êóñêîâ äëèíû km−1. Ïóñòü A = (Ak−1Ak−2 . . . A1A0)2

è B = (Bk−1Bk−2 . . . B1B0)2. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû f(x) = Ak−1x
k−1 +

Ak−2x
k−2 + . . .+A1x+A0 è g(x) = Bk−1x

k−1 +Bk−2x
k−2 + . . .+B1x+B0.

Òîãäà A = f(2k
m−1

), B = g(2k
m−1

) è èñêîìîå C = A · B = f(2k
m−1

) ·
g(2k

m−1
) = h(2k

m−1
), ãäå h(x) = f(x)·g(x). Çàìåòèì, ÷òî h(x) � ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè 2k − 2. Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.
1. Âû÷èñëÿåì f(dm) è g(dm), ãäå d1, d2, . . . , d2k−1 �ëþáûå ôèêñèðî-

âàííûå öåëûå òî÷êè (íàïðèìåð, dm = 0,±1,±2, . . . ,±(k − 1)).
2. Âû÷èñëÿåì h(dm) = f(dm)g(dm) òåì æå àëãîðèòìîì äëÿ n =

km−1 (ìû óòî÷íèì ýòî íèæå).
3. Ïî ôîðìóëå (2.4) âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû cq (q = 0, 1, . . . , 2k−

2) ìíîãî÷ëåíà h(x).
4. Âû÷èñëÿåì h(2k

m−1
) = C = AB.

Îöåíèì òåïåðü ñëîæíîñòü êàæäîãî øàãà. Îòìåòèì, ÷òî km = n,
km−1 = n

k è k � êîíñòàíòà.
Øàã 1. Íà ýòîì øàãå âû÷èñëÿåì f(dm) è g(dm) íåïîñðåäñòâåííî

ïî ôîðìóëàì ìíîãî÷ëåíîâ, âûïîëíÿÿ âñå îïåðàöèè "â ñòîëáèê". Ïðè
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ýòîì, òàê êàê âñå dm � êîíñòàíòû è k � êîíñòàíòà, âû÷èñëåíèå âñåõ
dlm (m = 1, 2, . . . , 2k − 1; l = 2, 3, . . . , k − 1) òðåáóåò êîíñòàíòíîãî
÷èñëà áèòîâûõ îïåðàöèé è äëèíû âñåõ ïîëó÷àåìûõ ÷èñåë îãðàíè÷åíû
êîíñòàíòîé (çàâèñÿùåé îò k, íî íå çàâèñÿùåé îò n). Ïîýòîìó âû÷èñ-
ëåíèå âñåõ îäíî÷ëåíîâ Ald

l
m òðåáóåò O(n) áèòîâûõ îïåðàöèé è äëèíû

ïîëó÷àåìûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäÿò n
k + const. Àíàëîãè÷íî äëÿ Bld

l
m.

Ñêëàäûâàÿ ýòè îäíî÷ëåíû (k � êîíñòàíòà), ïîëó÷àåì, ÷òî âû÷èñëåíèå
âñåõ çíà÷åíèé f(dm) è g(dm) òðåáóåò O(n) áèòîâûõ îïåðàöèé è äëèíà
âñåõ ýòèõ çíà÷åíèé íå ïðåâîñõîäèò n

k + const.

Øàã 2. Íà ýòîì øàãå íàì íàäî 2k−1 ðàç ïåðåìíîæèòü ÷èñëà äëèíû
íå áîëåå n

k + const. Ïóñòü C è D � 2 òàêèõ ÷èñëà, è C = (C1C0)2, D =
(D1D0)2, ãäå äëèíà ÷èñåë C0 èD0 ðàâíà

n
k . Òîãäà C ·D = (C1·2

n
k +C0)·(D1·

2
n
k +D0) = C1D1 ·2

2n
k +(C1D0+C0D1)·2

n
k +C0D0. Áóäåì âû÷èñëÿòü C1D1,

C1D0, C0D1 �â ñòîëáèê�, à C0D0 ðåêóðñèâíî òåì æå àëãîðèòìîì, åñëè
äëèíà C0 è D0, ðàâíàÿ k

m−1, áîëüøå 1. Åñëè æå km−1 = 1, òî C0D0 òàêæå
âû÷èñëÿåì �â ñòîëáèê�. Ïóñòü LT (n) � áèòîâàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà
Òîîìà (â õóäøåì ñëó÷àå) äëÿ óìíîæåíèÿ ÷èñåë äëèíû n. Òîãäà ÷èñëî
îïåðàöèé íà øàãå 2 íå ïðåâîñõîäèò (2k−1)LT (nk )+O(n), è ïîëó÷àþùèåñÿ
÷èñëà èìåþò äëèíó O(n).

Øàã 3. Òàê êàê âñå dm � öåëûå, òî âñå αqm â ôîðìóëå (2.4)

ðàöèîíàëüíûå. Ïóñòü β � èõ îáùèé çíàìåíàòåëü è αqm =
βqm
β . Òîãäà

âñå βqm � öåëûå è cq = 1
β

∑2k−1
m=1 βqmh(dm). Òàê êàê k � êîíñòàíòà, âñå

βqm � êîíñòàíòû è äëèíà âñåõ ÷èñåë h(dm) åñòü O(n), òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
âñåõ ñóìì

∑2k−1
m=1 βqmh(dm), q = 0, 1, . . . , 2k − 1, òðåáóåòñÿ O(n) áèòîâûõ

îïåðàöèé è ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ÷èñëà äëèíû O(n). Òàê êàê β � êîí-
ñòàíòà, òî âû÷èñëåíèå âñåõ cq (êîòîðûå çàâåäîìî äîëæíû áûòü öåëûìè,
êàê êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà h(x) = f(x)g(x)) òðåáóåò O(n) áèòîâûõ
îïåðàöèé (äåëèì �â ñòîëáèê�), è âñå cq èìåþò äëèíó O(n).

Øàã 4. Âû÷èñëåíèå h(2k
m−1

) ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ ÷èñåë cq, ñäâè-
íóòûõ âëåâî íå áîëåå, ÷åì íà n ðàçðÿäîâ. Òàê êàê ÷èñåë cq êîíñòàíòíîå
êîëè÷åñòâî, òî âû÷èñëåíèå h(2k

m−1
) = C = AB òðåáóåò O(n) áèòîâûõ

îïåðàöèé.

Äëÿ îáùåãî ÷èñëà LT (n) áèòîâûõ îïåðàöèé â îïèñàííîì àëãîðèòìå
(ïðè n = km) èìååì

LT (n) 6 (2k − 1)LT (
n

k
) +O(n).

Òîãäà ïî òåîðåìå 2.4 î ðåêóððåíòíîì íåðàâåíñòâå äëÿ âñåõ n ïîëó-
÷àåì

LT (n) = O(nlogk(2k−1)).
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C ðîñòîì k èìååì

logk(2k − 1) = 1 + logk(2−
1

k
) −→ 1.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü k òàê, ÷òî logk(2k−1) < 1+ε
è LT (n) = O(n1+ε). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åùå áîëåå áûñòðûì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì óìíîæåíèÿ
÷èñåë Øåíõàãå è Øòðàññåíà, áèòîâàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî ðàâíà
O(n log n log log n) [16].

2.5. Àëãîðèòì Øòðàññåíà äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óìíîæåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A = ‖aij‖
è B = ‖bkl‖ ïîðÿäêà n. Ïóñòü A · B = C = ‖crs‖. Òîãäà ïî îïðåäåëå-
íèþ crs =

∑n
p=1 arpbps. Â êà÷åñòâå âõîäà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå

çíà÷åíèÿ aij è bkl, ñ÷èòàÿ èõ �íåäåëèìûìè�, òî åñòü ìû âîñïðèíèìàåì
èõ êàê åäèíîå öåëîå è íå ìîæåì ðàáîòàòü ñ êàêèìè-ëèáî èõ ÷àñòÿìè.
Â êà÷åñòâå îïåðàöèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü 4 àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè,
êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ êàê ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì aij, bkl, òàê
è ê óæå ïîñòðîåííûì âûðàæåíèÿì. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè
âñåõ âûðàæåíèé äëÿ crs. Ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ÷èñëî
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Îáû÷íûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö (�ñòðî÷êà íà ñòîëáåö�) òðå-
áóåò n3 óìíîæåíèé è n2(n − 1) ñëîæåíèé, òî åñòü ïîðÿäêà n3 îïåðàöèé.
Áîëåå áûñòðûé ïî ïîðÿäêó àëãîðèòì òèïà �ðàçäåëÿé è âëàñòâóé� ïðåä-
ëîæèë Øòðàññåí [17].

Òåîðåìà 2.7 (Â. Øòðàññåí). Äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö ïî-
ðÿäêà n ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ñ ÷èñëîì àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé
O(nlog2 7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì òàêîé àëãîðèòì. Åñëè n � íå ñòåïåíü
äâîéêè è áëèæàéøàÿ ê n ñâåðõó ñòåïåíü äâîéêè åñòü 2k, òî ðàñøèðèì
äàííûå ìàòðèöû A è B äî ìàòðèö A′ è B′ ïîðÿäêà 2k òàê, ÷òîáû â ëåâûõ
âåðõíèõ óãëàõ ìàòðèö A′ è B′ ñòîÿëè, ñîîòâåòñòâåííî, A è B, à îñòàëüíûå
ýëåìåíòû áûëè ðàâíû 0. Òîãäà, åñëè A′ ·B′ = C ′, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî â
C ′ â ëåâîì âåðõíåì óãëó ñòîèò ìàòðèöà C = A ·B, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû
ðàâíû 0. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ C = A · B äîñòàòî÷íî ïåðåìíîæèòü
ìàòðèöû A′ è B′ ïîðÿäêà 2k. Ïóñòü äàëåå n = 2k � ñòåïåíü äâîéêè è
A,B � ìàòðèöû ïîðÿäêà n = 2k. Ðàçðåæåì êàæäóþ èç ìàòðèö A è B,
à òàêæå èñêîìóþ ìàòðèöó C = A · B, íà 4 êâàäðàòíûõ áëîêà ðàçìåðà
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n
2 ×

n
2 :

A =

∥∥∥∥ A11 A12

A21 A22

∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥ B11 B12

B21 B22

∥∥∥∥ , C =

∥∥∥∥ C11 C12

C21 C22

∥∥∥∥ .
Èç àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

C11 = A11B11 + A12B21, C12 = A11B12 + A12B22,

C21 = A21B11 + A22B21, C22 = A21B12 + A22B22.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ìàòðèöû C ñâîäèòñÿ ê 8 óìíîæåíèÿì ìàò-
ðèö ïîðÿäêà n

2 (è íåñêîëüêèì ñëîæåíèÿì). Èäåÿ Øòðàññåíà ñîñòîèò â
çàìåíå 8 óìíîæåíèé íà 7 (ñðàâíèòå ñ àëãîðèòìîì Êàðàöóáû). Ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùèå 7 ïðîèçâåäåíèé:

D1 = (A11 + A22)(B11 +B22), D5 = (A11 + A12)B22,

D2 = (−A11 + A21)(B11 +B12), D6 = A22(−B11 +B21),

D3 = (A12 − A22)(B21 +B22), D7 = (A21 + A22)B11.

D4 = A11(B12 −B22),

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

C11 = D1 +D3 −D5 +D6, C12 = D4 +D5,

C21 = D6 +D7, C22 = D1 +D2 +D4 −D7.

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå ìàòðèö ïîðÿäêà n ñâîäèòñÿ ê 7 óìíîæåíèÿì
ìàòðèö ïîðÿäêà n

2 è íåñêîëüêèì ñëîæåíèÿì ìàòðèö ïîðÿäêà n
2 . Åñëè n =

2k, òî ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü ðåêóðñèâíî. Åñëè æå n = 1, òî äëÿ
óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà 1 òðåáóåòñÿ âñåãî 1 óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ.
Ïóñòü L(n) � ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â îïèñàííîì àëãîðèòìå.
Òàê êàê ñëîæåíèå äâóõ ìàòðèö ïîðÿäêà n

2 òðåáóåò O(n2) îïåðàöèé, òî
äëÿ n = 2k(k = 1, 2, 3, . . .) ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå íåðàâåíñòâî

L(n) 6 7L(
n

2
) +O(n2).

Ïî òåîðåìå 2.4 î ðåêóððåíòíîì íåðàâåíñòâå îòñþäà ïîëó÷àåì L(n) =
O(nlog2 7). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Îæèäàåòñÿ, ÷òî äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n
ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ñ ÷èñëîì àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé O(n2+ε) äëÿ
ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 (ñðàâíèòå ñ àëãîðèòìîì Òîîìà), îäíàêî
ïîêà (ñåðåäèíà 2002 ãîäà) íàèëó÷øåé îöåíêîé ÿâëÿåòñÿ O(n2.38) [2].
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3. Ìåòîä ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè

Î÷åíü âàæíûì ìåòîäîì â ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ ìåòîä �ðàñøèðåíèÿ
ìîäåëè�. Ïåðåõîä â áîëåå øèðîêóþ ìîäåëü îáû÷íî íå óïðîùàåò çàäà÷ó,
íî ðàñøèðÿÿ âîçìîæíîñòè, óïðîùàåò ïîèñê ðåøåíèÿ çàäà÷è. Âàæíûì
ïðèìåðîì ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ïîíÿòèÿ ÷èñëà: íà-
òóðàëüíûå � äðîáíûå � öåëûå � ðàöèîíàëüíûå � äåéñòâèòåëüíûå �
êîìïëåêñíûå. Âûõîä â áîëåå øèðîêóþ ìîäåëü ïîçâîëÿåò áîëåå êîìïàêòíî
îïèñûâàòü àëãîðèòìû è çà ñ÷åò ýòîãî íàõîäèòü áîëåå áûñòðûå àëãîðèòìû
äëÿ èñõîäíîé ìîäåëè. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü àëãîðèòì Òîîìà, ãäå îò
óìíîæåíèÿ ÷èñåë ìû ïåðåõîäèì ê óìíîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ è èñïîëüçóåì
âîçìîæíîñòü èíòåðïîëÿöèè ìíîãî÷ëåíîâ. Â ðàçäåëàõ 3.1-3.2 è 3.4-3.5 ìû
ðàññìîòðèì äðóãèå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ èäåè ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè.

3.1. Àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ 0-1-ìàòðèö

Ïóñòü ìàòðèöûA èB ñîñòîÿò òîëüêî èç 0 è 1 è òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
C = A · B, ãäå âñå ýëåìåíòû crs äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû â äâîè÷íîé
ñèñòåìå. Â êà÷åñòâå îïåðàöèé ðàçðåøèì òîëüêî ëþáûå áèòîâûå îïåðàöèè
íàä äâóìÿ ïåðåìåííûìè.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ (îáû÷íîãî) ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
0-1-ìàòðèö ïîðÿäêà n ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ñ ÷èñëîì áèòîâûõ îïå-
ðàöèé O(nlog2 7 log2 n).

Ëåììà 3.1. Åñëè â èñõîäíûõ ìàòðèöàõ A è B ïîðÿäêà n âñå
ýëåìåíòû èìåþò äâîè÷íóþ äëèíó íå áîëåå k (âêëþ÷àÿ çíàê), òî â àëãî-
ðèòìå Øòðàññåíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ AB âñå âîçíèêàþùèå ÷èñëà èìåþò
äâîè÷íóþ äëèíó íå áîëåå 2k + 4dlog2 ne.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïðè ôîðìèðîâàíèè ïîäçàäà÷ âû÷èñëåíèÿ
D1 −D7 â àëãîðèòìå Øòðàññåíà ïðîèñõîäèò ñëîæåíèå (èëè âû÷èòàíèå)
íå áîëåå ÷åì äâóõ ìàòðèö. Ïîýòîìó ìîäóëè âñåõ ÷èñåë íå áîëåå ÷åì
óäâàèâàþòñÿ, òî åñòü äîáàâëÿåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçðÿäà. Ïðè ïåðåõîäå
îò ðàçìåðíîñòè n ê ðàçìåðíîñòè 1 ïîäçàäà÷è ôîðìèðóþòñÿ dlog2 ne ðàç.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ïîäçàäà÷àõ ðàçìåðíîñòè 1 âñå ÷èñëà èìåþò äëèíó íå
áîëåå k + dlog2 ne. Äëÿ ïîäçàäà÷ ðàçìåðíîñòè 1 àëãîðèòì Øòðàññåíà
ïðîèçâîäèò îáû÷íîå óìíîæåíèå. Ïðè ýòîì äëèíà ïîëó÷àþùèõñÿ ÷èñåë íå
ïðåâîñõîäèò 2k+2dlog2 ne. Ïðè âû÷èñëåíèè Crs ïî ðåçóëüòàòàì ïîäçàäà÷
D1 − D7 ñêëàäûâàþòñÿ (âû÷èòàþòñÿ) íå áîëåå ÷åì ïî 4 ìàòðèöû. Ïðè
ýòîì ìàêñèìàëüíûå ìîäóëè ÷èñåë âîçðàñòàþò íå áîëåå ÷åì â 4 ðàçà,
òî åñòü äîáàâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì ïî 2 ðàçðÿäà. Ïîñêîëüêó îáðàòíûõ
øàãîâ òàêæå dlog2 ne, òî âñå ïîëó÷àåìûå ÷èñëà èìåþò äëèíó íå áîëåå
2k + 2dlog2 ne+ 2dlog2 ne = 2k + 4dlog2 ne. Ëåììà äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïðèìåíèì äëÿ âû÷èñëåíèÿ AB àëãî-
ðèòì Øòðàññåíà. Ïî óñëîâèþ â èñõîäíûõ ìàòðèöàõ A è B âñå ýëåìåíòû
èìåþò äëèíó 2 (âêëþ÷àÿ çíàê). Òîãäà ïî ëåììå âñå âîçíèêàþùèå â
àëãîðèòìå ÷èñëà áóäóò èìåòü äëèíó íå áîëåå 4+4dlog2 ne = O(log n). Òàê
êàê â àëãîðèòìå Øòðàññåíà èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå è
óìíîæåíèå, òî ëþáàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ â àëãîðèòìå Øòðàññåíà
òðåáóåò O(log2 n) áèòîâûõ îïåðàöèé. Ïîñêîëüêó àëãîðèòì Øòðàññåíà
èñïîëüçóåò O(nlog2 7) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, òî âñå îíè ïîòðåáóþò
O(nlog2 7 log2 n) áèòîâûõ îïåðàöèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè èñïîëüçîâàòü áûñò-
ðûå àëãîðèòìû äëÿ óìíîæåíèÿ ÷èñåë.

Çàìå÷àíèå 2. Â ýòîé òåîðåìå ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó O(n2.38), åñ-
ëè èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûé áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàöèþ áóëåâñêîãî óìíîæåíèÿ 0-1-ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A = ‖aij‖ è B = ‖bkl‖ �äâå 0-1-ìàòðèöû
ïîðÿäêà n. Áóëåâñêèì ïðîèçâåäåíèåì A ◦ B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà D =
‖drs‖ òàêàÿ, ÷òî

drs =
n∨
p=1

arp · bps

äëÿ âñåõ r è s.

Äëÿ áóëåâñêîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðèìå-
íèòü èäåþ Øòðàññåíà, òàê êàê â àëãîðèòìå Øòðàññåíà åñòü âû÷èòàíèå,
à ó äèçúþíêöèè íåò îáðàòíîé îïåðàöèè. Íåñìîòðÿ íà ýòî, ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2. Áóëåâñêîå ïðîèçâåäåíèå D = A◦B äâóõ 0-1-ìàòðèö
A è B ïîðÿäêà n ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ÷èñëîì áèòîâûõ îïåðàöèé
O(nlog2 7 log2 n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì, êîòî-
ðûé îñíîâàí íà èäåå �ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè�. Âìåñòî âû÷èñëåíèÿD = A◦B
ìû âû÷èñëèì ñíà÷àëà îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå C = AB. Ïðè ýòîì îòìåòèì
ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó D è C:

drs = 1⇐⇒ crs > 0.

Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå äëÿ âû÷èñëåíèÿ C = ‖crs‖ ñóùåñòâóåò àëãî-
ðèòì ñ ÷èñëîì áèòîâûõ îïåðàöèé O(nlog2 7 log2 n). Ïîñëå ýòîãî â êàæ-
äîì crs äîñòàòî÷íî âçÿòü äèçúþíêöèþ âñåõ ðàçðÿäîâ (èñêëþ÷àÿ çíàê),
÷òîáû âû÷èñëèòü drs. Ïîñêîëüêó 0 6 crs 6 n, òî äëèíà êàæäîãî crs
íå ïðåâîñõîäèò O(log n) è íà âû÷èñëåíèå âñåõ drs èç crs ïîòðåáóåòñÿ
O(n2 log n) áèòîâûõ îïåðàöèé. Îáùåå ÷èñëî áèòîâûõ îïåðàöèé áóäåò
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O(nlog2 7 log2 n) +O(n2 log n) = O(nlog2 7 log2 n). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Ñì. çàìå÷àíèÿ ê ïðåäûäóùåé òåîðåìå.

3.2. Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå ãðàôîâ

Äàíî: îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G â âèäå ìàòðèöû A = ‖aij‖, ãäå
aij = 1, åñëè â G åñòü äóãà èç vi â vj, è aij = 0, åñëè òàêîé äóãè íåò
(aii = 0 äëÿ âñåõ i).

Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü ìàòðèöó B = ‖bij‖, òàêóþ, ÷òî bij = 1, åñëè
åñòü îðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç vi â vj, è bij = 0, åñëè òàêîãî ïóòè íåò (â
÷àñòíîñòè, bii = 1 äëÿ âñåõ i).

Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè B
íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ãðàôà G.

Òåîðåìà 3.3. Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
ñ n âåðøèíàìè ìîæíî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ O(nlog2 7 log3 n) áèòîâûõ
îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñìåæíîñòè îðãðàôà G è
ìàòðèöà Ā = ‖āij‖ ïîëó÷àåòñÿ èç A çàìåíîé âñåõ äèàãîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ íà 1. Òîãäà āij = 1 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè èç vi â vj
ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü äëèíû (ò.å. ñ ÷èñëîì äóã) íå áîëåå 1.
Ïóñòü Ā◦k = Ā ◦ Ā ◦ . . . Ā, ãäå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé ðàâíî k è óìíîæåíèå
ìàòðèö áóëåâñêîå.

Ëåììà 3.2. Åñëè Ā◦k = ‖akij‖, òî akij = 1 â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè â G ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç vi â vj äëèíû
íå áîëåå k.

Äîêàçàòåëüñòâî (èíäóêöèåé ïî k). Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå âåðíî.
Ïóñòü îíî âåðíî ïðè k = p, òî åñòü apij = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ïóòü èç vi â vj äëèíû íå áîëåå p. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì
Ā◦(p+1) = Ā◦p ◦ Ā è ap+1

ij =
∨
q a

p
iq ◦ āqj. Îòñþäà a

p+1
ij = 1 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âåðøèíà vq òàêàÿ, ÷òî èç vi â vq ñóùåñòâóåò ïóòü
äëèíû íå áîëåå p, è èç vq â vj ñóùåñòâóåò ïóòü äëèíû íå áîëåå 1. Íî ýòî
óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî èç vi â vj ñóùåñòâóåò ïóòü äëèíû íå áîëåå
p+ 1. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî è ïðè k = p+ 1. Ëåììà
äîêàçàíà.

Åñëè â îðãðàôå G èç vi â vj ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí îðèåíòè-
ðîâàííûé ïóòü, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü áåç ïîâòîðåíèÿ âåðøèí è,
ñëåäîâàòåëüíî, äëèíû íå áîëåå n−1, ãäå n � ÷èñëî âåðøèí â G. Ïîýòîìó
èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî Ā◦k = B ïðè ëþáîì k > n− 1. Áóäåì âû÷èñëÿòü
ïîñëåäîâàòåëüíî Ā, Ā◦2, Ā◦4, Ā◦8, . . . Ā◦2

m

, ãäå m = dlog2(n − 1)e. Òàê
êàê 2m > n − 1, òî Ā◦2

m

= B. Ïî òåîðåìå 3.2 ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
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äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ ýòèõ ìàòðèö, è â ÷àñòíîñòè B, ñ ÷èñëîì áèòîâûõ
îïåðàöèé m ·O(nlog2 7 · log2 n) = O(nlog2 7 log3 n). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ñì. çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìå 3.1.

3.3. Ðàñïîçíàâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè áóëåâûõ
ôóíêöèé ïðåäïîëíûì êëàññàì Ïîñòà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðè-
÷åì ñåé÷àñ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áóëåâû ôóíêöèè ïîñòóïàþò íà âõîä àë-
ãîðèòìà â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. À èìåííî, ïóñòü âñå íàáîðû äëèíû
n èç 0 è 1 óïîðÿäî÷åíû åñòåñòâåííûì îáðàçîì (êàê ñîîòâåòñòâóþùèå
èì äâîè÷íûå ÷èñëà). Òîãäà áóëåâñêóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) îò n ïåðå-
ìåííûõ ìîæíî çàäàòü âåêòîðîì (a0, a1, . . . , a2n−1) åå çíà÷åíèé íà âñåõ 2n

íàáîðàõ. Â êà÷åñòâå àëãîðèòìîâ ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòìû ñ áèòîâûìè
îïåðàöèÿìè. Ëþáîé òàêîé àëãîðèòì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñõåìó èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÑÔÝ), ýëåìåíòàìè â êîòîðîé ìîãóò áûòü
ëþáûå ôóíêöèè îò 2 ïåðåìåííûõ (èëè îò 1 ïåðåìåííîé). Åñëè îòâåò â
çàäà÷å äëÿ äàííîãî âõîäà �äà�, òî íà âûõîäå äîëæíà áûòü 1, èíà÷å 0. Ïîä
ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà áóäåì ïîíèìàòü ÷èñëî áèòîâûõ îïåðàöèé (÷èñëî
ýëåìåíòîâ â ÑÔÝ).

Òåîðåìà Ïîñòà î ïîëíîòå ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé ñâîäèò âîïðîñ
î ïîëíîòå ê âîïðîñó î ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé 5 ïðåäïîëíûì êëàññàì
T0, T1, S, L,M (ñì. [18]). Ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñëîæíîñòè ðàñïîçíà-
âàíèÿ ýòèõ ñâîéñòâ. Íàïîìíèì, ÷òî

f ∈ T0 ⇐⇒ f(0, . . . , 0) = 0, f ∈ T1 ⇐⇒ f(1, . . . , 1) = 1,
f ∈ S ⇐⇒ f(x̄1, . . . , x̄n) = f̄(x1, . . . , xn),
f ∈ L⇐⇒ f(x1, . . . , xn) = c0 ⊕ c1x1 ⊕ . . .⊕ cnxn,
f ∈M ⇐⇒ äëÿ âñåõ α̃ = (α1, . . . , αn) è β̃ = (β1, . . . , βn)

òàêèõ, ÷òî ∀i(αi 6 βi), âûïîëíÿåòñÿ f(α̃) 6 f(β̃).
Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïðè âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé äëÿ

ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà �f(x1, . . . , xn) ∈ T0?� ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
(ÑÔÝ) ñî ñëîæíîñòüþ 1.

Â ýòîì ñëó÷àå âûõîä z çàäàåòñÿ ôîðìóëîé z = ᾱ0.
Óòâåðæäåíèå 3.2. Ïðè âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé äëÿ

ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà �f(x1, . . . , xn) ∈ T1?� ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
(ÑÔÝ) ñî ñëîæíîñòüþ 0.

Â ýòîì ñëó÷àå âûõîä z çàäàåòñÿ ôîðìóëîé z = a2n−1.
Óòâåðæäåíèå 3.3. Ïðè âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé äëÿ

ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà �f(x1, . . . , xn) ∈ S?� ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
(ÑÔÝ) ñî ñëîæíîñòüþ O(N), ãäå N = 2n � äëèíà âõîäà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé
f(x1, . . . , xn) ∈ S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî α̃ = (α1, . . . , αn)
âûïîëíÿåòñÿ f(α1, . . . , αn) 6= f(ᾱ1, . . . , ᾱn), òî åñòü êîãäà äëÿ âñåõ i =
0, 1, . . . , 2n−1 − 1 âûïîëíÿåòñÿ ai 6= a2n−1−i. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà �f ∈ S?� äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü 2n−1 áóëåâûõ
îïåðàöèé ai ⊕ a2n−1−i è çàòåì âçÿòü êîíúþíêöèþ ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé.
Îáùåå ÷èñëî áèòîâûõ îïåðàöèé áóäåò 2n−1 + 2n−1 − 1 = N − 1.

Óòâåðæäåíèå 3.4. Ïðè âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé äëÿ
ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà �f(x1, . . . , xn) ∈ L?� ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
(ÑÔÝ) ñî ñëîæíîñòüþ O(N), ãäå N = 2n � äëèíà âõîäà.

Ëåììà 3.3.

f(x1, . . . , xn) ∈ L⇐⇒

{
f(0, x2, . . . , xn) ∈ L,
f(1, x2, . . . , xn) ≡ f(0, x2, . . . , xn)⊕ d, d ∈ {0, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(x1, . . . , xn) = c1x1⊕ c2x2⊕ . . .⊕ cnxn + c0,

òî, î÷åâèäíî, f(0, x2, . . . , xn) ∈ L è f(1, x2, . . . , xn) ≡ f(0, x2, . . . , xn)⊕c1.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî ïåðåõîäà çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé áóëåâîé
ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(x1, . . . , xn) = x̄1 · f(0, x2, . . . , xn)⊕ x1 · f(1, x2, . . . , xn) =

= (x1 ⊕ 1) · f(0, x2, . . . , xn)⊕ x1 · f(1, x2, . . . , xn) =

= x1 · (f(0, x2, . . . , xn)⊕ f(1, x2, . . . , xn))⊕ f(0, x2, . . . , xn).

Ïîýòîìó, åñëè f(1, x2, . . . , xn) ≡ f(0, x2, . . . , xn) ⊕ d, òî åñòü
f(0, x2, . . . , xn) ⊕ f(1, x2, . . . , xn) ≡ d, è f(0, x2, . . . , xn) ∈ L, òî è
f(x1, x2, . . . , xn) ∈ L.

Ëåììà äîêàçàíà.

Áóäåì ñòðîèòü àëãîðèòì (ÑÔÝ) äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà
�f(x1, . . . , xn) ∈ L?� ðåêóðñèâíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé. Äëÿ ïðîâåðêè
óñëîâèÿ f(1, x2, . . . , xn) ≡ f(0, x2, . . . , xn) äîñòàòî÷íî 2n − 1 áèíàðíûõ
áèòîâûõ îïåðàöèé (2n−1 ñðàâíåíèé ai = ai+2n−1 è 2n−1 − 1 êîíúþíêöèé
ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé). Àíàëîãè÷íî 2n − 1 áèíàðíûõ îïåðàöèé äîñòà-
òî÷íî äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ f(1, x2, . . . , xn) ≡ f(0, x2, . . . , xn) ⊕ 1. Äëÿ
ïðîâåðêè óñëîâèÿ f(1, x2, . . . , xn) = f(0, x2, . . . , xn)⊕ d äîñòàòî÷íî âçÿòü
äèçúþíêöèþ äâóõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñðàâíåíèé. Ïðè ýòîì îáùåå
÷èñëî áèòîâûõ îïåðàöèé 2(2n−1)+1 < 2n+1. Ïóñòü L(n) � ìèíèìàëüíîå
÷èñëî áèòîâûõ îïåðàöèé äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ �f(x1, . . . , xn) ∈ L?� Òîãäà
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L(1) = 1 (ò.ê. âûõîä z ≡ 1) è â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé

L(n) < L(n− 1) + 2n+1 < L(n− 2) + 2n + 2n+1 <

< L(n− 3) + 2n−1 + 2n + 2n+1 < . . . <

< L(1) + 23 + 24 + . . .+ 2n+1 < 2n+2 = 4N.

Óòâåðæäåíèå 3.4 äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 3.5. Ïðè âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé äëÿ
ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà �f(x1, . . . , xn) ∈ M?� ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
(ÑÔÝ) ñî ñëîæíîñòüþ O(N logN), ãäå N = 2n � äëèíà âõîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî f(x1, . . . , xn) ∈ M òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ α̃ è β̃ òàêèõ, ÷òî α̃ =
(α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn) è β̃ = (α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn) (ãäå i
� ëþáîå), âûïîëíÿåòñÿ f(α̃) 6 f(β̃) [18]. ×èñëî óêàçàííûõ ïàð íàáî-
ðîâ (α̃, β̃) ðàâíî n · 2n−1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà
�f ∈ M?� äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü n · 2n−1 áèòîâûõ îïåðàöèé �x 6 y�
(òî åñòü x→ y) è çàòåì âçÿòü êîíúþíêöèþ ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé. Îáùåå
÷èñëî áèòîâûõ îïåðàöèé áóäåò n · 2n−1 + n · 2n−1 − 1 = N log2N − 1.

Èç óòâåðæäåíèé 3.1-3.5 è òåîðåìû Ïîñòà î ïîëíîòå [18] ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.4. Ïðè âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé äëÿ ðàñïî-
çíàâíèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíêöèé ñóùåñòâóåò àëãîðèòì (ÑÔÝ) ñî
ñëîæíîñòüþ O(N logN), ãäå N � äëèíà âõîäà.

Çàìå÷àíèå. Âîðîíåíêî À. À. [6] íàøåë áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì
ñî ñëîæíîñòüþ O(N

√
logN log logN) äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà ìîíî-

òîííîñòè (êëàññ M), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ïîñëåäíåé òåîðåìå îöåíêó
O(N logN) ìîæíî ïîíèçèòü äî O(N

√
logN log logN).

3.4. Ðàñïîçíàâàíèå ñîõðàíåíèÿ äâóõìåñòíûõ
ïðåäèêàòîâ

Ïóñòü Ek = {0, 1, . . . , k − 1} è ïóñòü En
k � ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ

äëèíû n ñ ýëåìåíòàìè èç Ek. ×åðåç Pk áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ
k-çíà÷íûõ ôóíêöèé, òî åñòü ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ En

k â Ek ïðè âñåõ
n.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäèêàòîì (m-ìåñòíûì) íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå
D íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ R(y1 . . . ym) : Dm −→ {èñòèíà, ëîæü}.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f(x1 . . . xn) ∈ Pk è R(y1, y2) � 2-ìåñòíûé
ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå Ek. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f(x1 . . . xn) ñîõðàíÿåò
ïðåäèêàò R, åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ α̃ = (α1 . . . αn) è β̃ = (β1 . . . βn)
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âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ:

(∀jR(αj, βj))→ R(f(α̃), f(β̃)).

Îáîçíà÷èì U(R) � êëàññ âñåõ ôóíêöèé,ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò R. Ïóñòü
α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn) � íàáîðû ñ ýëåìåíòàìè èç D è
R � 2-ìåñòíûé ïðåäèêàò íà D. Òîãäà îïðåäåëèì ïðåäèêàò Rn íà Dn

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rn(α̃, β̃) ≡ ∀jR(αj, βj).

Åñëè γ̃ = (α1, . . . , αn−1), δ̃ = (δ1, . . . , δn−1), òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Rn(α̃, β̃) ≡ Rn−1(γ̃, δ̃)&R(αn, βn).

Çàäà÷à. Ôèêñèðóåì Ek. Çàäàí ïðåäèêàò R(y1, y2) íà Ek. Òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü àëãîðèòì äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ �f(x1 . . . xn) ∈ U(R)?�. Ïðè
ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íàáîðû èç En

k óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
è ôóíêöèÿ f çàäàåòñÿ âåêòîðîì f = (a0, a1, . . . , akn−1) åå çíà÷åíèé íà
ýòèõ íàáîðàõ; N = kn � äëèíà âõîäà. Â êà÷åñòâå àëãîðèòìîâ áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè
áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè íàä ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Ek, íî áóäåì ãî-
âîðèòü î áèòîâîé ñëîæíîñòè, ïîñêîëüêó, åñëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ek

çàêîäèðîâàòü äâîè÷íûìè ñëîâàìè, òî êàæäóþ òàêóþ îïåðàöèþ ìîæíî
ñìîäåëèðîâàòü íåêîòîðûì ÷èñëîì äâîè÷íûõ îïåðàöèé, ïîýòîìó ïåðåõîä
ê äâîè÷íûì ñõåìàì óâåëè÷èâàåò ñëîæíîñòü òîëüêî â êîíñòàíòó ðàç, à
ìû ðàññìàòðèâàåì ñëîæíîñòü òîëüêî ïî ïîðÿäêó.

Òðèâèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò ñëîæíîñòü O(N 2)
(ïðîâåðêà ïàð). Åñëè ïðåäèêàò R èñòèíåí íà d ïàðàõ, òî ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ O(dn) = O(N logk d). Îäíàêî âåðåí ñëåäóþùèé
áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé îñíîâàí íà ìåòîäå ïåðåõîäà îò çàäà÷è
ðàñïîçíàâàíèÿ ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî âûðà-
æåíèÿ [1].

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ ëþáîãî ïðåäèêàòà R(y1, y2) íà Ek ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì (ÑÔÝ), ðàñïîçíàþùèé �f(x1 . . . xn) ∈ U(R)?� ñî ñëîæíîñòüþ
O(N logN), ãäå N = kn � äëèíà âõîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

f(x1 . . . xn) /∈ U(R)⇐⇒ ∃α̃, β̃(Rn(α̃, β̃)&R̄(f(α), f(β)))⇐⇒

⇐⇒ ∃α̃, β̃∃c, d(Rn(α̃, β̃)&(f(α̃) = c)&(f(β̃) = d)&R̄(c, d))⇐⇒

⇐⇒
∨

c,d∈Ek

∨
α̃,β̃

(Rn(α̃, β̃)&(f(α̃) = c)&(f(β̃) = d)&R̄(c, d)) =
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=
∨

(c,d):R̄(c,d)

∨
(α̃,β̃)

(Rn(α̃, β̃)&(f(α̃) = c)&(f(β̃) = d)).

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè â ïåðâîé äèçúþíêöèè êîíñòàíòíîå ÷èñëî ñëà-
ãàåìûõ, ïîýòîìó ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî ïîðÿäêó
îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ âòîðîé äèçúþíêöèè. Ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ c, d âû÷èñëåíèå ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ uα̃ ≡ (f(α̃) = c) è
vβ̃ ≡ (f(β̃) = d) òðåáóåò O(N) îïåðàöèé.

Ïóñòü L(N) = L′(n) � ìèíèìàëüíàÿ áèòîâàÿ ñëîæíîcòü âû÷èñ-
ëåíèÿ âûðàæåíèÿ

∨
α̃,β̃ R

n(α̃, β̃)uα̃vβ̃ ïðè çàäàííûõ uα̃, vβ̃. Äîêàæåì, ÷òî
L(N) = O(N logN).

Ïóñòü α̃ = (γ̃, αn), β̃ = (δ̃, βn). Òîãäà∨
α̃,β̃

Rn(α̃, β̃)uα̃vβ̃ =
∨

α̃=(γ̃,αn),β̃=(δ̃,βn)

Rn−1(γ̃, δ̃)R(αn, βn)u(γ̃,αn)v(δ̃,βn) =

=
∨
γ̃,δ̃

∨
αn,βn

Rn−1(γ̃, δ̃)R(αn, βn)u(γ̃,αn)v(δ̃,βn) =

=
∨
γ̃,δ̃

Rn−1(γ̃, δ̃)
∨
αn,βn

R(αn, βn)u(γ̃,αn)v(δ̃,βn) =

=
∨
γ̃,δ̃

Rn−1(γ̃, δ̃)
∨
αn

u(γ̃,αn)

∨
βn:R(αn,βn)

v(δ̃,βn) =

=
∨
αn

(
∨
γ̃,δ̃

Rn−1(γ̃, δ̃)u(γ̃,αn)w(δ̃,αn)),

ãäå w(δ̃,αn) =
∨
βn:R(αn,βn) v(δ̃,βn).

Îòñþäà L′(n) 6 kL′(n−1)+kn(k−1)+k−1, ïîñêîëüêó çàäà÷à äëÿ
n ñâîäèòñÿ ê k òàêèì æå çàäà÷àì äëÿ n − 1, ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êàæäîé èç kn ïåðåìåííûõ w òðåáóåòñÿ íå áîëåå k−1 äèçúþíêöèé è ïîñëå
ðåøåíèÿ âñåõ k ïîäçàäà÷ òðåáóåòñÿ k − 1 äèçúþíêöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ
äèçúþíêöèè ïî αn. Ïåðåõîäÿ ê L(N), ïîëó÷àåì L(N) 6 kL(Nk ) +O(N),
îòêóäà, ïî òåîðåìå 2.4 î ðåêóððåíòíîì íåðàâåíñòâå, L(N) = O(N logN).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.5. Êëàññû Fm

Ïóñòü òåïåðü R(y1, . . . , ym) � m-ìåñòíûé ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå
Ek = {0, 1, . . . , k−1}. Åñëè α̃j = (αj1, α

j
2, . . . , α

j
n), j = 1, 2, . . . ,m� íàáîðû

ñ ýëåìåíòàìè èç Ek, òî îïðåäåëèì

Rn(α̃1, α̃2, . . . , α̃m) ≡ ∀iR(α1
i , α

2
i , . . . , α

m
i ).
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Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç Pk
ñîõðàíÿåò R, åñëè äëÿ ëþáûõ m íàáîðîâ α̃1, α̃2, . . . , α̃m âûïîëíÿåòñÿ
èìïëèêàöèÿ

Rn(α̃1, α̃2, . . . , α̃m) =⇒ R(f(α̃1), f(α̃2), . . . , f(α̃m)). (3.1)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðåäèêàò Rm íà E2 = {0, 1}:

Rm(y1, . . . , ym) =

{
èñòèíà ⇐⇒ ∃i(yi = 0),

ëîæü ⇐⇒ ỹ = (1, . . . , 1).

Êëàññ âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò Rm,
îáîçíà÷èì Fm. Êëàññû Fm ïðè m = 2, 3, 4, . . . îáðàçóþò îäíó èç 8
áåñêîíå÷íûõ öåïî÷åê çàìêíóòûõ êëàññîâ â àëãåáðå ëîãèêè. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à. Ïóñòü m > 2 � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òðå-
áóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ �f(x1, . . . , xn) ∈ Fm?�
ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ ïîñòóïàåò íà âõîä â âèäå âåêòîðà çíà÷åíèé
f(x1, . . . , xn) = (a0, a1, . . . , a2n−1) äëèíû N = 2n.

Çàìåòèì, ÷òî òðèâèàëüíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïðîñìîòðå
âñåõ âûáîðîê ïî m çíà÷åíèé ôóíêöèè è ïðîâåðêå èìïëèêàöèè (3.1)
òðåáóåò ïî ïîðÿäêó íå ìåíåå Nm îïåðàöèé. Îäíàêî çäåñü îïÿòü ìîæ-
íî ïðèìåíèòü ìåòîä ïåðåõîäà îò çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ê âû÷èñëåíèþ
àëãåáðàè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ñèëó àëãåáðû [1].

Òåîðåìà 3.6. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî m > 2 ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ �f(x1 . . . xn) ∈ U(Rm)?� ñ áèòîâîé
ñëîæíîñòüþ O(N log3N).

Çàìå÷àíèå. Êîíñòàíòà çàâèñèò îò m (ðàñòåò ñ ðîñòîì m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α̃1, α̃2, . . . , α̃m � ïðîèçâîëüíûå íàáîðû, ãäå
α̃j = (αj1, α

j
2, . . . , α

j
n), è ïóñòü qα̃ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà α̃ îáîçíà÷àåò

òàêóþ ëîãè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ, ÷òî qα̃ = �èñòèíà� òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà f(α̃) = 1. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

f(x1, . . . , xn) /∈ Fm ⇐⇒

⇐⇒ ∃α̃1, . . . , α̃m(Rn
m(α̃1, . . . , α̃m)&(f(α̃1) = 1)& . . .&(f(α̃m) = 1))⇐⇒

⇐⇒
∨

α̃1,...,α̃m

Rn
m(α̃1, . . . , α̃m)qα̃1

· . . . · qα̃m
=

=
∨

α̃1,...,α̃m

Rm(α1
1 . . . α

m
1 ) ·Rm(α1

2 . . . α
m
2 ) · . . . ·Rm(α1

n . . . α
m
n )qα̃1

· . . . · qα̃m
.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ tm(α1, . . . , αm), ãäå αj ∈ {0, 1}, è ïåðåìåííûå uα
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

tm(α1, . . . , αm) =

{
0, åñëè R̄m(α1, . . . , αm),

1, åñëè Rm(α1, . . . , αm).

uα =

{
0, åñëè qα = ëîæü,

1, åñëè qα = èñòèíà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî∨
α̃1,...,α̃m

Rm(α1
1, . . . , α

m
1 ) · . . . ·Rm(α1

n, . . . , α
m
n )qα̃1

· . . . · qα̃m
= èñòèíà⇐⇒

Tn =
∑

α̃1,...,α̃m

tm(α1
1, . . . , α

m
1 ) · . . . · tm(α1

n, . . . , α
m
n )uα̃1

· . . . · uα̃m
> 0.

Ïóñòü L′ap(n) = Lap(N) �íàèìåíüøåå ÷èñëî àðèôìåòè÷å-

ñêèõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ Tn. Îáîçíà÷èì β̃j =
(αj1, α

j
2, . . . , α

j
n−1), γj = αjn è

tn−1
m (β̃1, . . . , β̃m) = tm(α1

1, . . . , α
m
1 ) · . . . · tm(α1

n−1, . . . , α
m
n−1).

Òîãäà

Tn =
∑

β̃1,...,β̃m

∑
γ1,...,γm

tm(α1
1, . . . , α

m
1 ) · . . . · tm(α1

n, . . . , α
m
n ) · uβ̃1,γ1 · . . . · uβ̃m,γm =

=
∑

β̃1,...,β̃m

tn−1
m (β̃1, . . . , β̃m)

∑
(γ1,...,γm)∈Em

2

tm(γ1, . . . , γm)uβ̃1,γ1 · . . . · uβ̃m,γm =

=
∑

β̃1,...,β̃m

tn−1
m (β̃1, . . . , β̃m)

∑
(γ1,...,γm) 6=(1,...,1)

uβ̃1,γ1 · . . . · uβ̃m,γm =

=
∑

β̃1,...,β̃m

tn−1
m (β̃1, . . . , β̃m)((uβ̃1,0 + uβ̃1,1)(uβ̃2,0 + uβ̃2,1) · . . . · (uβ̃m,0 + uβ̃m,1)−

−uβ̃1,1uβ̃2,1 · . . . · uβ̃m,1) =
∑

β̃1,...,β̃m

tn−1
m (β̃1, . . . , β̃m)vβ̃1vβ̃2 · . . . · vβ̃m−

−
∑

β̃1,...,β̃m

tn−1
m (β̃1, . . . , β̃m)wβ̃1wβ̃2 · . . . · wβ̃m,

ãäå vβ̃ = uβ̃,0 + uβ̃,1, à wβ̃ = uβ̃,1.
Ñâåëè çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðîì n ê 2 òàêèì æå ïîäçàäà÷àì ñ ïàðà-

ìåòðîì n − 1. Îòñþäà L′ap(n) 6 2L′ap(n − 1) + 2n−1 + 1, ïîñêîëüêó
äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ vβ̃ äîñòàòî÷íî 2n−1 ñëîæåíèé è îäíîãî âû÷èòàíèÿ
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äîñòàòî÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ Tn ïîñëå ðåøåíèÿ äâóõ ïîäçàäà÷. Ïåðåõîäÿ
ê N , èìååì L′ap(N) = 2Lap(

N
2 ) + O(N). Îòñþäà ïî òåîðåìå 2.4 î ðå-

êóððåíòíîì íåðàâåíñòâå ïîëó÷àåì Lap(N) = O(N logN) (â ýòîé òåîðåìå
èìååì a = 2, c = 2, α = 1). Îòìåòèì, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à áûëà äëÿ
uα̃ ∈ {0, 1}. Îäíàêî â ïîäçàäà÷àõ ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíû-
ìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ïåðåõîä ê ïîäçàäà÷àì äåëàåòñÿ n − 1 ðàç.
Ïðè êàæäîì ïåðåõîäå ðàçðÿäíîñòü ïåðåìåííûõ óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå,
÷åì íà 1, ïîýòîìó â ïîäçàäà÷àõ âñå ÷èñëà èìåþò äëèíó íå áîëåå n+1. Ïðè
n = 0 ïîëó÷àþòñÿ ïîäçàäà÷è âû÷èñëåíèÿ T0 âèäà T0 = z·z·z·z·. . .·z = zm,
â êîòîðûõ îáðàçóþòñÿ ÷èñëà äëèíû 6 m(n + 1). Ïðè ïåðåõîäå ê çàäà÷å
èç ïîäçàäà÷ äëèíà ÷èñåë óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1, ïîýòîìó âñå
÷èñëà â àëãîðèòìå èìåþò äëèíó íå áîëåå m(n+1)+n 6 const ·n. Ñëåäî-
âàòåëüíî, êàæäàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ òðåáóåò O(n2) = O(log2N)
áèòîâûõ îïåðàöèé, îòêóäà L(N) = Lap(N) · O(log2N) = O(N log3N).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4. Îáùàÿ òåîðèÿ ñëîæíîñòè çàäà÷

Åñëè ìû õîòèì ïîëó÷àòü óòâåðæäåíèÿ òèïà �äëÿ ëþáûõ àëãî-
ðèòìîâ�, òî ìû äîëæíû ïðèíÿòü êàêóþ-íèáóäü óíèâåðñàëüíóþ ìîäåëü
àëãîðèòìîâ. Îäíîé èç òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ìàøèíà Òüþðèíãà.

4.1. Ìàøèíû Òüþðèíãà

Ìàøèíà ÒüþðèíãàM èìååò ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íóþ ëåíòó, ðàç-
äåëåííóþ íà ÿ÷åéêè, è ãîëîâêó, êîòîðàÿ â êàæäûé (äèñêðåòíûé) ìîìåíò
âðåìåíè t = 0, 1, 2, . . . îáîçðåâàåò ðîâíî îäíó ÿ÷åéêó. Çàäàíî íåêîòîðîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q = {q0, q1, . . . , ql}, è ìàøèíà â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ ðîâíî â 1 èç ýòèõ ñîñòîÿíèé. Çàäàí êîíå÷íûé
ëåíòî÷íûé (ðàáî÷èé) àëôàâèò C = {c0, c1, . . . , cm}, ãäå c0 = Λ � ïóñòîé
ñèìâîë, è â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè â êàæäîé ÿ÷åéêå íàõîäèòñÿ ðîâíî 1
ñèìâîë èç àëôàâèòà C, ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèìâîëû, îòëè÷íûå îò
Λ, íàõîäÿòñÿ ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå ÿ÷ååê. ÌàøèíàM õàðàêòåðèçóåòñÿ
åå ïðîãðàììîé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé íàáîð êîìàíä
âèäà: ciqj → ckqrT , ãäå ci ∈ C, ck ∈ C, qj ∈ Q, qr ∈ Q, T ∈ {L,R, S}. Íà
êàæäîì òàêòå ìàøèíà M ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ãîëîâêà
îáîçðåâàåò ÿ÷åéêó, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñèìâîë ci, M íàõîäèòñÿ â ñîñòî-
ÿíèè qj è â ïðîãðàììå ìàøèíû M åñòü êîìàíäà ciqj → ckqrT , òî ñèìâîë
â îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêå çàìåíÿåòñÿ íà ck, ìàøèíà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå
qr è ãîëîâêà îñòàåòñÿ íà ìåñòå, åñëè T = S, èëè ñäâèãàåòñÿ íà 1 ÿ÷åéêó
âïðàâî èëè âëåâî, åñëè T = R èëè T = L. Äàëåå ìàøèíà ïåðåõîäèò
ê ñëåäóþùåìó òàêòó è ïîâòîðÿåò ýòîò ïðîöåññ. Åñëè æå â ïðîãðàììå
ìàøèíû íåò êîìàíäû, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîé ñòîèò ïàðà ciqj, òî ìàøèíà
îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþ-
ðèíãà, òî åñòü òàêèå, ó êîòîðûõ â ïðîãðàììå êàæäàÿ ïàðà ciqj âñòðå÷à-
åòñÿ â ëåâûõ ÷àñòÿõ êîìàíä íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé
øàã ìàøèíû îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè A � àëôàâèò, òî ÷åðåç A∗ áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâî âñåõ (êîíå÷íûõ) ñëîâ â àëôàâèòå A. Ïóñòü C � ëåíòî÷íûé
àëôàâèò ìàøèíû M , C0 = C \ {Λ} è ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé âõîäíîé
àëôàâèò A, òàêîé, ÷òî A ⊆ C0. Òîãäà ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàøèíà M
îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå ϕM : A∗ → C∗0 ∪{∗}, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì (çäåñü ∗ â {∗} òðàêòóåòñÿ êàê íåîïðåäåëåííîñòü).
Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ñëîâî ā = a1a2 . . . an ∈ A∗. Ðàçìåñòèì ñèìâîëû
ýòîãî ñëîâà â ïîñëåäîâàòåëüíûå ÿ÷åéêè ëåíòû, à â îñòàëüíûå ÿ÷åéêè
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ïîìåñòèì Λ, ïîìåñòèì ãîëîâêó íà ÿ÷åéêó, â êîòîðîé ñòîèò a1, óñòàíî-
âèì ìàøèíó â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q1 è íà÷íåì ðàáîòó ìàøèíû. Åñëè
ïîñëå ýòîãî ìàøèíà M áóäåò ðàáîòàòü áåñêîíå÷íî äîëãî, òî ñ÷èòàåì,
÷òî ϕM(a1a2 . . . an) = ∗. Åñëè ìàøèíà M îñòàíîâèòñÿ è íà ëåíòå âñå
ñèìâîëû ðàâíû Λ èëè ìåæäó ñèìâîëàìè àëôàâèòà C0 áóäåò âñòðå÷àòüñÿ
Λ, òî òàêæå ϕM(a1a2 . . . an) = ∗. Åñëè æå ïîñëå îñòàíîâêè ìàøèíû M
âñå ñèìâîëû àëôàâèòà C0 íà ëåíòå ñòîÿò ïîäðÿä, îáðàçóÿ ñëîâî b̄, òî
ϕM(ā) = b̄.

Òåçèñ Òüþðèíãà. Äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ϕ : A∗ → C∗0 ∪{∗} ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà M , îñóùåñòâëÿþùàÿ
ïðåîáðàçîâàíèå ϕ.

4.2. Ñóùåñòâîâàíèå ñëîæíûõ çàäà÷

Ðàññìîòðèì âñå ìàøèíû Òüþðèíãà, èìåþùèå â ëåíòî÷íîì àëôàâè-
òå ñèìâîëû Λ è |. Ïóñòü Z+ = {0}∪N , ãäå N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ÷èñëî k ∈ Z+ íà ëåíòå ìàøèíû â âèäå êîäà
Λ || . . . | Λ, ãäå êîëè÷åñòâî | ðàâíî k+1 (îñòàëüíûå ñèìâîëû íà ëåíòå Λ).
Íàáîð (k1, k2, . . . , kn) áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå êîäà Λ || . . . | Λ || . . . |
Λ . . .Λ || . . . | Λ,ãäå â ïåðâîì ìàññèâå k1 + 1 ñèìâîëîâ |, âî âòîðîì k2 + 1
è ò.ä. Ïðèìåíÿÿ ìàøèíó M ê êîäó ÷èñëà èëè íàáîðà, áóäåì ïîìåùàòü
ãîëîâêó íà ñàìûé ïåðâûé ñèìâîë | è óñòàíàâëèâàòü ìàøèíó M â åå
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q1.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáîé ìàøèíû Òüþðèíãà M è ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà n áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàøèíà M âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ
f(x1, x2, . . . , xn) : (Z+)n → Z+ ∪ {∗} êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïðèìåíèì ìàøèíó M ê êîäó íàáîðà (a1, a2, . . . , an). Åñëè M
îñòàíîâèòñÿ è ïîñëå îñòàíîâêè íà ëåíòå áóäåò òîëüêî êîä íåêîòîðîãî
÷èñëà b ∈ Z+, òî f(a1, a2, . . . , an) = b. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
f(a1, a2, . . . , an) = ∗ (íåîïðåäåëåííîñòü).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) : (Z+)n → Z+ ∪ {∗}
íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìàøèíà ÒüþðèíãàM , êîòîðàÿ
åå âû÷èñëÿåò.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìàøèíà M ïðàâèëüíî âû÷èñëÿ-
åò ôóíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn), åñëè, íà÷èíàÿ ðàáîòó ñ êîäà íàáîðà
(a1, . . . , an), ìàøèíà M â òîì ñëó÷àå, êîãäà f(a1, a2, . . . , an) íå îïðå-
äåëåíî, îáÿçàòåëüíî ðàáîòàåò áåñêîíå÷íî äîëãî, à â òîì ñëó÷àå, êîãäà
f(a1, a2, . . . , an) = b, ìàøèíà îñòàíàâëèâàåòñÿ, íà ëåíòå îñòàåòñÿ êîä b è
ãîëîâêà ìàøèíû îáîçðåâàåò ñàìûé ëåâûé ñèìâîë |.
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Óòâåðæäåíèå. Åñëè f(x1, x2, . . . , xn) âû÷èñëèìà, òî ñóùåñòâóåò
ìàøèíà Òüþðèíãà M , êîòîðàÿ åå âû÷èñëÿåò ïðàâèëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì., íàïðèìåð, â [18].

Îïðåäåëåíèå. Âñþäó îïðåäåëåííûå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè ìû áó-
äåì íàçûâàòü îáùåðåêóðñèâíûìè ôóíêöèÿìè. (Îáû÷íî îáùåðåêóðñèâ-
íûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþò èíà÷å, íî äàííîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî
îáû÷íîìó; ñì., íàïðèìåð, [18]).

Ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿåìàÿ ìàøèíîéM , íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïðîèçâîëü-
íî ïåðåèìåíîâàòü âñå ñèìâîëû ëåíòî÷íîãî àëôàâèòà, êðîìå | è Λ, è
âñå ñîñòîÿíèÿ, îñòàâëÿÿ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå íà÷àëüíûì (êîíå÷íî, ðàç-
íûå ñèìâîëû äîëæíû ïåðåèìåíîâûâàòüñÿ â ðàçíûå). Ïîýòîìó ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî åñòü áåñêîíå÷íûé ôèêñèðîâàííûé àëôàâèò {c0 = Λ, c1 =|
, c2, c3, . . .}, èç êîòîðîãî áåðåòñÿ ëåíòî÷íûé àëôàâèò ìàøèíû M , è áåñ-
êîíå÷íûé ôèêñèðîâàííûé àëôàâèò {q0, q1, q2, . . .}, èç êîòîðîãî áåðóòñÿ
ñîñòîÿíèÿ ìàøèíû M . Áóäåì çàïèñûâàòü èíäåêñû â ñòðîêó ïîñëå c èëè
q, ïðåäñòàâëÿÿ èõ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ (íàïðèìåð, c6 = c110).
Ïðîãðàììó ìàøèíû M áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âñåõ åå êîìàíä ciqj −→ ckqrT , ðàçäåëåííûõ òî÷êîé ñ çàïÿòîé. Òîãäà
ïðîãðàììà ëþáîé ìàøèíû áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñëîâî â àëôàâèòå
D = {Λ, |, c, q, 0, 1,−→, R, L, S, ; }.

Òåîðåìà 4.1. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì íóìåðàöèè âñåõ ìàøèí
Òüþðèíãà èç óêàçàííîãî âûøå ñåìåéñòâà òàêîé, ÷òî äëÿ âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïðîãðàììû ïî åå íîìåðó òàêæå ñóùåñòâóåò àëãîðèòì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèìâîëû àëôàâèòà D óïîðÿ-
äî÷åíû (íàïðèìåð, òàê, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå). Òîãäà âñå ñëîâà îäíîé
äëèíû k ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ëåêñèãðàôè÷åñêè (êàê â ñëîâàðå). Áóäåì
òåïåðü ïðîñìàòðèâàòü âñå ñëîâà â àëôàâèòå D â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ
äëèíîé: ñíà÷àëà äëèíû 1, çàòåì äëèíû 2 è ò.ä. Ñëîâà îäíîé äëèíû
k ïðîñìàòðèâàåì â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Äëÿ êàæäîãî ñëîâà
ïðèìåíÿåì àëãîðèòì, êîòîðûé ïðîâåðÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ñëîâî ïðà-
âèëüíî ïîñòðîåííîé ïðîãðàììîé íåêîòîðîé äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû
Òüþðèíãà. Åñëè äà, òî ïðèïèñûâàåì ýòîé ïðîãðàììå î÷åðåäíîé íîìåð
(íà÷èíàÿ ñ 0). Ïðè ýòîì ëþáîé ìàøèíå Òüþðèíãà (èç ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ñåìåéñòâà) ïî åå ïðîãðàììå áóäåò (àëãîðèòìè÷íî) ñîïîñòàâëÿòüñÿ
íåêîòîðûé íîìåð. Òîò æå ïåðåáîð îñóùåñòâëÿåì, åñëè çàäàí íîìåð è
òðåáóåòñÿ íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó íîìåðó ïðîãðàììó.

Çàôèêñèðóåì äàëåå íåêîòîðóþ íóìåðàöèþ ìàøèí Òüþðèíãà i←→
Mi, óäîâëåòâîðÿþùóþ òåîðåìå. Òàê êàê ìàøèíà Mi âû÷èñëÿåò íåêîòî-
ðóþ ôóíêöèþ f(x), òî ìû ïîëó÷àåì òàêæå íåêîòîðóþ íóìåðàöèþ âñåõ
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âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé i −→ ϕi(x). Çàìåòèì, ÷òî ïðè
ýòîì ìîæåò áûòü ϕi(x) ≡ ϕj(x) ïðè i 6= j, ïîñêîëüêó ðàçíûå ìàøèíû
Òüþðèíãà ìîãóò âû÷èñëÿòü îäíó è òó æå ôóíêöèþ f(x).

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìû î òîì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî
ñëîæíî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ ëþáîé îáùåðåêóðñèâíîé ôóíêöèè T (x) ñóùå-
ñòâóåò îáùåðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ f(x), ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî 2 çíà÷å-
íèÿ 0 è 1 è òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàøèíû Òüþðèíãà Mi, âû÷èñëÿþùåé
f(x), õîòÿ áû ïðè îäíîì x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ti(x) > T (x), ãäå
ti(x) � âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû Mi íà âõîäå x (òî÷íåå, íà êîäå ÷èñëà x).

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ T (x) ìîæåò ðàñòè î÷åíü áûñò-
ðî. Íàïðèìåð, ôóíêöèè g1(n) = n, g2(n) = nn, g3(n) = ng2(n), . . .,
gm+1(n) = ngm(n), . . . îáùåðåêóðñèâíû. Òàêæå îáùåðåêóðñèâíà è ôóíê-
öèÿ h(n) = gn(n), êîòîðàÿ ðàñòåò ñ àñòðîíîìè÷åñêîé ñêîðîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ i ∈ Z+ è x ∈ Z+ ïóñòü ti(x) îáîçíà÷àåò
âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû ñ íîìåðîì i, åñëè âõîäîì ÿâëÿåòñÿ êîä ÷èñëà x
(ti(x) ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì), è ïóñòü ϕi(x) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ,
âû÷èñëÿåìóþ ìàøèíîé Mi. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

f(x) =

{
1, åñëè tx(x) 6 T (x) è ϕx(x) = 0,

0, èíà÷å.

Óòâåðæäåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) � âû÷èñëèìàÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, îáùå-
ðåêóðñèâíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ f(x). Ïî çàäàííî-
ìó x ∈ Z+ íàõîäèì ïðîãðàììó ìàøèíûMx (ñì. òåîðåìó 4.1). Âû÷èñëÿåì
T (x) (òàê êàê T (x) � îáùåðåêóðñèâíà, òî äëÿ ýòîãî ñóùåñòâóåò àëãî-
ðèòì). Èìåÿ ïðîãðàììó ìàøèíû Mx, ìîäåëèðóåì åå ðàáîòó â òå÷åíèå
T (x) òàêòîâ, âçÿâ â êà÷åñòâå âõîäíîãî ñëîâà êîä ÷èñëà x. Åñëè çà T (x)
òàêòîâ ìàøèíà îñòàíîâèòñÿ è ðåçóëüòàòîì áóäåò êîä ÷èñëà 0, òî âûäàåì
îòâåò 1, èíà÷å âûäàåì îòâåò 0. Ìîäåëèðóÿ ðàáîòó ìàøèíû, ìû ìîæåì
ðàáîòàòü òîëüêî ñ òîé ÷àñòüþ ëåíòû, íà êîòîðîé çàïèñûâàåòñÿ âõîäíîå
ñëîâî, à òàêæå êîòîðàÿ ïîñåùàåòñÿ ãîëîâêîé âî âðåìÿ ðàáîòû. Òîãäà íà
êàæäîì øàãå íàì äîñòàòî÷íî õðàíèòü ëèøü êîíå÷íûé êóñîê ëåíòû, ÷òî
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñîäåðæèìîå ëåíòû è ïîñëå îñòàíîâà ìàøèíû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, âåñü ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ f(x) àëãîðèòìè÷åí. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåçèñîì Òüþðèíãà ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò
f(x). Ìû ïðèìåì çäåñü ýòî óòâåðæäåíèå, õîòÿ äëÿ îïèñàííîé ôóíêöèè
f(x) ìîæíî è ÿâíî ïîñòðîèòü âû÷èñëÿþùóþ åå ìàøèíó Òüþðèíãà (ïðàâ-
äà, äîëãî è ãðîìîçäêî).
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Ïóñòü ìàøèíà Mi âû÷èñëÿåò f(x), òî åñòü f(x) = ϕi(x). Â ÷àñòíî-
ñòè ϕi(i) = f(i) è çíà÷èò îïðåäåëåíî. Äîïóñòèì, ÷òî ti(i) 6 T (i). Òîãäà ïî
îïðåäåëåíèþ f(x) ïîëó÷àåì: åñëè ϕi(i) = 0, òî f(i) = 1, à åñëè ϕi(i) 6= 0,
òî f(i) = 0. Â ëþáîì ñëó÷àå f(i) 6= ϕi(i) � ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî
(îò ïðîòèâíîãî) ti(i) > T (i). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.3. Äëÿ ëþáîé îáùåðåêóðñèâíîé ôóíêöèè T (x) ñóùå-
ñòâóåò îáùåðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ f(x), ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî 2 çíà÷å-
íèÿ 0 è 1 è òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàøèíû Òüþðèíãà Mi, âû÷èñëÿþùåé
f(x), ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé x, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ti(x) > T (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(x) = x − (b
√
xc)2

. Òîãäà ôóíê-
öèÿ g(x) âû÷èñëèìà è âñþäó îïðåäåëåíà (òî åñòü îáùåðåêóðñèâ-
íà). Ïðè x = 0, 1, 2, 3, . . . ôóíêöèÿ g(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
0, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 3, 4, 0, 1, . . .. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) ïðèíèìàåò
êàæäîå çíà÷åíèå èç Z+ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =

{
1, åñëè tg(x)(x) 6 T (x) è ϕg(x)(x) = 0,

0, èíà÷å.

Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) îáùåðåêóðñèâíà (äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê
â ïðåäûäóùåé òåîðåìå). Ïóñòü ìàøèíà Mi âû÷èñëÿåò f(x), òî åñòü
f(x) = ϕi(x). Ïóñòü j - ëþáîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî g(j) = i (òàêèõ j

áåñêîíå÷íî ìíîãî). Äîïóñòèì, ÷òî ti(j) 6 T (j). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
f(x) ïîëó÷àåì: åñëè ϕi(j) = 0, òî f(j) = 1, à åñëè ϕi(j) 6= 0 , òî
f(j) = 0. Â ëþáîì ñëó÷àå f(j) 6= ϕi(j) - ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ti(j) > T (j). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñïðàâåäëèâî åùå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû ïðèâåäåì
áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 4.4. Äëÿ ëþáîé îáùåðåêóðñèâíîé ôóíêöèè T (x) ñóùå-
ñòâóåò îáùåðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ f(x), ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî 2 çíà÷å-
íèÿ 0 è 1 è òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàøèíû Òüþðèíãà Mi, âû÷èñëÿþùåé
f(x), ìíîæåñòâî òåõ x, äëÿ êîòîðûõ ti(x) 6 T (x), êîíå÷íî.

Òåîðåìû 4.2-4.4 ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî ñëîæíî
âû÷èñëèìûå îáùåðåêóðñèâíûå ôóíêöèè ñ äâóìÿ çíà÷åíèÿìè (èëè, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî, ñêîëü óãîäíî ñëîæíî ðàñïîçíàâàåìûå ÿçûêè). Âîçíèêàåò
âîïðîñ: à êàêîé âîîáùå ìîæåò áûòü ñëîæíîñòü çàäà÷ (ÿçûêîâ)? Ñóùå-
ñòâåííûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ìû
ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü îáùåðåêóðñèâíûå ôóíêöèè t(n) è T (n) òà-
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êîâû, ÷òî T (n)
t(n) log2 t(n) → ∞ ïðè n → ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÿçûê L,

êîòîðûé ðàñïîçíàåòñÿ íåêîòîðîé ìàøèíîé Òüþðèíãà ñ ÷èñëîì øàãîâ
íå áîëåå T (n) (äëÿ âñåõ âõîäíûõ ñëîâ ëþáîé äëèíû n) è íå ðàñïîçíàåòñÿ
íèêàêîé ìàøèíîé Òüþðèíãà ñ ÷èñëîì øàãîâ t(n).

Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî âîçìîæíûå ôóíêöèè ñëîæíîñòè ÿçû-
êîâ îáðàçóþò äîâîëüíî ïëîòíîå ìíîæåñòâî. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ðåçóëü-
òàò î áîëüøåé ïëîòíîñòè, â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíî. Îäíàêî äëÿ îäíîãî
âàæíîãî èíòåðâàëà ìû ïîëó÷èì îòðèöàòåëüíûé îòâåò â ï. 4.4. À èìåííî,
ìû ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ÿçûêîâ ñî ñëîæíîñòüþ ðàñïîçíàâàíèÿ
(íà ìàøèíå Òüþðèíãà) ïî ïîðÿäêó ìåæäó n è n log n.

4.3. Ìåòîä ñëåäîâ. Ðàñïîçíàâàíèå ñèììåòðèè

Õîòÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ñêîëü
óãîäíî ñëîæíûå çàäà÷è, ïîëó÷èòü âûñîêóþ íèæíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè
äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è î÷åíü òÿæåëî. Îäèí èç ìåòîäîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà, íàçû-
âàåìûé ìåòîäîì ñëåäîâ, ïðåäëîæèë ß. Ì. Áàðçäèíü, êîòîðûé âïåðâûå
ïðèìåíèë ýòîò ìåòîä äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ ñèììåòðèè
íà ìàøèíå Òüþðèíãà [5].

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì òî÷êó íà ëåíòå ìàøèíû Òüþðèíãà
ìåæäó ÿ÷åéêàìè ñ íîìåðàìè i è i+1. Ñëåäîì â ýòîé òî÷êå ïðè ðàáîòå ìà-
øèíû íà íåêîòîðîì âõîäíîì ñëîâå áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âñåõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûå ïåðåõîäèò ìàøèíà, êîãäà åå ãîëîâêà ñìåùàåòñÿ
èç ÿ÷åéêè i â ÿ÷åéêó i + 1 èëè íàîáîðîò (òî åñòü ïðîõîäèò íàä ýòîé
òî÷êîé). Ïóñòü ā = ā1ā2 � âõîäíîå ñëîâî. Òîãäà ÷åðåç ξM(ā1|ā2) áóäåì
îáîçíà÷àòü ñëåä ìàøèíû M ïðè ðàáîòå íà ñëîâå ā1ā2 â òî÷êå, ðàçäåëÿ-
þùåé ā1 è ā2 (ñ÷èòàåì, ÷òî íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñòàíäàðòíàÿ).

Îñíîâíàÿ èäåÿ Áàðçäèíÿ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ξM(ā1|ā2) = ξM(b̄1|b̄2). Òîãäà ïðè ðàáîòå íà
âõîäíîì ñëîâå ā1b̄2 ìàøèíà M ñëåâà îò òî÷êè, ðàçäåëÿþùåé ā1 è b̄2

ðàáîòàåò òàê æå, êàê íà ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè ïðè âõîäíîì ñëîâå
ā1ā2, à ñïðàâà òàê æå, êàê íà ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè ïðè âõîäíîì
ñëîâå b̄1b̄2, ïðè÷åì ξM(ā1|b̄2) = ξM(ā1|ā2) = ξM(b̄1|b̄2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξM(ā1|ā2) = ξM(b̄1|b̄2) = qi1qi2 . . . qin, à
ξM(ā1|b̄2) = qj1qj2 . . . qjm. Çàìåòèì, ÷òî ðàáîòà ìàøèíû M íà ñëîâå ā1b̄2

ñëåâà îò ðàçäåëÿþùåé òî÷êè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëîâîì ā1 è ñî-
ñòîÿíèÿìè qj2qj4qj6 . . ., â êîòîðûõ ãîëîâêà ïåðåõîäèò ÷åðåç ðàçäåëÿþùèå
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òî÷êè âëåâî, à ðàáîòà ñïðàâà îò ðàçäåëÿþùåé òî÷êè îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëîâîì b̄2 è ñîñòîÿíèÿìè qj1qj3qj5 . . ., â êîòîðûõ ãîëîâêà ïåðåõîäèò
÷åðåç ðàçäåëÿþùèå òî÷êè âïðàâî. Ïåðåõîä ãîëîâêè ìàøèíû M ÷åðåç
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëÿþùèå òî÷êè äåëèò ðàáîòóM íà êàæäîì èç ñëîâ
ā1|b̄2, ā1|ā2 è b̄1|b̄2 íà ýòàïû. Ìàøèíà M íà ïåðâîì ýòàïå íà ñëîâå ā1b̄2

ðàáîòàåò òàê æå, êàê íà ïåðâîì ýòàïå íà ñëîâå ā1ā2. Ïîýòîìó qj1 = qi1
è ìàøèíà M íà âòîðîì ýòàïå íà ñëîâå ā1b̄2 ðàáîòàåò òàê æå, êàê íà
âòîðîì ýòàïå íà ñëîâå b̄1b̄2. Îòñþäà qj2 = qi2 è ìàøèíà M íà òðåòüåì
ýòàïå íà ñëîâå ā1b̄2 ðàáîòàåò òàê æå, êàê íà òðåòüåì ýòàïå íà ñëîâå ā1ā2.
Ïðîäîëæàÿ ýòî ðàññóæäåíèå, ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A = {0, 1} è ñëîâî ā = a1a2 . . . an ∈ A∗.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî ā ñèììåòðè÷íî, åñëè a1 = an, a2 = an−1 è ò.ä.
Ïóñòü ìàøèíà Òüþðèíãà M èìååò ëåíòî÷íûé àëôàâèò C è ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé Q, ïðè÷åì A ⊆ C è q′ ∈ Q, q′′ ∈ Q. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M
ðàñïîçíàåò ñèììåòðèþ, åñëè äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ñëîâà ā ∈ A∗ ìàøèíà
M âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ è ïðè ýòîì íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q′, åñëè ā
ñèììåòðè÷íî, èëè q′′, åñëè ā íå ñèììåòðè÷íî.

Óòâåðæäåíèå. Ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà M , êîòîðàÿ ðàñ-
ïîçíàåò ñèììåòðèþ è äåëàåò ïðè ëþáîì âõîäíîì ñëîâå äëèíû n íå
áîëåå cn2 øàãîâ, ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìàøèíó M , êîòîðàÿ çà-
ïîìèíàåò è ñòèðàåò ïåðâûé ñèìâîë, ïåðåãîíÿåò ãîëîâêó â êîíåö ñëîâà
è ñðàâíèâàåò ñèìâîë â ïàìÿòè ñ ïîñëåäíèì ñèìâîëîì ñëîâà. Åñëè îíè
íå ñîâïàäàþò, òî M ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå q′′ è îñòàíàâëèâàåòñÿ. Åñëè
ñîâïàäàþò, òî îíà ñòèðàåò ïîñëåäíèé ñèìâîë, âîçâðàùàåòñÿ â íà÷àëî
ñëîâà è ïîâòîðÿåò ïðîöåññ. Åñëè ñëîâî ïîëíîñòüþ ñòåðòî, òîM ïåðåõîäèò
â ñîñòîÿíèå q′ è îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ïðè ýòîì ãîëîâêà íå áîëåå n ðàç
ïðîáåãàåò ïî ñëîâó äëèíû íå áîëåå n. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî øàãîâ åñòü
O(n2).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü S(n) � ÷èñëî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ äâîè÷íûõ
ñëîâ äëèíû n, à E(n) � ÷èñëî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ äâîè÷íûõ ñëîâ äëèíû
n, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðîìó çàäàííîìó ñâîéñòâó E. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ñâîéñòâî E âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ñëîâ, åñëè
limn→∞

E(n)
S(n) = 1.

Ëåììà 4.2. ×èñëî ðàçëè÷íûõ äâîè÷íûõ ñèììåòðè÷íûõ ñëîâ äëè-
íû n ðàâíî S(n) = 2d

n
2 e.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñèììåòðè÷íîå ñëîâî îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ïåðâîé ïîëîâèíîé.

Òåîðåìà 4.6 (ß. Ì. Áàðçäèíü). Äëÿ ëþáîé ìàøèíû Òüþðèíãà M ,
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ðàñïîçíàþùåé ñèììåòðèþ, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà cM > 0, òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ïî÷òè âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ñëîâ X âðåìÿ tM(X) ðàáîòû ìàøèíû M íà
ñëîâå X óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó tM(X) > cM |X|2, ãäå |X| � äëèíà
ñëîâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � äàëåå íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ìà-
øèíà Òüþðèíãà, ðàñïîçíàþùàÿ ñèììåòðèþ äâîè÷íûõ ñëîâ.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü M ðàñïîçíàåò ñèììåòðèþ, ā1ā2 è b̄1b̄2 � ñèì-
ìåòðè÷íûå ñëîâà è ξM(ā1|ā2) = ξM(b̄1|b̄2). Òîãäà ā1b̄2 � ñèììåòðè÷íîå
ñëîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàêM ðàñïîçíàåò ñèììåòðèþ, òî ïðè ðàáîòå
íà ñëîâàõ ā1ā2 è b̄1b̄2 îíà îñòàíîâèòñÿ â ñîñòîÿíèè q

′ (�äà�), à ïðè ðàáîòå
íà ñëîâå ā1b̄2 îíà òàêæå îáÿçàòåëüíî îñòàíîâèòñÿ â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè.
Íî òîãäà èç ëåììû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî è ïðè ðàáîòå íà ñëîâå ā1b̄2 îíà
îñòàíîâèòñÿ â ñîñòîÿíèè q′ (�äà�). Òàê êàê M ðàñïîçíàåò ñèììåòðèþ,
òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ā1b̄2 � ñèììåòðè÷íîå ñëîâî. Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ā = ā1ā2 è ïóñòü |ā1| = i (|ā| � äëèíà
ñëîâà ā). Òîãäà ÷åðåç ξiM(ā) áóäåì îáîçíà÷àòü ξM(ā1|ā2). Ïóñòü Q =
{q1, q2, . . . , qr} � ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé ìàøèíû M . Ïóñòü 1 6 i 6 n
è ξ ∈ Q∗ (ξ � ñëîâî â àëôàâèòå Q). ×åðåç An(i, ξ) áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ äâîè÷íûõ ñëîâ ā äëèíû n, òàêèõ, ÷òî
ξiM(ā) = ξ.

Ëåììà 4.4. Äëÿ ëþáîãî i, òàêîãî, ÷òî 1 6 i 6 bn2c, è äëÿ ëþáîãî
ξ ∈ Q∗ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

|An(i, ξ)| 6 2d
n
2 e−i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ā ∈ An(i, ξ), b̄ ∈ An(i, ξ), ā = ā1ā2, b̄ = b̄1b̄2

è |ā1| = |b̄1| = i. Òîãäà ñëîâà ā è b̄ ñèììåòðè÷íû è ξM(ā1|ā2) = ξM(b̄1|b̄2).
Ïî ëåììå 4.3 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëîâî ā1b̄2 òîæå ñèììåòðè÷íî. Ïîñêîëü-
êó îáà ñëîâà ā1b̄2 è b̄1b̄2 ñèììåòðè÷íû è |ā1| = |b̄1| 6 bn2c, òî ā1 = b̄1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ó âñåõ ñëîâ èç An(i, ξ) îäèíàêîâîå íà÷àëî äëèíû i. Ïî-
ñêîëüêó ñèììåòðè÷íûå ñëîâà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè ïåðâûìè
dn2e áóêâàìè, òî

|An(i, ξ)| 6 2d
n
2 e−i.

Ëåììà 4.5. Ïóñòü Q = {q1, q2, . . . , qr} � àëôàâèò, â êîòîðîì
r > 2. Òîãäà êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñëîâ äëèíû íå áîëåå d â àëôàâèòå
Q íå ïðåâîñõîäèò rd+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî òàêèõ ñëîâ ðàâíî r + r2 + r3 + · · · + rd =
rd+1−r
r−1 < rd+1.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü c = const > 0. ×åðåç An
c (i) áóäåì îáîçíà÷àòü

ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ äâîè÷íûõ ñëîâ ā äëèíû n, òàêèõ, ÷òî
äëèíà ñëåäà |ξiM(ā)| < bcnc.

Ëåììà 4.6. Åñëè ìàøèíà M èìååò r ñîñòîÿíèé, òî äëÿ ëþáîãî
i, òàêîãî, ÷òî 1 6 i 6 bn2c, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

|An
c (i)| 6 2d

n
2 e−i+cn log2 r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåìì 4.4 è 4.5 ïîëó÷àåì

|An
c (i)| 6

∑
ξ:|ξ|<bcnc

|An(i, ξ)| 6 2d
n
2 e−i · rcn 6 2d

n
2 e−i+cn log2 r.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü c = const > 0. ×åðåç Bn
c áóäåì îáîçíà÷àòü

ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ äâîè÷íûõ ñëîâ ā äëèíû n, òàêèõ, ÷òî
|ξiM(ā)| < bcnc õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i òàêîãî, ÷òî bn4c 6 i 6 bn2c.

Ëåììà 4.7.
|Bn

c | 6 (n+ 12)2n( 1
4+c log2 r).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 4.6 äëÿ ëþáîãî i, òàêîãî, ÷òî
bn4c 6 i 6 bn2c, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

|An
c (i)| 6 2d

n
2 e−b

n
4 c+cn log2 r.

Ïîýòîìó

|Bn
c | 6 (

n

2
− bn

4
c+ 1)2d

n
2 e−b

n
4 c+cn log2 r 6

6 (
n

4
+ 2)2

n
4 +cn log2 r+2 = (n+ 8)2n( 1

4+c log2 r).

Ëåììà 4.8. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà cM > 0, òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

|Bn
cM
|

2d
n
2 e

= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 4.7,

|Bn
c |

2d
n
2 e

6 (n+ 8)2n(− 1
4+c log2 r).

Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ëåììû 4.8 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîé êîíñòàí-
òû c < 1

4 log2 r
.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áàðçäèíÿ. Âûáåðåì äëÿ äàí-
íîé ìàøèíû M êîíñòàíòó cM , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ ëåììû 4.8.
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Ïóñòü Dn
c � ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ äâîè÷íûõ ñëîâ, íå âõîäÿùèõ

â Bn
c . Ïî ëåììàì 4.2 è 4.8 èìååì

lim
n→∞

|Dn
cM
|

2d
n
2 e

= 1,

ïîýòîìó ïî÷òè âñå ñèììåòðè÷íûå äâîè÷íûå ñëîâà âõîäÿò â Dn
cM
. Ïðè

ýòîì äëÿ ëþáîãî ā ∈ Dn
cM

è ëþáîãî i, òàêîãî, ÷òî bn4c 6 i 6 bn2c,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ξiM(ā) > bcnc. Òàê êàê âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû
Òüþðèíãà íå ìåíüøå, ÷åì äëèíà âñåõ ñëåäîâ, òî äëÿ âñåõ ñëîâ ā ∈ Dn

cM

èìååì:

tM(ā) > (bn
2
c − bn

4
c)bcMnc >

cM
8
n

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Òåîðåìà 4.6 äîêàçàíà.

4.4. Ðåãóëÿðíûå ÿçûêè

Ðåãóëÿðíûå ÿçûêè � ýòî ÿçûêè, ðàñïîçíàâàåìûå àâòîìàòàìè. Â
ýòîì êîíòåêñòå àâòîìàò ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìàøèíó Òüþðèíãà ñî
ñëåäóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè: ãîëîâêà ìàøèíû íà êàæäîì øàãå äâèæåòñÿ
âïðàâî èëè ìàøèíà îñòàíàâëèâàåòñÿ; ìàøèíà îñòàíàâëèâàåòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîëîâêà îáîçðåâàåò ñèìâîë Λ; ìàøèíà îñòàíàâëèâà-
åòñÿ â îäíîì èç äâóõ ñîñòîÿíèé q′ (�ïðèíÿòü�) èëè q′′ (�îòâåðãíóòü�).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C � ëåíòî÷íûé àëôàâèò àâòîìàòà M è A =
C\{Λ}. Ïóñòü L ⊆ A∗. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àâòîìàò M ðàñïîçíàåò
ÿçûê L, åñëè äëÿ ëþáîãî ñëîâà ā ∈ A∗ ðàáîòà M ïðè âõîäíîì ñëîâå ā
(â ñòàíäàðòíîé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè) çàêàí÷èâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì q′,
åñëè ā ∈ L, è çàêàí÷èâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì q′′, åñëè ā /∈ L.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � íåêîòîðûé àëôàâèò è L ⊆ A∗ � íåêî-
òîðûé ÿçûê â àëôàâèòå A. Äëÿ êàæäîãî ñëîâà ā ∈ A∗ îñòàòî÷íûé ÿçûê
Lā îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

b̄ ∈ Lā ⇐⇒ āb̄ ∈ L.

ßçûê íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ó íåãî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ îñòàòî÷íûõ ÿçûêîâ. (Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ è b̄ = Λ � ïóñòîå ñëîâî;
ïðè ýòîì Λ ∈ Lā ⇐⇒ ā ∈ L).

Â òåîðèè àâòîìàòîâ è ÿçûêîâ äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
(ñì., íàïðèìåð, [11]).

Òåîðåìà 4.7. 1) ßçûê, ðàñïîçíàâàåìûé ëþáûì àâòîìàòîì, ðåãó-
ëÿðåí. 2) Äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà ñóùåñòâóåò ðàñïîçíàþùèé åãî
àâòîìàò.
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Ñëåäñòâèå. Åñëè ÿçûê L ðåãóëÿðåí, òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò
ðàñïîçíàþùàÿ åãî ìàøèíà Òüþðèíãà, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîé (÷èñëî
øàãîâ) íà êàæäîì âõîäíîì ñëîâå äëèíû n ðàâíî n+ 1.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ÿçûêîâ, äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ êîòî-
ðûõ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà äîñòàòî÷íî âðåìåíè ñóùåñòâåííî ìåíüøåãî,
÷åì n log2 n (n � äëèíà âõîäíîãî ñëîâà) è íå äîñòàòî÷íî âðåìåíè n+ 1.
Áîëåå òî÷íî ýòî âûðàæàåòñÿ â ïðèâîäèìûõ íèæå òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü ìàøèíà Òüþðèíãà M ðàñïîçíàåò ÿçûê L ⊆
A∗ è ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè ðàáîòå M
íà ëþáîì âõîäíîì ñëîâå ā ∈ A∗ äëèíà ñëåäà ξiM(ā) (ñì. ñòð. 38) íå
ïðåâîñõîäèò c äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n, ãäå n � äëèíà ñëîâà ā. Òîãäà L � ðå-
ãóëÿðíûé ÿçûê. (Cëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé
L ñ c = 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ā ∈ A∗. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî Dā âñåõ
ñëåäîâ, êîòîðûå ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ ïðè ðàáîòåM íà ñëîâàõ âèäà āx̄ ∈ A∗
â òî÷êå i, ðàçäåëÿþùåé ā è x̄. Ïóñòü ñëåä qi1qi2qi3 . . . qis ∈ Dā. Ðàññìîòðèì
ðàáîòó ìàøèíû M ñëåâà îò ðàçäåëÿþùåé òî÷êè. Îíà îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëîâîì ā è òåìè ñîñòîÿíèÿìè qi2, qi4, . . . , â êîòîðûõ íàõîäèòñÿ
ìàøèíà, êîãäà ãîëîâêà âîçâðàùàåòñÿ íà ëåâóþ çîíó ÷åðåç òî÷êó i. Ïî
óñëîâèþ s 6 c. Åñëè s ÷åòíî, òî ìàøèíà îñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåâà îò òî÷êè
i. Â ýòîì ñëó÷àå ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè qi1qi2qi3 ïðèïèøåì +, åñëè M
îñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè �ïðèíÿòü�, è ïðèïèøåì −, åñëè M îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè �îòâåðãíóòü�. Òàê êàê s 6 c, òî âîçìîæíûõ ñëåäîâ
êîíå÷íîå ÷èñëî è ðàçíûõ âîçìîæíûõ ìíîæåñòâDā òàêæå êîíå÷íîå ÷èñëî.
Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.8 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 4.9. Åñëè Dā = Db̄, òî îñòàòî÷íûå ÿçûêè Lā è Lb̄ ñîâïà-
äàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̄ � ëþáîå ñëîâî èç A∗. Ðàññìîòðèì ðàáîòó
M íà ñëîâàõ āx̄ è b̄x̄. Ïóñòü qi1qi2qi3 . . . qis è qj1qj2 . . . qjm � ñëåäû â òî÷êàõ,
ðàçäåëÿþùèõ ā è x̄, b̄ è x̄. Çàìåòèì, ÷òî ðàáîòà ñïðàâà îò ðàçäåëÿþùèõ
òî÷åê îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëîâîì x̄ è ñîñòîÿíèÿìè qi1qi3qi5 . . . è
qj1qj3qj5 . . ., â êîòîðûõ ãîëîâêà ïåðåõîäèò ÷åðåç ðàçäåëÿþùèå òî÷êè âïðà-
âî. Ïðè ýòîì qi1 è qj1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ā è b̄. Òàê êàêDā = Db̄,
òî qi1 = qj1 è ðàáîòà ñïðàâà ïîñëå ïåðâîãî ïåðåõîäà ÷åðåç ðàçäåëÿþùèå
òî÷êè ïðîèñõîäèò îäèíàêîâî. Òîãäà qi2 = qj2. Îïÿòü, òàê êàê Dā = Db̄, òî
qi3 = qj3 è îïÿòü ðàáîòà ñïðàâà ïðîèñõîäèò îäèíàêîâî. Ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷àåì, ÷òî s = m è qir = qjr äëÿ âñåõ r = 1, 2, . . . , s. Åñëè s íå÷åòíî,
òî ïîñëå ïåðåõîäà âïðàâî â ñîñòîÿíèè qis â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàáîòà ñïðàâà
áóäåò îäèíàêîâîé è, ñëåäîâàòåëüíî, M îñòàíîâèòñÿ â îäíîì è òîì æå
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ñîñòîÿíèè. Åñëè s ÷åòíî, òî ìàøèíà â îáîèõ ñëó÷àÿõ îñòàíîâèòñÿ ñëåâà
îò ðàçäåëÿþùåé òî÷êè, ïðè÷åì â îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè, ïîñêîëüêó
Dā = Db̄ è ñëåä qi1qi2 . . . qis â îáîèõ ìíîæåñòâàõ äîïîëíåí îäíèì è òåì æå
çíàêîì + èëè −. Òàêèì îáðàçîì, M ïðèíèìàåò ñëîâî āx̄ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà ïðèíèìàåò ñëîâî b̄x̄, òî åñòü ëèáî îáà ñëîâà âõîäÿò â
L, ëèáî îáà íå âõîäÿò â L. Ïîýòîìó Lā = Lb̄. Ýòèì äîêàçàíà ëåììà, à
âìåñòå ñ íåé è òåîðåìà 4.8.

Äîêàæåì òåïåðü íåñêîëüêî ëåìì, êîòîðûå èñïîëüçóåì â ñëåäóþùåé
òåîðåìå.

Ëåììà 4.10. Ïóñòü A = {a1, a2, . . . , ar} � àëôàâèò, b̄1, b̄2, . . . , b̄n
� ðàçíûå ñëîâà â ýòîì àëôàâèòå, li � äëèíà ñëîâà b̄i è lmax = maxi li.
Òîãäà lmax > c log2 n, ãäå c > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ
òîëüêî îò r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè r = 1. Ïóñòü
r > 2. Âñå n ñëîâ èìåþò äëèíó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ lmax. Íî âñåãî òàêèõ
ñëîâ íå áîëüøå, ÷åì rlmax+1 (ñì. ëåììó 4.5). Ïîýòîìó n 6 rlmax+1, lmax >
logr n− 1 > c1 logr n = c1

log2 r
log2 n. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.11. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c > 0
òàêàÿ, ÷òî

∑n
i=1 li > cn log2 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè r = 1. Ïóñòü
r > 2. ×èñëî âñåõ ñëîâ äëèíû ìåíüøåé, ÷åì b1

2 logr nc íå ïðåâîñõîäèò
rb

1
2 logr nc 6 r

1
2 logr n =

√
n. Ïîýòîìó ñðåäè ñëîâ b̄i íå ìåíåå, ÷åì n −

√
n

ñëîâ, èìåþò äëèíó íå ìåíüøå ÷åì b1
2 logr nc. Ïîýòîìó

n∑
i=1

li > (n−
√
n)b1

2
logr nc > cn log2 n

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c.

Ëåììà 4.12. Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
n1, n2, . . . , nk, . . . íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òîãäà èç íåå ìîæíî âûäåëèòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ni1, ni2, . . . òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî s è âñåõ
1 6 j < is âûïîëíÿåòñÿ nj < nis.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûì ýëåìåíòîì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçü-
ìåì n1. Ïóñòü óæå âûáðàíû ni1, ni2, . . . , nir . Òîãäà, ïðîñìàòðèâàÿ ýëå-
ìåíòû ïî ïîðÿäêó ïîñëå nir , â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà âûáèðàåì
ïåðâûé ýëåìåíò nir+1

, áîëüøèé, ÷åì nir . Ïîñêîëüêó nir+1
> nir , à âñå

ýëåìåíòû ìåæäó nir è nir+1
íå ïðåâîñõîäÿò nir , òî âñå îíè ìåíüøå, ÷åì

nir+1
. Ïîýòîìó, åñëè âñå ýëåìåíòû nj èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ j =

1, 2, . . . , ir − 1 ìåíüøå, ÷åì nir , òî âñå ýëåìåíòû nj ñ j = 1, 2, . . . , ir+1− 1
ìåíüøå, ÷åì nir+1

. Òàêèì îáðàçîì ïî èíäóêöèè ïðîâåðÿåòñÿ òðåáóåìîå
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ñâîéñòâî. Òî, ÷òî nir+1
ñóùåñòâóåò, ñëåäóåò èç íåîãðàíè÷åííîñòè èñõîäíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξM(ā|b̄) ñëåä ïðè ðàáîòå ìàøèíû Òüþðèíãà M íà
ñëîâå āb̄ â òî÷êå, ðàçäåëÿþùåé ā è b̄.

Ëåììà 4.13. Ïóñòü ā, b̄, c̄ � íåêîòîðûå ñëîâà è ïóñòü ξM(ā|b̄c̄) =
ξM(āb̄|c̄). Òîãäà ïðè ðàáîòå M íà ñëîâå āc̄ ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè, ðàç-
äåëÿþùåé ā è c̄, ìàøèíà ðàáîòàåò òàê æå, êàê íà ñîîòâåòñòâóþùèõ
÷àñòÿõ ïðè ðàáîòå íà āb̄c̄.

Óòâåðæäåíèå ýòîé ëåììû âûòåêàåò èç ëåììû 4.1.

Ïðè ðàáîòå ìàøèíû Òüþðèíãà íà âõîäíîì ñëîâå ā = a1a2 . . . an
òî÷êîé i áóäåì íàçûâàòü òî÷êó ïîñëå ÿ÷åéêè, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ai.

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü ìàøèíà Òüþðèíãà M ðàñïîçíàåò ÿçûê L ⊆
A∗. Ïóñòü dM(n) � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñëåäîâ â òî÷êàõ 1, 2, . . . , n
ïðè ðàáîòå ìàøèíû M íà âñåõ ñëîâàõ ā ∈ A∗ äëèíû n, à TM(n) �
ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ (÷èñëî øàãîâ) ìàøèíû M íà ñëîâàõ
äëèíû n èç A∗. Òîãäà åñëè âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé:
à) dM(n) = o(log n); á) TM(n) = o(n log n), òî L � ðåãóëÿðíûé ÿçûê.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (îò ïðîòèâíîãî). Äîïóñòèì, ÷òî L � íå
ðåãóëÿðíûé ÿçûê. Òîãäà ïî òåîðåìå 4.8 dM(n) íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Ïî ëåììå 4.12 èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
n1, n2, . . . òàêóþ, ÷òî

dM(n) < dM(ni) (4.1)

äëÿ âñåõ n < ni (i = 1, 2, . . .).

Ëåììà 4.14. Ïóñòü n1, n2, . . . óäîâëåòâîðÿþò (4.1) è āi � ñëîâî
äëèíû ni, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ dM(ni). Òîãäà ïðè ðàáîòåM íà ñëîâå
āi îäèí è òîò æå ñëåä â òî÷êàõ 1, 2, . . . , ni íå ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ
áîëåå ÷åì 2 ðàçà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî āi = āb̄c̄d̄ è ξM(ā|b̄c̄d̄) =
ξM(āb̄|c̄d̄) = ξM(āb̄c̄|d̄), ãäå ā, b̄, c̄ � íå ïóñòûå ñëîâà. Ïðè ðàáîòå M
íà ñëîâå āi åñòü ñëåäû äëèíû dM(ni). Ïî êðàéíåé ìåðå îäèí òàêîé ñëåä
ëèáî íå ëåæèò âíóòðè b̄, ëèáî íå ëåæèò âíóòðè c̄. Òîãäà ïî ëåììå 4.13
îí ñîõðàíèòñÿ ïðè ðàáîòå M ëèáî íà ñëîâå āc̄d̄, ëèáî íà ñëîâå āb̄d̄, íî
ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî dM(n) < dM(ni) äëÿ âñåõ n < ni. Ëåììà
äîêàçàíà.

Èç ýòîé ëåììû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ðàáîòå M íà ñëîâå āi â òî÷êàõ
1, 2, . . . , ni èìååòñÿ íå ìåíåå ni

2 ðàçíûõ ñëåäîâ. Òîãäà ïî ëåììàì 4.10 è
4.11 dM(ni) > c log2

ni
2 , è ñóììà äëèí ýòèõ ðàçíûõ ñëåäîâ, à çíà÷èò è

âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû M , íå ìåíüøå, ÷åì cni log2
ni
2 , ãäå c � íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå à) èëè á) èç òåîðåìû 4.9, òî ïîëó-
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÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, îò ïðîòèâíîãî, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ à) èëè á) ÿçûê L ðåãóëÿðåí. Òåîðåìà 4.9 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè dM(n) = o(log n) èëè TM(n) = o(n log n), òî
ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà (àâòîìàò) N , ðàñïîçíàþùàÿ òîò æå
ÿçûê L, äëÿ êîòîðîé dN(n) = 1, TN(n) = n+ 1.

4.5. Êëàññû P è NP

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü àëãîðèòì îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå ϕ :
A∗ → B∗ ñëîâ â àëôàâèòå A â ñëîâà â àëôàâèòå B. Òîãäà ýòîò àë-
ãîðèòì íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì (èëè èìåþùèì ïîëèíîìèàëüíóþ
ñëîæíîñòü), åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîì p(n) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî íà-
òóðàëüíîãî n âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íà ëþáîì âõîäíîì ñëîâå äëèíû n
íå ïðåâîñõîäèò p(n). (Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû
â p(n) íåîòðèöàòåëüíû, òî åñòü p(n) âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.)

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷åé ðàñïîçíàâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòîáðà-
æåíèå ϕ : A∗ → {�äà�, �íåò�}.

Ñ ëþáîé çàäà÷åé ðàñïîçíàâàíèÿ ϕ ìîæíî ñâÿçàòü ÿçûê Lϕ ⊆ A∗

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ā ∈ Lϕ ⇐⇒ ϕ : ā → �äà�. È îáðàòíî, ëþáîé ÿçûê
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ P �ýòî êëàññ âñåõ ÿçûêîâ (çàäà÷ ðàñïîçíà-
âàíèÿ), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðàñïîçíàþùèé àëãîðèòì ñ
ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L1 ⊆ A∗ ïîëèíîìèàëüíî
ñâîäèòñÿ ê ÿçûêó L2 ⊆ B∗, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì
(íàïðèìåð, ìàøèíà Òüþðèíãà) ϕ : A∗ → B∗, òàêîé ÷òî ϕ(ā) ∈ L2 ⇐⇒
ā ∈ L1.

Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü L1 ⊆ A∗, L2 ⊆ B∗, L2 ∈ P è L1 ïîëèíîìè-
àëüíî ñâîäèòñÿ ê L2. Òîãäà L1 ∈ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò ìàøèíû Òüþðèíãà M1

è M2 òàêèå, ÷òî M1 ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèò L1 ê L2, à M2 ñ ïîëèíî-
ìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ ðàñïîçíàåò L2. Ðàññìîòðèì ìàøèíó Òüþðèíãà
M = M2(M1). Òîãäà M : A∗ → {�äà�, �íåò�}, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî ñëîâà
ā ∈ A∗ èìååì

M(ā) = �äà� ⇐⇒M2(M1(ā)) = �äà� ⇐⇒M1(ā) ∈ L2 ⇐⇒ ā ∈ L1,

òî åñòü M ðàñïîçíàåò ÿçûê L1. Ïî óñëîâèþ âðåìÿ ðàáîòû (÷èñëî øàãîâ)
ìàøèíM1 èM2 íà âõîäíûõ ñëîâàõ äëèíû n íå ïðåâîñõîäèò p1(n) è p2(n),
ãäå p1, p2 � ïîëèíîìû. Òîãäà âðåìÿ ðàáîòû M íà ñëîâå ā äëèíû n íå
ïðåâîñõîäèò p1(n) + p2(|M1(ā)|), ãäå |M1(ā)| � äëèíà ñëîâà M1(ā). Òàê
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êàê ìàøèíà Òüþðèíãà M1 íà êàæäîì øàãå ìîæåò óâåëè÷èâàòü äëèíó
ñëîâà íå áîëåå ÷åì íà 1, òî |M1(ā)| 6 n + p1(n) è âðåìÿ ðàáîòû M íà ā
íå ïðåâîñõîäèò p1(n) + p2(n + p1(n)) = p3(n), ãäå p3 � ïîëèíîì. (Çäåñü
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû â p2 íåîòðèöàòåëüíû è, ñëåäîâàòåëüíî,
p2(n) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ). Òàêèì îáðàçîì M ðàñïîçíàåò ÿçûê L1

ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ

îäíèõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ èç èìåþùèõñÿ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ
äëÿ äðóãèõ çàäà÷ ïðîñòî ïóòåì ïîëèíîìèàëüíîãî ñâåäåíèÿ îäíèõ çàäà÷
ê äðóãèì.

Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷, âîçíèêàþùèõ íà ïðàêòèêå,
ïîêà íå èçâåñòíî, âõîäÿò ëè îíè â êëàññ P , íî ïî÷òè âñå òàêèå çàäà÷è
îêàçûâàþòñÿ â äðóãîì êëàññå, êîòîðûé îáîçíà÷àþò NP .

Îïðåäåëåíèå. ßçûê L ⊆ A∗ (çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ) âõîäèò â
êëàññ NP , åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóþò àëôàâèò B, ïîëèíîì q(n) è
ïðåäèêàò Q(x, y) : A∗ × B∗ → {�èñòèíà�, �ëîæü�} òàêèå, ÷òî Q(x, y) ∈ P
è äëÿ ëþáîãî ñëîâà ā ∈ A∗ âûïîëíÿåòñÿ:

ā ∈ L⇐⇒ ∃b̄ ∈ B∗(|b̄| 6 q(|ā|)&Q(ā, b̄))

(çäåñü |ā| è |b̄| �äëèíà ñëîâ ā è b̄).
Ñëîâî b̄ íàçûâàþò ñåðòèôèêàòîì äëÿ ñëîâà ā, à àëãîðèòì, ðàñïî-

çíàþùèé ïðåäèêàò Q(ā, b̄), � àëãîðèòìîì ïðîâåðêè ñåðòèôèêàòà. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè ā ∈ L (â çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ âõîäà ā îòâåò �äà�), òî
äîëæíî ñóùåñòâîâàòü áûñòðîå ïîäòâåðæäåíèå äëÿ ýòîãî, òî åñòü äîëæåí
ñóùåñòâîâàòü ïîäòâåðæäàþùèé ýòî ñåðòèôèêàò b̄ (íåáîëüøîé äëèíû) è
áûñòðûé ñïîñîá ïîäòâåðäèòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ïîäõîäÿùèé ñåðòè-
ôèêàò. Åñëè æå ā /∈ L, òî òàêîãî b̄ ïðîñòî íå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü. Òàêèì
îáðàçîì, îòâåòû �äà� è �íåò� çäåñü íå ñèììåòðè÷íû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
äëÿ ñëó÷àÿ ā ∈ L ëèøü óòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñåðòèôèêàòà b̄, íî
íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î ñëîæíîñòè åãî íàõîæäåíèÿ (åñëè â B èìååòñÿ r
áóêâ è |ā| = n, òî |b̄| 6 q(n) è ÷èñëî òàêèõ ñëîâ b̄ íå ìåíüøå, ÷åì rq(n),
òî åñòü ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò n).

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ÿçûêîâ èç NP .
ÊËÈÊÀ. Âõîä: ëþáîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G [?] è íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî k.
Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè â ãðàôå G êëèêà ðàçìåðà k, òî åñòü k

âåðøèí òàêèõ, ÷òî ëþáàÿ ïàðà èç íèõ ñîåäèíåíà ðåáðîì?
Áîëåå ñòðîãî, ìû äîëæíû çàäàòü âõîäíîé àëôàâèò A è ñïîñîá

ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ è ÷èñëà k â ýòîì àëôàâèòå. Ìîæíî, íàïðèìåð,
ñ÷èòàòü, ÷òî A = {0, 1, ; } è ãðàô çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè (èç 0 è
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1), êîòîðàÿ çàòåì âûïèñûâàåòñÿ â îäíî ñëîâî ïîäðÿä ïî ñòðîêàì ìàòðèöû
ñ ðàçäåëèòåëåì ; ìåæäó ñòðîêàìè ìàòðèöû. Â êîíöå ïîñëå ; çàïèñûâàåòñÿ
k â äâîè÷íîé ñèñòåìå.

Óòâåðæäåíèå. ÊËÈÊÀ ∈ NP .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ñåðòèôèêàòà b̄ äëÿ âõîäà ā áóäåì

áðàòü ñïèñîê èç íîìåðîâ k âåðøèí, ñîñòàâëÿþùèõ êëèêó. Î÷åâèäíî,
|b̄| 6 q(|ā|), ãäå q � íåêîòîðûé ïîëèíîì. Ïðåäèêàò Q áóäåò îáîçíà÷àòü,
÷òî äàííûå âåðøèíû çàäàþò êëèêó â äàííîì ãðàôå è ýòèõ âåðøèí ðîâíî
k. Äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñïðàâåäëèâîñòè òàêîãî ñâîéñòâàQ ëåãêî ïîñòðîèòü
àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé ïîëèíîìà îò ñóììàðíîé
äëèíû êîäà ãðàôà ā è ñåðòèôèêàòà b̄.

ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË (ÃÖ). Âõîä: ëþáîé íåîðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô G.

Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè â ãðàôå G ãàìèëüòîíîâ öèêë, òî åñòü öèêë,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ðîâíî 1 ðàç?

Óòâåðæäåíèå. ÃÖ ∈ NP .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåðòèôèêàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü èç âåðøèí v1, v2, . . . , vm. Ïðåäèêàò Q âûðàæàåò óòâåðæäåíèå, ÷òî
â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñå âåðøèíû ãðàôà âñòðå÷àþòñÿ ðîâíî 1 ðàç
è â ãðàôå åñòü ðåáðà (vi, vi+1) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ,m − 1, à òàêæå
ðåáðî (vm, v1). Äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñïðàâåäëèâîñòè òàêîãî ñâîéñòâà Q

ëåãêî ïîñòðîèòü àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé ïîëèíîìà
îò ñóììàðíîé äëèíû êîäà ãðàôà ā è ñåðòèôèêàòà b̄.

Îïðåäåëåíèå. Êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÊÍÔ) íàçû-
âàåòñÿ áóëåâà ôîðìóëà âèäà F (x1, . . . , xm) = D1&D2& . . .&Dk, ãäå äëÿ
êàæäîãî j : Dj = tj,1 ∨ tj,2 ∨ . . . ∨ tj,nj è âñå tj,k � ëèáî ïåðåìåííûå,
ëèáî îòðèöàíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â
îäíîì Dj íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Âûðàæåíèÿ Dj íàçûâàþò äèçúþíêòàìè,
à ñîñòàâëÿþùèå èõ tj,k ëèòåðàëàìè.

ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (ÂÛÏ). Âõîä: ëþáàÿ ôîðìóëà F â âèäå
ÊÍÔ.

Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè íàáîð ïåðåìåííûõ (α1, . . . , αm), íà êîòîðîì
F (α1, . . . , αm) = 1 (âûïîëíèìà ëè F )?

Óòâåðæäåíèå. ÂÛÏ ∈ NP .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåðòèôèêàòîì äëÿ âõîäà F ÿâëÿåòñÿ íàáîð

(α1, . . . , αm), íà êîòîðîì F (α1, . . . , αm) = 1. Ïðåäèêàò Q âûðàæàåò òîò
ôàêò, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà F íà äàííîì íàáîðå (α1, . . . , αm) äåéñòâè-
òåëüíî ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñïðàâåäëèâîñòè òàêîãî
ñâîéñòâà Q ëåãêî ïîñòðîèòü àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿ-
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ùåé ïîëèíîìà îò ñóììàðíîé äëèíû êîäà ôîðìóëû F è êîäà íàáîðà
(α1, . . . , αm).

Åùå ðàç îáñóäèì âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè âõîäíûõ äàííûõ. Ìû
íå ìîæåì, íàïðèìåð, âêëþ÷èòü â àëôàâèò A ïðîèçâîëüíûå ïåðåìåí-
íûå, òàê êàê èõ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî, à ëþáàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ðàáî-
òàåò ëèøü ñ êîíå÷íûìè àëôàâèòàìè. Îäíàêî äîñòàòî÷íî âçÿòü àëôàâèò
A = {x, 0, 1,&,∨, e, (, )} è ïåðåìåííóþ xi çàïèñûâàòü êàê x ñ èäóùèì
äàëåå ÷èñëîì i, ïðåäñòàâëåííûì â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Îáðàòèì
òàêæå âíèìàíèå íà òî, ÷òî â îïðåäåëåíèè çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ íà âõîä
ìîæåò ïîñòóïèòü ëþáîå ñëîâî â çàäàííîì àëôàâèòå A. Â çàäà÷å ÂÛÏ
ìíîãèå òàêèå ñëîâà íå ïðåäñòàâëÿþò ÊÍÔ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòâå-
òîì äëÿ òàêèõ âõîäíûõ ñëîâ ÿâëÿåòñÿ �íåò�. Àíàëîãè÷íî ïîíèìàþòñÿ è
äðóãèå çàäà÷è (íàïðèìåð, ÊËÈÊÀ èëè ÃÖ).

Òåîðåìà 4.11. P ⊆ NP .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ∈ P , è L ⊆ A∗. Âîçüìåì ëþáîé àëôàâèò

B è q(n) = 1. Ïðåäèêàò Q(ā, b̄) ïóñòü âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ā ∈ L
(íåçàâèñèìî îò b̄). Òàê êàê L ∈ P , òî ïðåäèêàò Q ðàñïîçíàåòñÿ çà âðåìÿ,
ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùåå îò |ā|, à çíà÷èò è îò |ā| + |b̄|, òî åñòü Q ∈ P .
Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ā ∈ A∗ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ā ∈ L⇐⇒ ∃b̄ ∈ B∗(|b̄| 6 1&Q(ā, b̄))

(ñåðòèôèêàò b̄ çäåñü íå çàâèñèò îò ā). Òàêèì îáðàçîì, L ∈ NP . Òåîðåìà
äîêàçàíà.

4.6. Òåîðåìà Êóêà

Îïðåäåëåíèå. ßçûê L (çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ) íàçûâàåòñÿ
NP -òðóäíûì, åñëè ëþáîé ÿçûê L1 èç NP ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê
L.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.10, åñëè ÿçûê L ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíûì
è L ∈ P , òî NP ⊆ P è, ñ ó÷åòîì òåîðåìû 4.11, P = NP . È îáðàòíî,
åñëè P 6= NP , òî L /∈ P . Òàêèì îáðàçîì, NP -òðóäíîñòü ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ
êîñâåííûì ñâèäåòåëüñòâîì òîãî, ÷òî L /∈ P (êîñâåííûì ïîòîìó, ÷òî
âåðîÿòíî P 6= NP , íî ýòî ïîêà íå äîêàçàíî è íå îïðîâåðãíóòî).

Îïðåäåëåíèå. ßçûê L (çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ) íàçûâàåòñÿ
NP -ïîëíûì, åñëè L ∈ NP è L ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíûì.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå �óíèâåð-
ñàëüíûå� çàäà÷è â êëàññå NP , ê êîòîðûì ïîëèíîìèàëüíî ñâîäÿòñÿ âñå
çàäà÷è èç NP . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò. Ïåðâûé ðåçóëüòàò òàêîãî
ðîäà áûë óñòàíîâëåí Ñ. Êóêîì [12].
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Òåîðåìà 4.12 (Ñ. Êóê). Çàäà÷à ÂÛÏ (î âûïîëíèìîñòè ÊÍÔ)
ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå óæå äîêàçàíî, ÷òî ÂÛÏ ∈ NP . Ïîýòîìó
íàäî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ÿçûê L èç NP ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê
ÂÛÏ. Ïóñòü L ∈ NP è L ⊆ A∗. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëèíîì
q(n), àëôàâèò B è ïðåäèêàò Q(x, y) : A∗ × B∗ → {�èñòèíà�, �ëîæü�}
òàêèå, ÷òî Q(x, y) ∈ P è äëÿ ëþáîãî ñëîâà ā ∈ A∗ ñïðàâåäëèâî

ā ∈ L⇐⇒ ∃b̄(|b̄| 6 q(|ā|)&Q(ā, b̄)).

Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî L ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ÂÛÏ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íàäî ïîñòðîèòü òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîëèíîìèàëüíîé
ñëîæíîñòüþ ϕ : A∗ → C∗, ãäå C � àëôàâèò çàäà÷è ÂÛÏ, ÷òî ā ∈ L⇐⇒
ϕ(ā) = Fā � âûïîëíèìàÿ ÊÍÔ îò íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ.

Òàê êàê Q(x, y) ∈ P , òî ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà M , êîòîðàÿ
ðàñïîçíàåò ïðåäèêàò Q(x, y) çà âðåìÿ (÷èñëî øàãîâ), íå ïðåâîñõîäÿùåå
íåêîòîðîãî ïîëèíîìà p0 îò äëèíû âõîäà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû M1 ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé, òî åñòü ïàðà (ā, b̄)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íà ëåíòå äâóìÿ ñëîâàìè ā è b̄ ñ îäíîé ðàçäåëÿþùåé
ÿ÷åéêîé, â êîòîðîé ñòàâèòñÿ ïóñòîé ñèìâîë Λ, ãîëîâêà îáîçðåâàåò ñà-
ìûé ëåâûé ñèìâîë ñëîâà ā è ìàøèíà íàõîäèòñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè
q1. Òîãäà âðåìÿ ðàáîòû M1 íà ïðîèçâîëüíîé ïàðå (ā, b̄) íå ïðåâûøàåò
p0(|ā|+ |b̄|+ 1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàøèíà M1 îñòàíàâëèâàåòñÿ òîëüêî
â îäíîì èç äâóõ çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé, ïðè÷åì çàêëþ÷èòåëüíîå
ñîñòîÿíèå q0 ìàøèíû M1 ñîîòâåòñòâóåò îòâåòó �äà� (êàêîå ñîñòîÿíèå
ñîîòâåòñòâóåò îòâåòó �íåò� äëÿ íàñ áóäåò íå âàæíî).

Ïóñòü äàíî ā ∈ A∗ è |ā| = n. Òîò ôàêò, ÷òî ā ∈ L, ðàâíîñèëåí â
ñîîòâåòñòâèè ñ () òîìó, ÷òî íàéäåòñÿ ñëîâî b̄ ∈ B∗ ñ äëèíîé |b̄| 6 q(n)
òàêîå, ÷òî ìàøèíà M1, íà÷àâ ðàáîòó íà ïàðå (ā, b̄), ïðèäåò â ñîñòîÿíèå
q0 = �äà�. Ïðè ýòîì âðåìÿ ðàáîòû M1 íà ïàðå (ā, b̄) íå ïðåâîñõîäèò
p0(n+q(n)+1) = p(n), ãäå p � íåêîòîðûé ïîëèíîì. Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âî âñåõ ïîëèíîìàõ âñå êîýôôèöèåíòû íåîòðèöàòåëüíû.
Òîãäà p(n) > n+ 1 + q(n).

Íåñêîëüêî ìîäèôèöèðóåì ïðîãðàììó ìàøèíû M1. À èìåííî, åñëè
ìàøèíàM1 íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîì çàêëþ÷èòåëüíîì ñîñòîÿíèè è ãîëîâêà
îáîçðåâàåò íåêîòîðûé ñèìâîë, òî ïóñòü ìàøèíà M1 îñòàâëÿåò â ÿ÷åéêå
òîò æå ñèìâîë, ãîëîâêà íèêóäà íå ñäâèãàåòñÿ è ìàøèíà îñòàåòñÿ â òîì æå
ñîñòîÿíèè. Òî åñòü ðåàëüíî íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò, íî ôîðìàëüíî ìàøèíà
ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü áåñêîíå÷íî. Ïîëó÷åííóþ ìàøèíó îáîçíà÷èì M .
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Òîãäà äëÿ ñëîâà ā ∈ A∗ äëèíû |ā| = n èìååì:

ā ∈ L⇐⇒ ∃b̄ ∈ B∗(|b̄| 6 q(n) è ìàøèíà M,

çàïóùåííàÿ íà ïàðå (ā, b̄), â ìîìåíò âðåìåíè p(n)

áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè q0 = �äà�).

(4.2)

Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü � çàïèñàòü ïðàâóþ ÷àñòü â ýòîé ðàâíîñèëü-
íîñòè â âèäå ÊÍÔ Fā(x1, . . . , xm) îò íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ, òàê ÷òîáû
ôîðìóëà Fā áûëà âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ïðàâàÿ
÷àñòü èñòèííà. Ïåðåïèøåì (4.2) áîëåå ïîäðîáíî:

ā ∈ L⇐⇒ ∃b̄ ∈ B∗∃K0, K1, . . . , Kp(n) (|b̄| 6 q(n) è

K0, K1, . . . , Kp(n) � êîíôèãóðàöèè ìàøèíû M òàêèå,

÷òî K0 � íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ äëÿ ïàðû (ā, b̄),

ñîñòîÿíèå â Kp(n) åñòü q0 è äëÿ êàæäîãî

j = 0, 1, . . . , p(n)− 1 êîíôèãóðàöèÿ Kj+1 ïîëó÷àåòñÿ

èç Kj ïî ïðîãðàììå ìàøèíû M).

(4.3)

Ïóñòü ÿ÷åéêè ëåíòû â M çàíóìåðîâàíû öåëûìè ÷èñëàìè ñëåâà
íàïðàâî è ÿ÷åéêà, ñ êîòîðîé ãîëîâêà íà÷èíàåò ðàáîòàòü (è ñ êîòîðîé
íà÷èíàåòñÿ ñëîâî ā), èìååò íîìåð 0. Òîãäà çà p(n) òàêòîâ ãîëîâêà íå ìî-
æåò ïîïàñòü â ÿ÷åéêè ñ íîìåðàìè ìåíüøå −p(n) è áîëüøå p(n). Ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîíôèãóðàöèè K0, K1, . . . , Kp(n) îïðåäåëåíû òîëüêî
íà çîíå [−p(n), p(n)] ëåíòû.

Ïóñòü ìàøèíà M èìååò ëåíòî÷íûé àëôàâèò D = {d0, d1, . . . , dm},
ãäå d0 = Λ, ïðè ýòîì A ⊆ D è B ⊆ D. Ïóñòü W = {q0, q1, . . . , ql}
� ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé ìàøèíû M , ïðè÷åì q1 � íà÷àëüíîå ñî-
ñòîÿíèå è q0 = �äà�. Ââåäåì áóëåâñêèå ïåðåìåííûå xti,j, y

t
i , z

t
k, ãäå i =

−p(n),−p(n)+1, . . . , p(n); j = 0, 1, . . . ,m; k = 0, 1, . . . , l; t = 0, 1, . . . , p(n)
è ïðèäàäèì èì ñëåäóþùèé ñìûñë:

xti,j = �èñòèíà� ⇐⇒ â i-é ÿ÷åéêå â êîíôèãóðàöèè Kt íàõîäèòñÿ
ñèìâîë dj;

yti = �èñòèíà� ⇐⇒ â êîíôèãóðàöèè Kt ãîëîâêà îáîçðåâàåò ÿ÷åéêó
ñ íîìåðîì i;

ztk = �èñòèíà� ⇐⇒ â êîíôèãóðàöèè Kt ñîñòîÿíèå qk.

Èñêîìóþ ôîðìóëó Fā ìû áóäåì ñòðîèòü êàê ÊÍÔ îò âñåõ ýòèõ
ïåðåìåííûõ Fā({xti,j}, {yti}, {ztk}) ïðè÷åì òàê, ÷òîáû îíà áûëà âûïîëíèìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü â (4.3) èñòèííà. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÊÍÔ Fā áûëà èñòèííà íà íåêîòîðîì íàáîðå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà:
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1) ýòîò íàáîð êîððåêòíî çàäàåò íàáîð êîíôèãóðàöèé
K0, K1, . . . , Kp(n) ìàøèíû M ;

2) ïðè ýòîì êîíôèãóðàöèÿ K0 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé íà÷àëüíîé
êîíôèãóðàöèåé äëÿ ïàðû (ā, b̄), ãäå ā � çàäàííîå ñëîâî è b̄ ∈ B∗ �
êàêîå-íèáóäü ñëîâî äëèíû íå áîëåå q(n);

3) â êîíôèãóðàöèè Kp(n) ñîñòîÿíèå q0 = �äà�;

4) äëÿ êàæäîãî j = 0, 1, . . . , p(n)−1 êîíôèãóðàöèÿKj+1 ïîëó÷àåòñÿ
èç Kj ïî ïðîãðàììå ìàøèíû M .

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâî 1). Åñëè çàäàíà êîíôèãóðàöèÿ Kt, òî ïî íåé
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ xti,j, y

t
i , z

t
k ïðè äàííîì t.

Îáðàòíîå íåâåðíî, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, åñëè ñðàçó 2 ïåðåìåííûå xti,j1
è xti,j2 èñòèííû, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êîíôèãóðàöèè Kt â ÿ÷åéêå i
äîëæíû íàõîäèòüñÿ è ñèìâîë dj1 è ñèìâîë dj2. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî óñëîâèå
êîððåêòíîãî çàäàíèÿ êîíôèãóðàöèé âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïðè êàæäîì t äëÿ êàæäîãî i ðîâíî îäíà èç ïåðåìåííûõ xti,j =
�èñòèíà�; ïðè êàæäîì t ðîâíî îäíà èç ïåðåìåííûõ yti = �èñòèíà�
è ïðè êàæäîì t ðîâíî îäíà èç ïåðåìåííûõ ztk = �èñòèíà�.

Ïóñòü H(v1, . . . , vs) � ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè, ðàâíàÿ 1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðåäè v1, . . . , vs ðîâíî 1 åäèíèöà.

Ëåììà 4.15. Ôóíêöèþ H(v1, . . . , vs) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ÊÍÔ ñ äëèíîé (÷èñëîì ëèòåðàëîâ) íå áîëåå s2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

H(v1, . . . , vs) = (v1 ∨ v2 ∨ . . . ∨ vs)&(&i6=j(v̄i ∨ v̄j)).

Äëèíà ýòîé ÊÍÔ ðàâíà s+ s(s−1)
2 · 2 = s2.

Ëåììà 4.16. Òîò ôàêò, ÷òî íàáîð ïåðåìåííûõ xti,j, y
t
i , z

t
k êîð-

ðåêòíî çàäàåò êîíôèãóðàöèè K0, K1, . . . , Kp(n), ìîæíî âûðàçèòü â âèäå
ÊÍÔ F1 äëèíû íå áîëåå p1(n), ãäå p1 � íåêîòîðûé ïîëèíîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòîò ôàêò âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

F ′1 = &
p(n)
t=0 &

p(n)
i=−p(n)H(xti,0, x

t
i,1, . . . , x

t
i,m) &

& &
p(n)
t=0H(yt−p(n), y

t
−p(n)+1, . . . , y

t
p(n)) & &

p(n)
t=0H(zt0, z

t
1, . . . , z

t
l ).

Ïðåäñòàâëÿÿ êàæäóþ ôóíêöèþ H ñ ïîìîùüþ ÊÍÔ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ëåììîé 4.15, ïîëó÷èì ÊÍÔ F1 äëèíû

(p(n)(2p(n)+1)(m+1)2 +(p(n)+1)(2p(n)+1)2 +(p(n)+1)(l+1)2 6 p1(n),

ãäå p1(n) � íåêîòîðûé ïîëèíîì.

52



Ëåììà 4.17. Ïðè óñëîâèè, ÷òî íàáîð ïåðåìåííûõ x0
i,j, y

0
i , z

0
k êîð-

ðåêòíî çàäàåò êîíôèãóðàöèþ K0, òîò ôàêò, ÷òî K0 ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âèëüíîé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèåé äëÿ ïàðû (ā, b̄), ãäå ā � çàäàííîå
ñëîâî è b̄ ∈ B∗ � êàêîå-íèáóäü ñëîâî äëèíû íå áîëåå q(n), ìîæíî
âûðàçèòü â âèäå ÊÍÔ F2 äëèíû íå áîëåå p2(n), ãäå p2 � íåêîòîðûé
ïîëèíîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ā = dj1dj2 . . . djn è b̄ ∈ B∗, ãäå B =
{dr1, dr2, . . . , drw}. Òîãäà óêàçàííûé â ëåììå ôàêò âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

F2 = y0
0&z0

1&x0
0,j1

&x0
1,j2

& . . .&x0
n−1,jn

&x0
n,0 &

& (&−1
i=−p(n)x

0
i,0) & &

n+q(n)
i=n+1 (x0

i,r1
∨ x0

i,r2
∨ . . . ∨ x0

i,rw
∨ x0

i,0) &

& (&
p(n)
i=n+q(n)+1x

0
i,0) & &

n+q(n)−1
i=n+1 (x̄0

i,0 ∨ x0
i+1,0).

Ïîñëåäíÿÿ ñêîáêà x̄0
i,0 ∨ x0

i+1,0 = x0
i,0 → x0

i+1,0 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â ÿ÷åéêå
i ñòîèò ïóñòîé ñèìâîë, òî è â ñëåäóþùåé ÿ÷åéêå äîëæåí ñòîÿòü ïóñòîé
ñèìâîë, òî åñòü ñëîâî b̄ íå ìîæåò èìåòü ðàçðûâîâ. Ôîðìóëà F2 ÿâëÿåòñÿ
ÊÍÔ ñ äëèíîé

n+ 3 + p(n) + q(n) · (w + 1) + p(n)− n− q(n) + (q(n)− 1) · 2 6 p2(n),

ãäå p2 � íåêîòîðûé ïîëèíîì.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ëåììà 4.18. Òîò ôàêò, ÷òî â Kp(n) ñîñòîÿíèå åñòü q0, âûðàæà-

åòñÿ â âèäå ÊÍÔ F3 = z
p(n)
0 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ïîäðîáíî ïðîãðàììó ìàøèíû M . Ïðåä-
ñòàâèì åå êîìàíäû â âèäå djqk → dϕ(j,k)qψ(j,k)R(j, k), ãäå R(j, k) = −1, 0
èëè 1 ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñäâèãà âëåâî, îñòàâëåíèÿ ãîëîâêè íà ìåñòå è
ñäâèãà âïðàâî.

Ëåììà 4.19. Ïðè óñëîâèè, ÷òî íàáîð ïåðåìåííûõ xti,j, y
t
i , z

t
k êîð-

ðåêòíî çàäàåò êîíôèãóðàöèè K0, K1, . . . , Kp(n), òîò ôàêò, ÷òî êàæäàÿ
êîíôèãóðàöèÿ Kj+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Kj ïî ïðîãðàììå ìàøèíûM , ìîæíî
âûðàçèòü â âèäå ÊÍÔ F4 äëèíû íå áîëåå p4(n), ãäå p4 � íåêîòîðûé
ïîëèíîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòîò ôàêò âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

F ′4 = &
p(n)−1
t=0 &

p(n)
i=−p(n)&

m
j=0&

l
k=0(y

t
i&x

t
i,j&z

t
k →

→ xt+1
i,ϕ(j,k)&z

t+1
ψ(j,k)&y

t+1
i+R(j,k)) &

& &
p(n)−1
t=0 &

p(n)
i=−p(n)(ȳ

t
i → &m

j=0(x
t+1
i,j ≡ xti,j)).

Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû âûðàæàåò èçìåíåíèå èíôîðìàöèè â îáî-
çðåâàåìîé ÿ÷åéêå, èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ è ñäâèã ãîëîâêè, âòîðàÿ ÷àñòü
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âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ñèìâîëû âî âñåõ ÿ÷åéêàõ, êðîìå îáîçðåâàåìîé,
íå èçìåíÿþòñÿ. Âûðàæåíèå â ïåðâîé ñêîáêå â F ′4 � ýòî ôóíêöèÿ îò 6
ïåðåìåííûõ è åå (êàê ëþáóþ ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè, îòëè÷íóþ îò
êîíñòàíòû 1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÊÍÔ íåêîòîðîé äëèíû L1. Àíà-
ëîãè÷íî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÊÍÔ êîíñòàíòíîé äëèíû L2 ôóíêöèþ
îò 2m+1 ïåðåìåííûõ, ñòîÿùóþ âî âòîðîé ñêîáêå. Ïðè ýòîì F ′4 ïðåîáðàçó-
åòñÿ â ÊÍÔK4 äëèíû p(n)·(2p(n)+1)·m·l·L1+p(n)·(2p(n)+1)·L2 6 p4(n),
ãäå p4 � íåêîòîðûé ïîëèíîì.

Ïîëîæèì Fā = F1 · F2 · F3 · F4. Òîãäà Fā � ÊÍÔ è ïî ëåììàì
4.16-4.19 íà íàáîðå ïåðåìåííûõ xti,j, y

t
i , z

t
k îíà èñòèííà òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ïåðåìåííûå êîððåêòíî çàäàþò íåêîòîðîå âû÷èñëåíèå ìàøèíû
M , ïðèâîäÿùåå â ñîñòîÿíèå q0 = �äà�, äëÿ âõîäíîé ïàðû (ā, b̄), ãäå b̄
� êàêîå-íèáóäü ñëîâî èç B∗ òàêîå, ÷òî |b̄| 6 q(|ā|). Òàêèì îáðàçîì Fā
èñòèííà õîòÿ áû íà îäíîì íàáîðå (ò.å. âûïîëíèìà) â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè èñòèííà ïðàâàÿ ÷àñòü â (4.3) è, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ā ∈ L.
Ïîëó÷àåì, ÷òî Fā � èñêîìàÿ ÊÍÔ. Åå äëèíà íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî
ïîëèíîìà îò n. Ïðè ýòîì íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïî äàííîìó ñëîâó ā (è
ôèêñèðîâàííîé ïðîãðàììå ìàøèíû M) ýòà ÊÍÔ Fā = F1 · F2 · F3 · F4

âûïèñûâàåòñÿ çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì îò åå äëèíû, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì îò äëèíû ñëîâà ā. Òàêèì îáðàçîì,
îòîáðàæåíèå ā → Fā ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ñâåäåíèåì ÿçûêà L ê
ÿçûêó ÂÛÏ. Ïîñêîëüêó L � ïðîèçâîëüíûé ÿçûê èç NP , òî ïîëó÷àåì,
÷òî ÂÛÏ � NP -òðóäíàÿ çàäà÷à, à òàê êàê ÂÛÏ ∈ NP (ñì. ï. 4.5), òî
ÂÛÏ � NP -ïîëíàÿ çàäà÷à. Òåîðåìà Êóêà äîêàçàíà.

4.7. Ñëîæíîñòü çàäà÷ î âûïîëíèìîñòè

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò âûâîäèòü NP -ïîëíîòó îäíèõ çàäà÷
èç NP -ïîëíîòû äðóãèõ çàäà÷.

Òåîðåìà 4.13. Åñëè L1 � NP -òðóäíûé ÿçûê è L1 ïîëèíîìèàëüíî
ñâîäèòñÿ ê ÿçûêó L2, òî L2 � NP -òðóäíûé ÿçûê. Åñëè ïðè ýòîì L2 ∈
NP , òî L2 � NP -ïîëíûé ÿçûê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � ëþáîé ÿçûê èç NP . Òàê êàê L1 �
NP -òðóäíûé ÿçûê, òî L ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê L1. Ïðè ýòîì, åñëè
äëèíà èñõîäíîãî ñëîâà ðàâíà n, òî ïðè ñâåäåíèè îíî ïåðåõîäèò â ñëîâî
äëèíû íå áîëåå q(n), ãäå q � íåêîòîðûé ïîëèíîì. Òàê êàê ïî óñëîâèþ L1

ñâîäèòñÿ ê L2 çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùåå îò äëèíû ñâîäèìîãî
ñëîâà, òî êîìïîçèöèÿ äâóõ ñâåäåíèé ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèò L ê L2. Òàê
êàê L � ïðîèçâîëüíûé ÿçûê èç NP , òî L2 � NP -òðóäíûé ÿçûê ïî
îïðåäåëåíèþ.
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Îïðåäåëåíèå. ÊÍÔ, ó êîòîðîé â êàæäîì äèçúþíêòå ðîâíî 3
ðàçëè÷íûõ ëèòåðàëà, áóäåì íàçûâàòü 3-ÊÍÔ.

Çàäà÷à 3-âûïîëíèìîñòü (3-ÂÛÏ).

Âõîäíîé àëôàâèò òîò æå, ÷òî è â çàäà÷å ÂÛÏ.

Âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî âõîäíîå ñëîâî � ýòî 3-ÊÍÔ, êîòîðàÿ âûïîë-
íèìà.

Óòâåðæäåíèå. 3-ÂÛÏ ∈ NP.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à 3-ÂÛÏ óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ çàäà÷

èç êëàññà NP . Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ñåðòèôèêàòà äîñòàòî÷íî âçÿòü íà-
áîð α̃, íà êîòîðîì äàííàÿ 3-ÊÍÔ âûïîëíèìà (åñëè òàêîé ñóùåñòâóåò),
à àëãîðèòì ïðîâåðêè ñåðòèôèêàòà áóäåò ïðîâåðÿòü, äåéñòâèòåëüíî ëè
âõîäíîå ñëîâî åñòü 3-ÊÍÔ è âåðíî ëè, ÷òî ýòà ÊÍÔ íà íàáîðå α̃ ðàâíà 1.
Âñå ýòî ìîæíî îñóùåñòâèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå (îò äëèíû âõîäà) âðåìÿ.

Òåîðåìà 4.14. Çàäà÷à 3-ÂÛÏ NP -ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì çàäà÷ó ÂÛÏ ïîëèíîìèàëüíî ê çàäà÷å
3-ÂÛÏ. Ïóñòü A � àëôàâèò îáåèõ çàäà÷. Íàì íàäî äëÿ êàæäîãî ñëîâà
ā ∈ A∗ çà ïîëèíîìèàëüíîå (îò äëèíû ñëîâà ā) âðåìÿ ïîñòðîèòü ñëîâî
ϕ(ā) òàê, ÷òîáû ϕ(ā) áûëî âûïîëíèìîé 3-ÊÍÔ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ā � âûïîëíèìàÿ ÊÍÔ. Åñëè ā ∈ A∗ íå ÊÍÔ, òî ïîëîæèì ϕ(ā) = ā.
Åñëè æå ā � ÊÍÔ D1 · D2 · . . . · Ds îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn, òî
ïðåîáðàçóåì åå â 3-ÊÍÔ ϕ(ā) = F1 · F2 · . . . · Fs ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü Y = {y1, y2, . . .}� íåêîòîðûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå íå âñòðå÷àþòñÿ
â ÊÍÔ ā. Ðàññìîòðèì 4 ñëó÷àÿ.

1) Åñëè Di = ti,1 ∨ ti,2 ∨ ti,3, òî ïîëîæèì Fi = Di.

2) Åñëè Di = ti,1∨ti,2, òî ïîëîæèì Fi = (ti,1∨ti,2∨yj) ·(ti,1∨ti,2∨ ȳj),
ãäå yj ∈ Y . Çàìåòèì, ÷òî Fi = 1⇐⇒ Di = 1.

3) Åñëè Di = ti, òî ïîëîæèì

Fi = (ti ∨ yk ∨ yl)(ti ∨ yk ∨ ȳl) · (ti ∨ ȳk ∨ yl)(ti ∨ ȳk ∨ ȳl),

ãäå yk 6= yl. Îïÿòü Fi = 1⇐⇒ Di = 1.

4) Ïóñòü Di = t1 ∨ t2 ∨ . . . ∨ tm è m > 4. Ïîëîæèì

Fi = (t1 ∨ t2 ∨ y1)(ȳ1 ∨ t3 ∨ y2)(ȳ2 ∨ t4 ∨ y3) · . . .
. . . · (ȳm−4 ∨ tm−2 ∨ ym−3)(ȳm−3 ∨ tm−1 ∨ tm),

ãäå âñå yj ðàçëè÷íû.

Ëåììà 4.20. Â ñëó÷àå 4), åñëè Fi = 1, òî è Di = 1, à åñëè Di = 1,
òî ñóùåñòâóåò íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ y1, y2, . . . , ym−3 òàêîé, ÷òî
Fi = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α̃ = (α1, . . . , αn)�íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåí-
íûõ x1, . . . , xn èç Di è β̃ = (β1, . . . , βm−3)�íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
y1, . . . , ym−3. Ïóñòü Fi(α̃, β̃) = 1, òî åñòü âñå ñêîáêè â Fi íà íàáîðå (α̃, β̃)
ðàâíû 1. Åñëè β1 = 0, òî t1(α̃) ∨ t2(α̃) = 1 è Di(α̃) = 1. Åñëè βm−3 = 1,
òî tm−1(α̃) ∨ tm(α̃) = 1 è Di(α̃) = 1. Åñëè æå β1 = 1 è βm−3 = 0, òî
íàéäåòñÿ k òàêîå, ÷òî βk = 1, βk+1 = 0. Òàê êàê β̄k ∨ tk+2(α̃) ∨ βk+1 = 1,
òî â ýòîì ñëó÷àå tk+2(α̃) = 1 è Di(α̃) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Fi = 1,
òî è Di = 1. Îáðàòíî ïóñòü Di(α̃) = 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò tk òàêîå, ÷òî
tk(α̃) = 1. Åñëè k = 1 èëè k = 2, òî âûáåðåì β1 = β2 = . . . = βm−3 = 0.
Ïðè ýòîì Fi(α̃, β̃) = 1. Åñëè k = m − 1 èëè k = m, òî âûáåðåì
β1 = β2 = . . . = βm−3 = 1. Ïðè ýòîì îïÿòü Fi(α̃, β̃) = 1. Â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ ïîëîæèì β1 = β2 = . . . = βk−2 = 1, βk−1 = βk = . . . = βm−3 = 0.
Ñíîâà ïîëó÷èì Fi(α̃, β̃) = 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðîäåëàåì óêàçàííûå âûøå â ïóíêòàõ 2)-4) çàìåíû Di íà Fi,
èñïîëüçóÿ äëÿ ðàçíûõ Di ðàçíûå ïåðåìåííûå yj. Òîãäà ïî ëåììå 4.20
ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè 3-ÊÍÔ F1 · F2 · . . . · Fs ðàâíà 1 íà êàêîì-òî íàáîðå,
òî íà òîì æå íàáîðå ðàâíà 1 è ÊÍÔ D1 · D2 · . . . · Ds, è îáðàòíî, åñëè
ÊÍÔ D1 ·D2 · . . . ·Ds ðàâíà 1 íà íåêîòîðîì íàáîðå, òî ñóùåñòâóåò íàáîð,
íà êîòîðîì 3-ÊÍÔ F1 ·F2 · . . . ·Fs òàêæå ðàâíà 1. Òàêèì îáðàçîì 3-ÊÍÔ
F1 · F2 · . . . · Fs âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèìà ÊÍÔ
D1 ·D2 · . . . ·Ds, òî åñòü íàøå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèåì çàäà÷è
ÂÛÏ ê çàäà÷å 3-ÂÛÏ.

Ðàñïîçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè âõîäíîå ñëîâî ā ∈ A∗ ÊÍÔ ìîæíî çà
ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû ā âðåìÿ. Ïðåîáðàçîâàòü âñå Di â Fi òàêæå
ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ïîýòîìó ìû èìååì ïîëèíîìèàëüíîå
ñâåäåíèå çàäà÷è ÂÛÏ ê çàäà÷å 3-ÂÛÏ. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ÂÛÏ ÿâëÿåòñÿ
NP -ïîëíîé è 3-ÂÛÏ ∈ NP , òî ïî òåîðåìå 4.13 ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à
3-ÂÛÏ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.

Ïîñìîòðèì, íåëüçÿ ëè â ïîñëåäíåé òåîðåìå çàìåíèòü 3 íà 2.

Îïðåäåëåíèå. ÊÍÔ, ó êîòîðîé â êàæäîì äèçúþíêòå íå áîëåå 2
ëèòåðàëîâ, áóäåì íàçûâàòü 2-ÊÍÔ.

Çàäà÷à 2-âûïîëíèìîñòü (2-ÂÛÏ).

Âõîäíîé àëôàâèò òîò æå, ÷òî è â çàäà÷å ÂÛÏ.

Âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî âõîäíîå ñëîâî � ýòî 2-ÊÍÔ, êîòîðàÿ âûïîë-
íèìà.

Òåîðåìà 4.15. Äëÿ çàäà÷è 2-ÂÛÏ ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ñ ïîëè-
íîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ (òî åñòü 2-ÂÛÏ ∈ P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè âõîäíîå ñëîâî 2-ÊÍÔ,
ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì óæå
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äàíà 2-ÊÍÔ D1 ·D2 · . . . ·Ds è òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, âûïîëíèìà ëè îíà.
Ïóñòü äèçúþíêòû D′ = xi ∨ t1 è D′′ = x̄i ∨ t2 èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå
ëèòåðàëû xi è x̄i (ïðè ýòîì ìîæåò áûòü t1 = ∅ èëè t2 = ∅). Òîãäà
ðåçîëüâåíòîé äèçúþíêòîâ D′ è D′′ ïî xi áóäåì íàçûâàòü äèçúþíêò D =
t1 ∨ t2 (åñëè t1 = t2, òî t1 ∨ t2 = t1). Åñëè t1 = ∅ è t2 = ∅, òî ïîëîæèì
D ≡ 0.

Ëåììà 4.21. Äëÿ ëþáûõ ôîðìóë A è B âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(xi ∨ A)(x̄i ∨B) = (xi ∨ A)(x̄i ∨B)(A ∨B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 1, òî, î÷åâèäíî, è ëåâàÿ
÷àñòü ðàâíà 1. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 0, òî ëèáî xi ∨ A = 0, ëèáî
x̄i∨B = 0, ëèáî A∨B = 0. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà 0. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àåA = 0 èB = 0. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà (xi∨0)(x̄i∨0) =
xix̄i = 0. Ëåììà äîêàçàíà.

Ýòà ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî äîáàâëåíèå ê 2-ÊÍÔ ðåçîëüâåíòû ëþ-
áîé ïàðû äèçúþíêòîâ íå ìåíÿåò ôóíêöèþ, ðåàëèçóåìóþ 2-ÊÍÔ. Áó-
äåì ïðîñìàòðèâàòü âñå ïàðû äèçúþíêòîâ òåêóùåé 2-ÊÍÔ è ñòðîèòü èõ
ðåçîëüâåíòû. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî íåêîòîðàÿ ðåçîëüâåíòà îòñóòñòâóåò â
òåêóùåé 2-ÊÍÔ, òî äîáàâèì åå è íà÷íåì ïðîñìîòð ñíà÷àëà. Òàê áóäåì äå-
ëàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæåòñÿ, ÷òî âñå ðåçîëüâåíòû òåêóùåé 2-ÊÍÔ
óæå ñîäåðæàòñÿ â íåé. Åñëè ïðè ýòîì áóäåò ïîðîæäåíà ðåçîëüâåíòà 0,
òî âûäàåì îòâåò: �Èñõîäíàÿ 2-ÊÍÔ íåâûïîëíèìà�, èíà÷å âûäàåì îòâåò:
�Èñõîäíàÿ 2-ÊÍÔ âûïîëíèìà�.

Ëåììà 4.22. Àëãîðèòì îáÿçàòåëüíî îñòàíîâèòñÿ è ðàáîòàåò
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëèíà èñõîäíîé 2-ÊÍÔ ðàâíà n, òî â íåé íå
áîëåå n ïåðåìåííûõ, èç êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü íå áîëåå (2n + 1)2

äèçúþíêòîâ ñ îäíîé èëè äâóìÿ ïåðåìåííûìè. Ïîýòîìó ïîèñê íîâûõ
ðåçîëüâåíò áóäåò ïîâòîðÿòüñÿ íå áîëåå (2n + 1)2 ðàç, ïðè ýòîì ÷èñëî
ïðîñìàòðèâàåìûõ ïàð äèçúþíêòîâ íå ïðåâîñõîäèò (2n + 1)4. Îòñþäà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 4.23. Àëãîðèòì ïðàâèëüíî ðåøàåò çàäà÷ó 2-ÂÛÏ.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü K = D1D2 · . . . ·Ds� èñõîäíàÿ 2-ÊÍÔ è

ïóñòü â êîíå÷íîé ÊÍÔ K ′ åñòü ñîìíîæèòåëü 0. Ïî ëåììå 4.21 K = K ′ è,
ñëåäîâàòåëüíî, K ≡ 0, òî åñòü K íåâûïîëíèìà. 2) Ïóñòü â êîíå÷íîé
2-ÊÍÔ K ′ íåò 0. Ïî ïîñòðîåíèþ K ′ çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ
ðåçîëüâåíò, òî åñòü ðåçîëüâåíòà ëþáûõ äâóõ äèçúþíêòîâ èç K ′ ñíîâà
ñîäåðæèòñÿ â K ′. Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ 2-ÊÍÔ ñ òàêèì ñâîéñòâîì, íå
ñîäåðæàùàÿ ñîìíîæèòåëÿ 0, âûïîëíèìà. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èí-
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äóêöèåé ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ n â 2-ÊÍÔ K ′.

Áàçèñ èíäóêöèè: n = 1. Òîãäà K ′ = xi èëè K
′ = x̄i. Â ëþáîì ñëó÷àå

K ′ âûïîëíèìà.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ 2-ÊÍÔ ñ n <
m ïåðåìåííûìè è ïóñòü âK ′ èìååòñÿm ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xm. Òîãäà

K ′ = (xm ∨ t1)(xm ∨ t2) · . . . · (xm ∨ tk)(x̄m ∨ t′1)(x̄m ∨ t′2) · . . .
. . . · (x̄m ∨ t′l) · C1 · C2 · . . . · Cr,

ãäå ti, t
′
j � ëèòåðàëû, ëèáî 0, è C1 ·C2 · . . . ·Cr � 2-ÊÍÔ ñ ïåðåìåííûìè

x1, x2, . . . , xm−1, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ðåçîëüâåíò. Ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò íàáîð α̃ = (α1, . . . , αm−1), íà êîòîðîì
C1 ·C2 · . . . ·Cr ðàâíî 1. Åñëè áû ñóùåñòâîâàëè ti è t

′
j òàêèå, ÷òî ti(α̃) = 0

è t′j(α̃) = 0, òî áûëî áû è ti(α̃) ∨ t′j(α̃) = 0. Íî ti ∨ t′j � ðåçîëüâåíòà
äèçúþíêòîâ xm ∨ ti è x̄m ∨ t′j. Òàê êàê 2-ÊÍÔ K ′ çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî
âçÿòèÿ ðåâîëüâåíò, òî ti ∨ t′j ñîäåðæèòñÿ ñðåäè C1, C2, . . . , Cr. Íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Cv(α̃) = 1 ïðè âñåõ v. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî âñå
ti(α̃) = 1, ëèáî âñå t′j(α̃) = 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå K ′ âûïîëíèìà íà íàáîðå
(α̃, 0), âî âòîðîì � íà íàáîðå (α̃, 1).

Òåîðåìà 4.15 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

4.8. Íåêîòîðûå NP -ïîëíûå çàäà÷è íà ãðàôàõ

Òåîðåìà 4.16. Çàäà÷à ÊËÈÊÀ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ÂÛÏ ïîëèíîìèàëüíî ñâî-
äèòñÿ ê çàäà÷å ÊËÈÊÀ. Äëÿ ýòîãî êàæäîìó ñëîâó ā â àëôàâèòå ÿçûêà
ÂÛÏ ñîïîñòàâèì ïàðó ϕ(ā) = (G, k), ãäå G � íåêîòîðûé ãðàô è k �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàê, ÷òîáû â G ñóùåñòâîâàëà êëèêà ñ k âåðøèíàìè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ā � âûïîëíèìàÿ ÊÍÔ. Åñëè ā � íå ÊÍÔ,
òî ïîëîæèì ϕ(ā) = (G2, 2), ãäå G2 � ãðàô ñ 2 âåðøèíàìè è áåç ðåáåð
(î÷åâèäíî, â G2 íåò êëèêè ñ 2 âåðøèíàìè). Ïóñòü òåïåðü ā � ÊÍÔ è
ā = D1 ·D2 · . . . ·Ds, ãäå Di = ti,1∨ ti,2∨ . . .∨ ti,mi

� äèçúþíêòû. Ïîñòðîèì
ãðàô ϕ(ā) = Gā = (V,E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð
E ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîìó ëèòåðàëó ti,j èç ā ñîïîñòàâèì âåðøèíó
vi,j è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

(vi1,j1, vi2,j2) ∈ E ⇐⇒ (i1 6= i2) è (ti2,j2 6= t̄i1,j1).

Ïîëîæèì k = s, ãäå s � ÷èñëî äèçúþíêòîâ â ā.

Ëåììà 4.24. Â Gā åñòü êëèêà ñ s âåðøèíàìè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ÊÍÔ ā âûïîëíèìà.

58



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÊÍÔ ā ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà íàáîðå α̃.
Òîãäà Di(α̃) = 1 äëÿ âñåõ i. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî i ñóùåñòâóåò ji
òàêîå, ÷òî ti,ji = 1. Òîãäà ñðåäè t1,j1, t2,j2, . . . , ts,js íåò ïðîòèâîïîëîæíûõ
ëèòåðàëîâ. Ïîýòîìó ëþáûå âåðøèíû èç v1,j1, v2,j2, . . . , vs,js ñîåäèíÿþòñÿ â
Gā ðåáðîì, òî åñòü îáðàçóþò êëèêó ñ s âåðøèíàìè.

Îáðàòíî, ïóñòü â ãðàôå Gā åñòü êëèêà ñ s âåðøèíàìè
vi1,j1, vi2,j2, . . . , vis,js. Òîãäà i1, i2, . . . , is âñå ðàçëè÷íû, òî åñòü ëèòåðàëû
èç ñåìåéñòâà M = {ti1,j1, ti2,j2, . . . , tis,js} âõîäÿò ïî îäíîìó â êàæäûé
äèçúþíêò ÊÍÔ ā, ïðè÷åì ñðåäè ýòèõ ëèòåðàëîâ íåò ïðîòèâîïîëîæíûõ.
Ïóñòü x1, x2 . . . , xn � âñå ïåðåìåííûå èç ā. Äëÿ êàæäîãî k ïîëîæèì
xk = 1, åñëè ëèòåðàë xk âñòðå÷àåòñÿ â M , xk = 0, åñëè x̄k âñòðå÷àåòñÿ â
M , è xk � ëþáîå, åñëè íè xk, íè x̄k íåò âM . Òîãäà íà ïîñòðîåííîì íàáîðå
α̃ âñå ëèòåðàëû èç M îáðàùàþòñÿ â 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå äèçúþíêòû
è âñÿ ÊÍÔ ā ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1, òî åñòü ÊÍÔ ā âûïîëíèìà. Ëåììà
äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì ïåðåõîä ā→ ϕ(ā) ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèåì çàäà÷è ÂÛÏ
ê çàäà÷å ÊËÈÊÀ. Ðàñïîçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ā ÊÍÔ, è ïîñòðîèòü ïî ā
ãðàô Gā è ÷èñëî k ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ïîýòîìó ýòî ïîëè-
íîìèàëüíîå ñâåäåíèå. Òàê êàê çàäà÷à ÂÛÏ NP -ïîëíà è ÊËÈÊÀ ∈ NP ,
òî ïî òåîðåìå 4.13 ïîëó÷àåì, ÷òî è çàäà÷à ÊËÈÊÀ NP -ïîëíà. Òåîðåìà
4.16 äîêàçàíà.

Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå âåðøèí (ÍÌ).

Âõîä: ïàðà (G, k), ãäå G � ãðàô, k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè â G k âåðøèí, îáðàçóþùèõ íåçàâèñèìîå

ìíîæåñòâî, òî åñòü ìíîæåñòâî, â êîòîðîì íèêàêèå âåðøèíû íå ñîåäèíåíû
ðåáðîì â G?

Ëåììà 4.25. HM ∈ NP .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåðòèôèêàòîì ÿâëÿåòñÿ ñàìî íåçàâèñèìîå ìíî-

æåñòâîM ñ k âåðøèíàìè (åñëè òàêîå åñòü). Ïðîâåðèòü, ÷òîM ñîäåðæèò
ðîâíî k âåðøèí è ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì, ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ.

Çàäà÷à î âåðøèííîì ïîêðûòèè (ÂÏ).

Âõîä: ïàðà (G, k), ãäå G � ãðàô, k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè â G ìíîæåñòâîM èç k âåðøèí, îáðàçóþùèõ

âåðøèííîå ïîêðûòèå, òî åñòü òàêîå, ÷òî ëþáîå ðåáðî èç G èìååò õîòÿ áû
îäèí êîíåö â M?

Ëåììà 4.26. ÂÏ ∈ NP .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåðòèôèêàòîì ÿâëÿåòñÿ ñàìî âåðøèííîå ïîêðû-

òèå M ñ k âåðøèíàìè (åñëè òàêîå åñòü). Ïðîâåðèòü, ÷òî M ñîäåðæèò
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ðîâíî k âåðøèí è ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì, ìîæíî çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ.

Òåîðåìà 4.17. Çàäà÷è ÍÌ è ÂÏ NP -ïîëíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïîñòàâèì ïàðå (G, k) ïàðó (Ḡ, k), ãäå Ḡ�ãðàô,
ÿâëÿþùèéñÿ äîïîëíåíèåì ê G (òî åñòü â Ḡ òî æå ìíîæåñòâî âåðøèí
V , ÷òî è â G, è äâå âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì â Ḡ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè íå ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì â G). Ïðè ýòîì ïîäìíîæåñòâî
M ⊆ V ÿâëÿåòñÿ êëèêîé ñ k âåðøèíàìè â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
M ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì ñ k âåðøèíàìè â Ḡ. Ïîëó÷àåì
ñâåäåíèå (î÷åâèäíî, ïîëèíîìèàëüíîå) çàäà÷è ÊËÈÊÀ ê çàäà÷å ÍÌ. Òàê
êàê çàäà÷à ÊËÈÊÀ NP -ïîëíà è HM ∈ NP , òî çàäà÷à ÍÌ NP -ïîëíàÿ.
Ñîïîñòàâèì ïàðå (G, k) ïàðó (G, n − k), ãäå n = |V |�÷èñëî âåðøèí
â ãðàôå G. Ïðè ýòîì ïîäìíîæåñòâî M ⊆ V ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì
ìíîæåñòâîì ñ k âåðøèíàìè â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V \ M
ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì ñ n − k âåðøèíàìè â G. Ïîëó÷àåì
ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå çàäà÷è ÍÌ ê çàäà÷å ÂÏ. Òàê êàê çàäà÷à ÍÌ
NP -ïîëíàÿ è ÂÏ ∈ NP , òî è çàäà÷à ÂÏ NP -ïîëíàÿ.

Îïðåäåëåíèå. Öèêë â ãðàôå, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó
ðîâíî 1 ðàç, íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì. Ãàìèëüòîíîâîé öåïüþ
íàçûâàåòñÿ íåçàìêíóòàÿ öåïü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ðîâíî
1 ðàç.

Çàäà÷à î ãàìèëüòîíîâîì öèêëå (ÃÖ).

Âõîä: ïðîèçâîëüíûé ãðàô G.

Âîïðîñ: åñòü ëè â G ãàìèëüòîíîâ öèêë?

Ëåììà 4.27. ÃÖ ∈ NP .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äàííîãî ãðàôà G ñ n âåðøèíàìè ñåðòèôè-

êàòîì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí (v1, v2, . . . , vn). Àëãîðèòì
ïðîâåðêè ñåðòèôèêàòà äîëæåí óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñïèñêå ñòîëüêî
æå âåðøèí, ñêîëüêî â ãðàôå G, ÷òî âñå îíè ðàçëè÷íû è ÷òî äëÿ âñåõ
j = 1, 2, . . . , n − 1 â ãðàôå G åñòü ðåáðî (vj, vj+1), à òàêæå åñòü ðåáðî
(vn, v1). Âñå ýòî ìîæíî âûïîëíèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Òåîðåìà 4.18. Çàäà÷à ÃÖ NP -ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå çàäà÷è
3-ÂÛÏ ê çàäà÷å ÃÖ. Ðàññìîòðèì 2 âñïîìîãàòåëüíûõ ãðàôà: α-ãðàô è
β-ãðàô, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 1 è 2, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïóñòü α-ãðàô (ðèñ. 1) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì íåêîòîðîãî ãðàôà G,
ïðè÷åì ñ äðóãèìè âåðøèíàìè ãðàôà ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ òîëüêî âåðøèíû
A1, A2, B1, B2, è ïóñòü â G ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë. Íåòðóäíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî åñëè ýòîò öèêë âõîäèò âíóòðü α-ãðàôà, òî îí îáÿçàí ñðàçó
îáîéòè âñå âíóòðåííèå âåðøèíû α-ãðàôà. Ïðè ýòîì, åñëè îí âõîäèò ÷åðåç
âåðøèíó A1, òî âûõîäèò îáÿçàòåëüíî ÷åðåç B1 è íàîáîðîò. Àíàëîãè÷íî,
åñëè îí âõîäèò ÷åðåç A2, òî âûõîäèò ÷åðåç B2 è íàîáîðîò. Ïîýòîìó
óñëîâíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α-ãðàô èìååò âñåãî 2 ðåáðà A1B1 è A2B2

è òðåáóåòñÿ, ÷òîáû öèêë ïðîõîäèë ðîâíî ïî îäíîìó èç íèõ.

Ïóñòü β-ãðàô (ðèñ. 2) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì íåêîòîðîãî ãðàôà G,
ïðè÷åì ñ äðóãèìè âåðøèíàìè ãðàôà G ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ òîëüêî âåð-
øèíû P è S. Åñëè ãàìèëüòîíîâ öèêë âõîäèò â β-ãðàô ÷åðåç P èëè S,
òî îí äîëæåí ñðàçó îáîéòè âñå âåðøèíû ýòîãî β-ãðàôà (è âûéòè ÷åðåç
äðóãóþ âåðøèíó ïàðû P, S).

Â β-ãðàôå (ðèñ. 2) 3 íèæíèõ ðåáðà PQ,QR è RS áóäåì íàçûâàòü
îñíîâíûìè, à âåðøèíû P è S � ãðàíè÷íûìè.

Ëåììà 4.28. Íå ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâîé öåïè â β-ãðàôå èç
âåðøèíû P â âåðøèíó S, ïðîõîäÿùåé ïî âñåì òðåì îñíîâíûì ðåáðàì
PQ,QR,RS. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ïîäìíîæåñòâà îñíîâíûõ ðåáåð (âêëþ-
÷àÿ ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî) ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâà öåïü èç P â S,
ïðîõîäÿùàÿ â òî÷íîñòè ïî ýòîìó ïîäìíîæåñòâó îñíîâíûõ ðåáåð.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîé ëåììû î÷åâèäíà, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷à-
ñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè è â êàæäîì ïîñòðîèòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ ãàìèëüòîíîâó öåïü (ïîñòðîéòå).

Ïóñòü A � àëôàâèò çàäà÷è 3-ÂÛÏ. Êàæäîìó ñëîâó ā ∈ A∗ ìû
ñîïîñòàâèì ãðàô G òàê, ÷òîáû â G ñóùåñòâîâàë ãàìèëüòîíîâ öèêë òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ā � âûïîëíèìàÿ 3-ÊÍÔ. Åñëè ā ∈ A∗ è ā � íå
3-ÊÍÔ, òî ñîïîñòàâèì ā ãðàô G ñ äâóìÿ âåðøèíàìè è 1 ðåáðîì. Î÷åâèä-
íî, â íåì íåò ãàìèëüòîíîâà öèêëà. Ïóñòü òåïåðü ā = K = D1·D2·. . .·Ds �
ïðîèçâîëüíàÿ 3-ÊÍÔ ñ ïåðåìåííûìè x1, x2, . . . , xn. Ïóñòü H1, H2, . . . , Hs

� β-ãðàôû ñ ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè Pj, Sj, j = 1, 2, . . . , s. Ñîåäèíèì
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ðåáðàìè âåðøèíû Sj è Pj+1 äëÿ j = 1, 2, . . . , s − 1. Ïîëó÷åííûé ãðàô
îáîçíà÷èì G1. ×åðåç G2 îáîçíà÷èì ãðàô (òî÷íåå, ìóëüòèãðàô) ñ âåðøè-
íàìè C0, C1, . . . , Cn, â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n åñòü 2 ðåáðà
(Ci−1, Ci) è íåò äðóãèõ ðåáåð. Âåðøèíó P1 ãðàôà G1 ñîåäèíèì ðåáðîì ñ
C0, à Ss ñîåäèíèì ðåáðîì ñ Cn. Èç äâóõ ðåáåð (Ci−1, Ci) îäíî ñîïîñòàâèì
ïåðåìåííîé xi, à äðóãîå � x̄i. Ïåðâîå îáîçíà÷èì e

1
i , âòîðîå e

0
i . Â êàæäîì

ïîäãðàôå Hj îñíîâíûå ðåáðà PjQj, QjRj, RjSj ñîïîñòàâèì ëèòåðàëàì
tj,1, tj,2, tj,3 äèçúþíêòà Dj. Ïóñòü ëèòåðàë xi âñòðå÷àåòñÿ â k äèçúþíêòàõ
Dj è â ïîäãðàôàõ Hj ëèòåðàëó xi ñîîòâåòñòâóþò k ðåáåð e1, e2, . . . , ek.
Ìåæäó ðåáðîì e1

i = (Ci−1, Ci), ñîîòâåòñòâóþùèì xi, è êàæäûì èç ðåáåð
e1, e2, . . . , ek âñòàâèì ñîåäèíèòåëüíûå ðåáðà òàê, ÷òîáû îáðàçîâàëîñü k
α-ãðàôîâ. Òàê ïîñòóïèì äëÿ âñåõ xi. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì äëÿ âñåõ x̄i
ñ çàìåíîé e1

i íà e
0
i . Ïîëó÷åííûé ãðàô îáîçíà÷èì Gā.

Ëåììà 4.29. Â Gā åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ÊÍÔ K âûïîëíèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â Gā ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë W . Ïî
ñâîéñòâàì α-ãðàôà (ñì.âûøå) ìîæíî óñëîâíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãàìèëüòîíîâ
öèêë ïðîõîäèò ðîâíî ïî îäíîìó èç ðåáåð A1B1 èëè A2B2 α-ãðàôà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî öèêë W ñíà÷àëà ïðîõîäèò ïî âñåì
âåðøèíàì ïîäãðàôà G1, ïîòîì ïî âñåì âåðøèíàì ïîäãðàôà G2, ïðè
ýòîì âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå ñâîéñòâî äëÿ êàæäîãî α-ãðàôà. Äëÿ êàæäîé
ïàðû ðåáåð e0

i , e
1
i â G2 öèêë W , î÷åâèäíî, äîëæåí ïðîõîäèòü ðîâíî ïî

îäíîìó èç ýòèõ ðåáåð. Äëÿ êàæäîãî i ïîëîæèì xi = 0, åñëè W ïðîõîäèò
ïî e0

i , è xi = 1, åñëè W ïðîõîäèò ïî e1
i . Ïîëó÷åííûé íàáîð îáîçíà÷èì

γ̃ = (γ1, . . . , γn). Ðàññìîòðèì îäèí èç ïîäãðàôîâ Hj â G1. Ïî ëåììå
4.28 ãàìèëüòîíîâ öèêë W íå ïðîõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå ïî îäíîìó èç
îñíîâíûõ ðåáåð ïîäãðàôà Hj. Ïóñòü ýòîìó ðåáðó ñîñïîñòàâëåí ëèòåðàë t
ñ ïåðåìåííîé xi. Åñëè t = xi, òî ýòî ðåáðî ñîåäèíåíî α-ãðàôîì ñ e1

i , åñëè
t = x̄i, òî ñ e

0
i . Òàê êàê ïî äàííîìó ðåáðó öèêëW íå ïðîõîäèò, îí äîëæåí

ïðîõîäèòü ïî e1
i , åñëè t = xi, è ïî e

0
i , åñëè t = x̄i. Èç âûáîðà γi ïîëó÷àåì,

÷òî â ëþáîì ñëó÷àå t(γ̃) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, Dj(γ̃) = 1. Ïîñêîëüêó ýòî
âåðíî äëÿ âñåõ j, òî K(γ̃) = 1, òî åñòü ÊÍÔ K âûïîëíèìà.

Îáðàòíî, ïóñòü ÊÍÔK âûïîëíèìà èK(γ̃) = 1, ãäå γ̃ = (γ1, . . . , γn).
Ïðîâåäåì öèêëW ïî ïîäãðàôó G2 òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n
îí ïðîõîäèë ïî e0

i , åñëè γi = 0, è ïî e1
i , åñëè γi = 1. Òîãäà ïî ñâîéñòâàì

α-ãðàôîâ öèêëW íå ìîæåò ïðîõîäèòü ïî îñíîâíîìó ðåáðó ïîäãðàôà G1,
êîòîðîìó ïðèïèñàí ëèòåðàë t, òàêîé, ÷òî t(γ̃) = 1, è îáÿçàí ïðîõîäèòü ïî
îñíîâíîìó ðåáðó, åñëè åìó ïðèïèñàí ëèòåðàë t, òàêîé, ÷òî t(γ̃) = 0. Òàê
êàê Dj(γ̃) = 1 äëÿ âñåõ j, òî â êàæäîì ïîäãðàôå Hj ñóùåñòâóåò õîòÿ áû
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îäíî ðåáðî, òàêîå, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ëèòåðàëà tj âûïîëíÿåò-
ñÿ tj(γ̃) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî â êàæäîì ïîäãðàôå Hj ñóùåñòâóåò îäíî, äâà
èëè òðè îñíîâíûõ ðåáðà, òàêèõ, ÷òî öèêëW íå äîëæåí ïî íèì ïðîõîäèòü,
è äîëæåí ïðîõîäèòü ïî îñòàëüíûì îñíîâíûì ðåáðàì. Ïî ëåììå 4.28 â
êàæäîìHj ìîæíî ïîñòðîèòü ãàìèëüòîíîâó öåïü, óäîâëåòâîðÿþùóþ ýòèì
òðåáîâàíèÿì, è â öåëîì â ãðàôå Gā ìîæíî ïîñòðîèòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñëîâî ā ∈ A∗ 3-ÊÍÔ, è ïîñòðîèòü ãðàô
Gā, åñëè ā = K � ýòî 3-ÊÍÔ, ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå (îò äëèíû ā)
âðåìÿ. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå çàäà÷è 3-ÂÛÏ
ê çàäà÷å ÃÖ. Òàê êàê çàäà÷à 3-ÂÛÏ NP -ïîëíà è ÃÖ ∈ NP , òî è çàäà÷à
ÃÖ NP -ïîëíà. Òåîðåìà 4.18 äîêàçàíà.

Èíòåðåñíî, ÷òî ñëåäóþùàÿ áëèçêàÿ çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ ïîëèíîìè-
àëüíîé.

Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèãðàôîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, â êîòîðîì ðàç-
ðåøåíû êðàòíûå ðåáðà (òî åñòü ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå îäíó è òó æå ïàðó
âåðøèí).

Îïðåäåëåíèå. Ýéëåðîâûì öèêëîì â ìóëüòèãðàôå íàçûâàåòñÿ
öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîìó ðåáðó ðîâíî îäèí ðàç è ïðîõîäÿùèé ïî
âñåì âåðøèíàì.

Òåîðåìà 4.19. Ýéëåðîâ öèêë â ìóëüòèãðàôå ñóùåñòâóåò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìóëüòèãðàô ñâÿçíûé è ñòåïåíè âñåõ âåðøèí â
ìóëüòèãðàôå ÷åòíû, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì,
êîòîðûé, â ñëó÷àå, êîãäà ìóëüòèãðàô ñâÿçíûé è ñòåïåíè âñåõ âåðøèí
â ìóëüòèãðàôå ÷åòíû, ñòðîèò ýéëåðîâ öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè ýéëåðîâ
öèêë ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó k ðàç, òî ñòåïåíü ýòîé âåðøèíû äîëæíà
ðàâíÿòüñÿ 2k. Ïóñòü òåïåðü âñå ñòåïåíè ÷åòíû. Âûáåðåì ëþáóþ âåðøèíó
v1 è áóäåì ñòðîèòü ïóòü ïî ðåáðàì, èñïîëüçóÿ ëþáûå åùå íå ïðîéäåííûå
ðåáðà, äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæåìñÿ â òóïèêå. Òàê êàê ñòåïåíü ëþáîé
âåðøèíû ÷åòíà, òî òóïèê íå ìîæåò îáðàçîâàòüñÿ íè â îäíîé âåðøèíå,
îòëè÷íîé îò v1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåêîòîðûé öèêë. Åñëè ýòîò öèêë
íå ñîäåðæèò âñåõ ðåáåð ìóëüòèãðàôà, òî, â ñèëó ñâÿçíîñòè ìóëüòèãðàôà,
ñóùåñòâóåò íà ïîñòðîåííîì öèêëå õîòÿ áû îäíà âåðøèíà v2, êîòîðàÿ
èíöèäåíòíà íå ïðîéäåííîìó ðåáðó. Òîãäà ðàññìîòðèì óæå ïîñòðîåííûé
öèêë, êàê íà÷èíàþùèéñÿ è êîí÷àþùèéñÿ â âåðøèíå v2. Ïîñëå ÷åãî
îïÿòü ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå öèêëà èç âåðøèíû v2. Ýòîò ïðîöåññ áóäåì
ïðîäîëæàòü ðåêóðñèâíî, ïîêà â öèêë íå âîéäóò âñå ðåáðà. Îïèñàííûé
àëãîðèòì, î÷åâèäíî, ïîëèíîìèàëåí îòíîñèòåëüíî ÷èñëà ðåáåð.
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5. Çàäà÷è îïòèìèçàöèè

Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è îïòèìèçà-
öèè, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Êàæäîìó âõîäó x ñîïîñòàâ-
ëÿåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Yx äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Çàäàí ôóíêöèîíàë
F : Yx → R, ãäå R�ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òðåáóåòñÿ íàéòè

min
y∈Yx

F (y) èëè max
y∈Yx

F (y)

èëè òî äîïóñòèìîå ðåøåíèå y0, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà. Åñëè ôóíêöèîíàë F âû÷èñëÿåòñÿ áûñòðî, òî
íàéäÿ îïòèìàëüíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå, ìû ìîæåì ëåãêî ïîëó÷èòü è
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Fîïò. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ÿñíî: ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áûñòðûé àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò Fîïò, íå
íàõîäÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ñ êàæäîé çàäà÷åé îïòèìèçàöèè ìîæíî ñâÿçàòü çàäà÷ó ðàñïîçíàâà-
íèÿ. Ïðè ýòîì íà âõîä êðîìå x ïîäàåòñÿ ÷èñëî k è ñïðàøèâàåòñÿ, âåðíî
ëè, ÷òî Fîïò 6 k (èëè Fîïò > k).

Íà ïðàêòèêå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ
àëãîðèòìû, íàçûâàåìûå æàäíûìè èëè ãðàäèåíòíûìè. Â òàêèõ àëãî-
ðèòìàõ äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ïîñòåïåííî ïî øàãàì, ïðè÷åì íà
êàæäîì øàãå äåëàåòñÿ âûáîð, îïòèìàëüíûé äëÿ äàííîãî øàãà. Êàê ìû
óâèäèì íèæå, òàêîé ïîäõîä íå âñåãäà ïðèâîäèò ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ
â öåëîì. Îäíàêî äëÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è îí âñåãäà äàåò îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ëþáîé íåîðèåíòèðîâàííûé
ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ. Ïîäãðàô G1 ãðàôà G íàçûâàåòñÿ îñòîâíûì,
åñëè G1 ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðàôà G. ×åðåç Kn îáîçíà÷àåòñÿ ïîëíûé
ãðàô íà n âåðøèíàõ, òî åñòü ãðàô, â êîòîðîì êàæäàÿ ïàðà âåðøèí
ñîåäèíåíà ðåáðîì.

5.1. Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì îñòîâíîì äåðåâå

Âõîä: íåîðèåíòèðîâàííûé ïîëíûé ãðàô Kn, â êîòîðîì äëÿ ëþáîãî
ðåáðà e çàäàí âåñ w(e) > 0.

Òðåáóåòñÿ: âûäåëèòü â Kn îñòîâíîå äåðåâî ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé
âåñîâ ðåáåð.

Çàìå÷àíèå. Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò òðåáîâàíèå ïîñòðîèòü ñåòü
ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, ñâÿçûâàþùóþ n äàííûõ îáúåêòîâ.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè ãðàôîâ [3].
Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè â ãðàôå ñ n âåðøèíàìè ÷èñëî ðåáåð q <

n− 1, òî ãðàô íå ñâÿçíûé.
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Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè â ãðàôå G íåò öèêëîâ è q = n− 1 (q, n �
÷èñëî ðåáåð è âåðøèí), òî G � äåðåâî.

Óòâåðæäåíèå 3. Â ëþáîì äåðåâå ñ n âåðøèíàìè ÷èñëî ðåáåð q =
n− 1.

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè ê äåðåâó äîáàâèòü íîâîå ðåáðî íà òåõ æå
âåðøèíàõ, òî îáðàçóåòñÿ ðîâíî 1 öèêë.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì îñòîâ-
íîì äåðåâå.

1. Âçÿòü ëþáîå ðåáðî e1 ìèíèìàëüíîãî âåñà.

2. Ðåêóðñèâíûé øàã: ïóñòü óæå âûáðàíû ðåáðà e1, e2, . . . , em. Åñëè
m = n − 1, òî îñòàíîâèòüñÿ. Èíà÷å, ñðåäè âñåõ ðåáåð, íå îáðàçóþùèõ
öèêëîâ ñ e1, e2, . . . , em, âçÿòü ðåáðî em+1 ìèíèìàëüíîãî âåñà, è ïîâòîðèòü
ðåêóðñèâíûé øàã.

Àëãîðèòì äåëàåò ìåíüøå, ÷åì n èòåðàöèé è íà êàæäîé ïðîñìàòðè-
âàåò ìåíåå, ÷åì n2 ðåáåð. Ïðè ýòîì, åñëè èç ðåáåð e1, e2, . . . , em ñôîðìè-
ðîâàòü ñâÿçíûå êîìïîíåíòû, òî òîò ôàêò, ÷òî em+1 íå îáðàçóåò ñ íèìè
öèêëîâ, ýêâèâàëåíòåí òîìó, ÷òî êîíöû ðåáðà em+1 íå ëåæàò â îäíîé
ñâÿçíîé êîìïîíåíòå. Ýòî ñâîéñòâî ëåããêî ïðîâåðÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
àëãîðèòì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ñ ïîëèíîìèàëüíûì îò n ÷èñëîì îïå-
ðàöèé, âêëþ÷àþùèõ ïîèñê èíôîðìàöèè è ñðàâíåíèå âåñîâ.

Òåîðåìà 5.1. Îïèñàííûé àëãîðèòì êîððåêòíî ñòðîèò ìèíè-
ìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì, ÷òî åñëè m < n− 1, òî ñóùåñòâóþò
ðåáðà, íå îáðàçóþùèå öèêëîâ ñ e1, e2, . . . , em. Åñëèm < n−1, òî ïîäãðàô,
ñîñòîÿùèé èç âñåõ âåðøèí è ðåáåð e1, e2, . . . , em, íå ñâÿçíûé (ïî óòâ. 1).
Åñëè âçÿòü ëþáîå ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå âåðøèíû èç ðàçíûõ êîìïîíåíò
ýòîãî ïîäãðàôà, òî öèêëû íå îáðàçóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì
ïðîðàáîòàåò äî m = n− 1.

2) Ïðè îñòàíîâêå m = n − 1 è ðåáðà e1, e2, . . . , em íå îáðàçóþò
öèêëîâ. Òîãäà (ïî óòâ. 2) îíè îáðàçóþò îñòîâíîå äåðåâî.

3) Ïóñòü àëãîðèòì ñòðîèò îñòîâíîå äåðåâî D. Äîêàæåì, ÷òî D
�ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî. Ðàññìîòðèì âñå ìèíèìàëüíûå îñòîâ-
íûå äåðåâüÿ, è ïóñòü T� ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî, èìåþùåå ñ D
íàèáîëüøåå ÷èñëî îáùèõ ðåáåð. Äîêàæåì (îò ïðîòèâíîãî), ÷òî D = T .
Äîïóñòèì, ÷òî T 6= D. Òàê êàê è â T è â D n− 1 ðåáðî (óòâ. 3), òî â D
åñòü ðåáðà, íå âõîäÿùèå â T . Ïóñòü â àëãîðèòìå ðåáðà äåðåâà D ïîÿâëÿ-
ëèñü â ïîðÿäêå: e1, e2, . . . , en−1 è ïóñòü ðåáðà e1, e2, . . . , ek ïðèíàäëåæàò
äåðåâó T , à ek+1 /∈ T . Ðàññìîòðèì ãðàô H = T ∪ {ek+1}. Â H èìååòñÿ
åäèíñòâåííûé öèêë C (óòâ. 4), ñîäåðæàùèé ek+1. Òàê êàê D íå ñîäåðæèò
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öèêëîâ, òî â C åñòü õîòÿ áû îäíî ðåáðî e òàêîå, ÷òî e /∈ D. Ïðè ýòîì
e ∈ T . Ðàññìîòðèì H1 = H \ {e}. Ãðàô H1 � ñâÿçíûé è áåç öèêëîâ, òî
åñòü H1 � îñòîâíîå äåðåâî. Ïóñòü w(H1) è w(T ) � ñóììû âåñîâ ðåáåð â
H1 è T . Òàê êàê T � ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî, òî w(H1) > w(T ) è

w(H1) = w(T ) + w(ek+1)− w(e) > w(T ).

Îòñþäà w(e) 6 w(ek+1). Ïîñêîëüêó e ∈ T è e1, e2, . . . , ek ïðèíàäëå-
æàò äåðåâó T , òî e íå îáðàçóåò öèêëîâ ñ e1, e2, . . . , ek. Åñëè áû áûëî
w(e) < w(ek+1), òî íà k + 1-ì øàãå àëãîðèòìà íå ìîãëî áû âûáèðàòüñÿ
ðåáðî ek+1. Çíà÷èò w(e) = w(ek+1) è w(H1) = w(T ). Ïîëó÷àåì, ÷òî H1 �
òàêæå ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî, íî èìåþùåå ñ D íà 1 îáùåå ðåáðî
áîëüøå, ÷åì T ñ D. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó äåðåâà T . Èç ïîëó÷åííîãî
ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî äîëæíî áûòü D = T , òî åñòü D � ìèíèìàëü-
íîå îñòîâíîå äåðåâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

5.2. Ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû

Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì âåðøèííîì ïîêðûòèè (ÌÂÏ).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà v ïîêðûâàåò ðåáðî e, åñëè îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíèì èç êîíöîâ ðåáðà e. Ïîäìíîæåñòâî A ⊆ V âåðøèí ãðàôà
G = (V,E) íàçûâàåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì, åñëè âåðøèíû èç A

ïîêðûâàþò âñå ðåáðà èç E.
Âõîä: íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E).
Òðåáóåòñÿ: íàéòè âåðøèííîå ïîêðûòèå (ÂÏ) ìèíèìàëüíîé ìîùíî-

ñòè.

�Æàäíûé� àëãîðèòì äëÿ ÌÂÏ.

Íà êàæäîì øàãå âûáèðàåòñÿ ëþáàÿ âåðøèíà, ïîêðûâàþùàÿ íàè-
áîëüøåå ÷èñëî åùå íå ïîêðûòûõ ðåáåð. Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà
âñå ðåáðà ïîêðûòû.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî �æàäíûé� àëãîðèòì äëÿ ÌÂÏ èìååò ïîëèíî-
ìèàëüíóþ ñëîæíîñòü.

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ �æàäíîãî� àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è ÌÂÏ äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ãðàô Gn òàêîé, ÷òî ïðè âõîäå Gn

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

Fàëã > Fîïò(lnn− ln 2− 1),

ãäå Fàëã � ÷èñëî âåðøèí â ïîêðûòèè, êîòîðîå ñòðîèò àëãîðèòì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷èì â ãðàô Gn ñíà÷àëà âåðøèíû

u1, u2, . . . , un, ìåæäó êîòîðûìè íå áóäåò ðåáåð. Äàëåå âûäåëèì èç
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âåðøèí u1, u2, . . . , un [n2 ] íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàð (îäíà âåðøèíà ìîæåò íå
ó÷àñòâîâàòü â ïàðàõ) è êàæäóþ ïàðó ñîåäèíèì ñ íîâîé âåðøèíîé, ïðè
ýòîì ïîëó÷èì íîâûå âåðøèíû v1, v2, . . . , v[n2 ] ñòåïåíè 2. Çàòåì âûäåëèì
èç âåðøèí u1, u2, . . . , un [n3 ] íåïåðåñåêàþùèõñÿ òðîåê è êàæäóþ òðîéêó
ñîåäèíèì ñ íîâîé âåðøèíîé (ñòåïåíè 3). Äàëåå àíàëîãè÷íî âûäåëèì
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷åòâåðêè, ïÿòåðêè âåðøèí è ò.ä. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå
âûäåëèì èç u1, u2, . . . , un ãðóïïó èç n − 1 âåðøèí è ñîåäèíèì åå ñ
íîâîé âåðøèíîé (ñòåïåíè n − 1). Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå äîáàâëåíèÿ íîâûõ
âåðøèí ñòåïåíè k âåðøèíû u1, u2, . . . , un èìåþò ñòåïåíü íå áîëåå k − 1,
â ÷àñòíîñòè, â çàêëþ÷èòåëüíîì ãðàôå Gn îíè èìåþò ñòåïåíü íå áîëåå
n−2. Ïîýòîìó �æàäíûé� àëãîðèòì, ïðèìåíåííûé ê Gn, ñíà÷àëà âûáåðåò
äîáàâëåííóþ âåðøèíó ñòåïåíè n−1, çàòåì (ïîñëå óäàëåíèÿ ýòîé âåðøèíû
è ïîêðûâàåìûõ åþ ðåáåð) âûáåðåò âñå äîáàâëåííûå âåðøèíû ñòåïåíè
n−2, çàòåì âñå äîáàâëåííûå âåðøèíû ñòåïåíè n−3 è ò.ä. Íà ïîñëåäíåì
ýòàïå îí âûáåðåò âñå äîáàâëåííûå âåðøèíû ñòåïåíè 2. Òàêèì îáðàçîì

Fàëã =
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2
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3

]
+ . . .+
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1
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)
− (n− 2) >
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n∫
2

1

x
dx− n = n(lnn− ln 2)− n.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìíîæåñòâî {u1, u2, . . . , un} ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïî-
êðûòèåì â Gn. Ïîýòîìó Fîïò 6 n è

Fàëã > n(lnn− ln 2− 1) > Fîïò(lnn− ln 2− 1).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ ôóíêöèîíàëîì
F . Àëãîðèòì äëÿ ýòîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ε- ïðèáëèæåííûì, åñëè âñåãäà∣∣∣Fàëã − Fîïò

Fîïò

∣∣∣ < ε,

ãäå Fàëã è Fîïò �çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà, âûäàâàåìîå àëãîðèòìîì, è îï-
òèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Åñëè äàíà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè è Fîïò > 0, òî óêàçàííîå íåðàâåí-
ñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó:Fàëã 6 (1 + ε)Fîïò.

Ñëåäñòâèå. Æàäíûé àëãîðèòì äëÿ ÌÂÏ íå ÿâëÿåòñÿ
ε-ïðèáëèæåííûì íè ïðè êàêîì ôèêñèðîâàííîì ε.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåòè÷åñêè "æàä-
íàÿ"ñòðàòåãèÿ äëÿ çàäà÷è ÌÂÏ íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé.

Òåîðåìà 5.3. Äëÿ çàäà÷è ÌÂÏ ñóùåñòâóåò 1-ïðèáëèæåííûé
àëãîðèòì ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Ïóñòü äàí
ãðàô G = (V,E). Áóäåì ôîðìèðîâàòü âåðøèíîå ïîêðûòèå A. Âîçüìåì
ëþáîå ðåáðî e1 = (v1, v2) è âêëþ÷èì v1 è v2 â A. Âûáðîñèì èç ãðàôà G
âåðøèíû v1 è v2 è âñå ðåáðà, êîòîðûå èìè ïîêðûâàþòñÿ. Â ïîëó÷åííîì
ãðàôå G1 îïÿòü âîçüìåì ëþáîå ðåáðî e2 = (v3, v4), äîáàâèì v3 è v4 â A
è óäàëèì èç G1 âåðøèíû v3 è v4 è âñå ïîêðûâàåìûå èìè ðåáðà. Ïðî-
öåññ çàêîí÷èì, êîãäà áóäóò óäàëåíû âñå ðåáðà. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòîò
àëãîðèòì ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ. Òàêæå ïî
ïîñòðîåíèþ î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî âåðøèí A ïîêðûâàåò
âñå ðåáðà. Ïóñòü â ïðîöåññå àëãîðèòìà âûáèðàëèñü ðåáðà e1, e2, . . . , ek.
Òîãäà |A| = 2k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ðåáðà e1, e2, . . . , ek íå èìåþò îáùèõ
âåðøèí è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå âåðøèííîå ïîêðûòèå äîëæíî ñîäåðæàòü
íå ìåíåå k âåðøèí (÷òîáû ïîêðûòü e1, e2, . . . , ek). Òàêèì îáðàçîì Fîïò > k

è Fàëã = |A| 6 2Fîïò. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, à íåëüçÿ ëè äëÿ çàäà÷è ÌÂÏ ïîñòðîèòü íå ïðè-
áëèæåííûé, à òî÷íûé àëãîðèòì ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ. Âûøå
áûëà äîêàçàíà NP -ïîëíîòà çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè (ÂÏ), ãäå ïî
çàäàííîìó ãðàôó G è ÷èñëó k òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, åñòü ëè â ãðàôå G
âåðøèííîå ïîêðûòèå ìîùíîñòè íå áîëåå k.

Òåîðåìà 5.4. Åñëè äëÿ çàäà÷è ÌÂÏ ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ñ
ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ, òî è äëÿ çàäà÷è ÂÏ ñóùåñòâóåò àëãî-
ðèòì ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àëãîðèòì H ðåøàåò çàäà÷ó ÌÂÏ çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è ïóñòü â çàäà÷å ÂÏ çàäàíû ãðàô G è ÷èñëî k.
Ïðèìåíÿåì ê ãðàôó G àëãîðèòì H è ïîëó÷àåì m�ìèíèìàëüíóþ ìîù-
íîñòü âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ â G. Åñëè m 6 k, òî îòâåò â çàäà÷å ÂÏ �äà�,
èíà÷å îòâåò �íåò�. Ïîëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è ÂÏ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè äëÿ çàäà÷è ÂÏ ñóùåñòâóåò àëãîðèòì H ñ ïîëè-
íîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ è â ãðàôå G n âåðøèí, òî, ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì
H ê ïàðàì (G, 0), (G, 1), . . . , (G, n− 1), ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
îïðåäåëèòü ìîùíîñòü ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ, îäíàêî íå
ÿñíî, êàê íàéòè ñàìî ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷ó îïòèìèçàöèè áóäåì íàçûâàòü NP -òðóäíîé,
åñëè èç ñóùåñòâîâàíèÿ àëãîðèòìà ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè äëÿ íåå
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè äëÿ íåêî-
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òîðîé NP -ïîëíîé çàäà÷è (è,ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ çàäà÷ èç NP ).
Ñëåäñòâèå. Çàäà÷à ÌÂÏ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé.
Ñëåäñòâèå. Åñëè P 6= NP , òî äëÿ çàäà÷è ÌÂÏ íå ñóùåñòâóåò

àëãîðèòìà ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ.

5.3. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà

Âûøå ìû ïîëó÷èëè óñëîâíûé ðåçóëüòàò î òðóäíîñòè íàõîæäåíèÿ
òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ÌÂÏ. Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî òàêèå óñëîâíûå
îòðèöàòåëüíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷àòü è äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëè-
æåííûõ ðåøåíèé.

Íàïîìíèì, ÷òî öèêë â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè îí
ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ðîâíî 1 ðàç. Âûøå áûëî ïîêàçàíî,
÷òî çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè â ãðàôå ãàìèëüòîíîâà öèêëà (ÃÖ) ÿâëÿåòñÿ
NP -ïîëíîé.

Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà (ÇÊ).

Âõîä: ïîëíûé ãðàô Kn, â êîòîðîì êàæäîìó ðåáðó e = (vi, vj)
ñîïîñòàâëåí âåñ d(e) = d(vi, vj) > 0. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
d(e)� öåëûå ÷èñëà è äëèíà âõîäà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñóììàðíóþ äëèíó
äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ d(e).

Òðåáóåòñÿ: íàéòè ãàìèëüòîíîâ öèêë â Kn ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé
âåñîâ ðåáåð.

Òåîðåìà 5.5. ÇÊ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò àëãîðèòì H äëÿ ÇÊ ñî ñëîæ-

íîñòüþ, ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùåé îò äëèíû âõîäà. Ïóñòü äàí ãðàô
G = (V,E) ñ n âåðøèíàìè è ñïðàøèâàåòñÿ, åñòü ëè â G ãàìèëüòîíîâ
öèêë. Ïóñòü V = {v1, v2, . . . , vn}. Ïîñòðîèì ïîëíûé ãðàô Kn íà ìíîæå-
ñòâå âåðøèí V è çàäàäèì âåñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(vi, vj) =

{
1, åñëè (vi, vj) ∈ E,
2, åñëè (vi, vj) 6∈ E.

Ïðèìåíèì àëãîðèòìH äëÿ ÇÊ ê ãðàôóKn ñ ýòèìè âåñàìè. Åñëè ïîëó÷èì
äëÿ ÇÊ, ÷òî Fmin = n, òî â G ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë, èíà÷å â G
íå ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâà öèêëà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì àëãîðèòì
äëÿ çàäà÷è î ãàìèëüòîíîâîì öèêëå (ÃÖ). Ïîñêîëüêó â G ìåíüøå, ÷åì
n2 ðåáåð, òî ñóììàðíàÿ äëèíà äâîè÷íîé çàïèñè âñåõ âåñîâ íå ïðåâîñõî-
äèò cn2, ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, òî åñòü äëèíà âõîäà äëÿ H íå
ïðåâîñõîäèò ïîëèíîìà îò n. Òàê êàê H � ïîëèíîìèàëüíûé (îò äëèíû
âõîäà) àëãîðèòì, òî ïîñòðîåííûé íàìè àëãîðèòì äëÿ ÃÖ èìååò ïîëèíî-
ìèàëüíóþ îò n ñëîæíîñòü. Òàêèì îáðàçîì èç ñóùåñòâîâàíèÿ àëãîðèòìà ñ
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ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ äëÿ ÇÊ âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå àãîðèòìà
ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîòüþ äëÿ ÃÖ. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ÃÖ ÿâëÿåòñÿ
NP -ïîëíîé, òî ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à ÇÊ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé.

Òåîðåìà 5.6. Åñëè P 6= NP , òî íè äëÿ êàêîãî ñêîëü óãîäíî áîëü-
øîãî ïîñòîÿííîãî ÷èñëà ε íå ñóùåñòâóåò ε-ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà
äëÿ ÇÊ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ε è ñóùåñòâóåò
ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì H ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ äëÿ ÇÊ.
Ïîñòðîèì òîãäà àëãîðèòì ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ äëÿ ÃÖ. Ïóñòü
äàí ãðàô G = (V,E) ñ n âåðøèíàìè. Ïîñòðîèì ïîëíûé ãðàô Kn =
(V,E ′) è äëÿ âñåõ e ∈ E ′ ïîëîæèì

d(e) =

{
1, åñëè e ∈ E,
b3 + εnc, åñëè e 6∈ E.

Ïðèìåíèì êKn c âåñàìè d àëãîðèòì H. Ïóñòü àëãîðèòì H íàõîäèò
ãàìèëüòîíîâ öèêë ñ ñóììàðíîé äëèíîé FH .

Ëåììà 5.1. Åñëè â ãðàôå G åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë, òî FH 6
n(1+ε). Åñëè â ãðàôå G íåò ãàìèëüòîíîâà öèêëà, òî FH > n(1+ε)+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â G åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë, òî â ÇÊ äëÿ
Kn c âåñàìè d áóäåò Fîïò = n. Òàê êàê H ÿâëÿåòñÿ ε-ïðèáëèæåííûì
àëãîðèòìîì äëÿ ÇÊ, òî FH 6 Fîïò(1 + ε) = n(1 + ε). Åñëè â G íåò
ãàìèëüòîíîâà öèêëà, òî ëþáîé ãàìèëüòîíîâ öèêë ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî
ðåáðî ñ âåñîì [3 + εn] è n− 1 ðåáåð ñ âåñîì íå ìåíåå 1. Òàêèì îáðàçîì,
ñóììàðíûé âåñ ëþáîãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà íå ìåíüøå ÷åì n−1+2+εn =
n(1 + ε) + 1.

Ëåììà 5.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî ðåçóëüòàòó ðàáîòû àëãîðèòìà H
ìîæíî îïðåäåëèòü, åñòü ëè â G ãàìèëüòîíîâ öèêë. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷àåì àëãîðèòì H1 äëÿ çàäà÷è ÃÖ. Îöåíèì âðåìÿ åãî ðàáîòû. Äëèíà
äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êàæäîãî âåñà d(e) íå ïðåâîñõîäèò c log2 n, ãäå
c�íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, è êîëè÷åñòâî âåñîâ ìåíüøå, ÷åì n2. Ïîýòîìó
äëèíà âõîäà äëÿ àëãîðèòìà H íå ïðåâîñõîäèò ïîëèíîìà îò n. Ïîñêîëüêó
âðåìÿ ðàáîòû H çàâèñèò ïîëèíîìèàëüíî îò äëèíû âõîäà, òî îáùåå âðåìÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà H1 íå ïðåâîñõîäèò ïîëèíîìà îò n. Â ðåçóëüòàòå ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòìH ñ ïîëèíîìè-
àëüíîé ñëîæíîñòüþ äëÿ ÇÊ, òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ñ ïîëèíîìèàëüíîé
ñëîæíîñòüþ äëÿ çàäà÷è ÃÖ. Íî çàäà÷à ÃÖ NP -ïîëíà. Òîãäà ïîëó÷àåì,
÷òî P = NP . Òåîðåìà 5.6 äîêàçàíà.

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ âåñà óäîâëåòâîðÿþò åñòåñòâåííî-
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ìó îãðàíè÷åíèþ, íàçûâàåìîìó íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà:

d(vi, vj) 6 d(vi, vk) + d(vk, vj)

äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ i, j, k. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàíà çàäà÷à êîììèâî-
ÿæåðà ñ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà (ÇÊÍÒ), åñëè íà âõîä ïîñòóïàþò
òîëüêî âåñà, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåñòâó òðåóãîëüíèêà.

Òåîðåìà 5.7. ÇÊÍÒ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïîëíîñòüþ ïðîõîäèò äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 5.5. Äîñòàòî÷íî òîëüêî îòìåòèòü, ÷òî íàáîð âåñîâ, êîòîðûé
ñòðîèòñÿ â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíè-
êà.

Òåîðåìà 5.8. Äëÿ ÇÊÍÒ ñóùåñòâóåò 1-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì
ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîëæíû ïîñòðîèòü àëãîðèòì H äëÿ ÇÊÍÒ
òàêîé, ÷òî âñåãäà FH 6 2Fîïò. Ïðèìåíèì ê çàäàííîìó ãðàôó Kn ñ âåñàìè
d àëãîðèòì ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåãî
îñòîâíîãî äåðåâà (ñì. ï. 4.8). Ïóñòü îí ñòðîèò êðàò÷àéøåå îñòîâíîå
äåðåâî D ñ ñóììàðíûì âåñîì ðåáåð d(D). Ïóñòü C � ëþáîé ãàìèëüòîíîâ
öèêë. Åñëè âûáðîñèòü ëþáîå ðåáðî èç C, òî ïîëó÷èì äåðåâî T . Ïðè ýòîì

d(D) 6 d(T ) 6 d(C).

Ïîýòîìó d(D) 6 Fîïò. Ðàññìîòðèì äåðåâî D è çàìåíèì êàæäîå ðåáðî
e = (vi, vj) â D äâóìÿ ðåáðàìè e′ = (vi, vj) è e

′′ = (vi, vj). Òîãäà ïîëó÷èì
ìóëüòèãðàô K (ãðàô ñ êðàòíûìè ðåáðàìè), â êîòîðîì ñòåïåíü êàæäîé
âåðøèíû ÷åòíà. Òàê êàêD � îñòîâíîå äåðåâî, òî ìóëüòèãðàôK ñâÿçíûé.
Âûøå äîêàçàíî (ñì. òåîðåìó 4.19), ÷òî â ëþáîì ñâÿçíîì ìóëüòèãðàôå,
â êîòîðîì ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíû, ñóùåñòâóåò ýéëåðîâ öèêë. Ïðè-
ìåíèì ê K àëãîðèòì ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
â K ýéëåðîâà öèêëà C1 (ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî àëãîðèòìà äîêàçàíî â
òåîðåìå 4.19). Ïîñêîëüêó öèêë C1 ïðîõîäèò ïî êàæäîìó ðåáðó â K ðîâíî
1 ðàç, òî âåñ d(C1) = 2d(D) 6 2Fîïò. Âûáåðåì ëþáóþ âåðøèíó v1 â
C1 â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé è ïóñòü âåðøèíû â C1 âñòðå÷àþòñÿ â ïîðÿäêå
v1, v2, v3, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , v1. Ïóñòü âûäåëåííîå vi âñòðå÷àåòñÿ â öèê-
ëå ðàíüøå. Òîãäà çàìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð (vi−1, vi), (vi, vi+1)
íà ðåáðî (vi−1, vi+1) â èñõîäíîì ãðàôå. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì îïÿòü öèêë,
ïðîõîäÿùèé ïî âñåì âåðøèíàì. Ïîñêîëüêó âåñà óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó òðåóãîëüíèêà, òî ñóììàðíûé âåñ öèêëà ïðè ýòîì íå âîçðàñòåò.
Åñëè â ïîëó÷åííîì öèêëå ñíîâà åñòü ïîâòîðÿþùèåñÿ âåðøèíó, òî îïÿòü
âûáðîñèì îäíó âåðøèíó, îñóùåñòâèâ �ñïðÿìëåíèå�. Ýòîò ïðîöåññ áóäåì
ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ öèêë C2 áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ

71



âåðøèí. Òîãäà öèêë C2 áóäåò ãàìèëüòîíîâûì è d(C2) 6 d(C1) 6 2Fîïò. Â
ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì àëãîðèòì äëÿ ÇÊÍÒ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæ-
íîñòüþ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ 1-ïðèáëèæåííûì.

5.4. Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîé êëèêå

Âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ÊËÈÊÀ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ÌÊ.
Âõîä: íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G.
Òðåáóåòñÿ: íàéòè êàêóþ-íèáóäü ìàêñèìàëüíóþ ïî ÷èñëó âåðøèí

êëèêó.
Òåîðåìà 5.9. Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîé êëèêå (ÌÊ) ÿâëÿåòñÿ

NP -òðóäíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � àëãîðèòì ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíî-

ñòüþ äëÿ ÌÊ, è ïóñòü ïàðà (G, k) � âõîä äëÿ çàäà÷è ÊËÈÊÀ. Ïðèìåíèì
ê G àëãîðèòì A è íàéäåì ìîùíîñòü m ïîëó÷åííîé ìàêñèìàëüíîé êëèêè
â G. Åñëè m > k, òî äëÿ ïàðû (G, k) â çàäà÷å ÊËÈÊÀ îòâåò �äà�, èíà÷å
îòâåò �íåò�. Ïîëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è ÊËÈÊÀ.
Òàê êàê ÊËÈÊÀNP -ïîëíà, òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãî-
ðèòìà äëÿ ÌÊ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ
âñåõ çàäà÷ èç NP , òî åñòü ÌÊ NP -òðóäíà.

Ïðåæäå, ÷åì èññëåäîâàòü ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû äëÿ ÌÊ, äî-
êàæåì ëåììó.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô.
Îïðåäåëèì ãðàôG2 = (V 2, E2) êàê ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V 2 = V ×
V = {(u, v)|u ∈ V, v ∈ V } è ìíîæåñòâîì ðåáåð E2 = {(u1, v1), (u2, v2)},
ãäå ëèáî u1 = u2 è (v1, v2) ∈ E, ëèáî (u1, u2) ∈ E.

Ëåììà 5.2. Åñëè â G åñòü êëèêà ðàçìåðà k, òî â G2 åñòü êëèêà
ðàçìåðà k2. Åñëè â G2 åñòü êëèêà ðàçìåðà m, ãäå (k− 1)2 < m 6 k2, òî
â G åñòü êëèêà ðàçìåðà k è â G2 åñòü êëèêà ðàçìåðà k2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â G åñòü êëèêà C = {v1, v2, . . . , vk}. Òîãäà
èç îïðåäåëåíèÿ ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî C2 = {(u, v)|u ∈ C, v ∈ C} �
êëèêà â G2 ðàçìåðà k2. Îáðàòíî, ïóñòü â G2 åñòü êëèêà D ðàçìåðà m.
Âåðøèíàìè â D ÿâëÿþòñÿ ïàðû (u, v) ∈ V 2. Ïóñòü V = {v1, v2, . . . , vn} è
ïóñòü Di�ìíîæåñòâî âåðøèí (u, v) èç D, ó êîòîðûõ u = vi. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ãðàôà G2 âåðøèíû (u, v′) è (u, v′′) ñìåæíû â G2 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (v′, v′′) ∈ E. Ïîýòîìó âòîðûå êîîðäèíàòû âñåõ âåðøèí èç Di

îáðàçóþò êëèêó â G. Åñëè |Di| > k õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i, òî ïîëó÷àåì
â G êëèêó ðàçìåðà k. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå |Di| 6 k − 1 äëÿ âñåõ i è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî íåïóñòûõ Di íå ìåíåå k, òàê êàê m > (k − 1)2.
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Âûáåðåì â êàæäîì íåïóñòîì Di ëþáóþ âåðøèíó (vi, vdi). Òàê êàê âñå
ýòè âåðøèíû ïðèíàäëåæàò îäíîé êëèêå D, òî âñå îíè ñìåæíû. Òàê êàê
vi 6= vj ïðè i 6= j, òî (vi, vj) ∈ E äëÿ âñåõ ïåðâûõ êîîðäèíàò âûáðàííûõ
âåðøèí ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôà G2. Ïîñêîëüêó ÷èñëî âûáðàííûõ âåðøèí
m > k, òî ïîëó÷àåì êëèêó â G ðàçìåðà k. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû
ñëåäóåò èç ïåðâîãî.

Ñëåäñòâèå 1. Ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíîé êëèêè â G2 èìååò âèä k2

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k.
Ñëåäñòâèå 2. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé

ïî çàäàííîé êëèêå D ìîùíîñòè m â ãðàôå G2, ãäå (k − 1)2 < m 6 k2,
ñòðîèò êëèêó C ìîùíîñòè k â ãðàôå G.

Ïóñòümàëã èmmax � ìîùíîñòü êëèêè, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ íåêîòîðûì
àëãîðèòìîì, è ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíîé êëèêè äëÿ äàííîãî âõîäà G.
Òîãäà màëã 6 mmax è

ε =
|màëã −mmax|

mmax

6 1.

Òåîðåìà. Åñëè äëÿ çàäà÷è ÌÊ ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé
ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ íåêîòîðîãî 0 < ε < 1, òî äëÿ ÌÊ
ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ âñåõ 0 <
ε < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ çàäà÷è ÌÊ äëÿ íåêîòîðîãî 0 < ε < 1
èìååòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì Aε, è ïóñòü 0 < δ <

1. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå r òàê, ÷òî (1− δ)2r < 1− ε. Òàêîå r ñóùåñòâóåò,
òàê êàê 1 − δ < 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì B. Ïóñòü íà âõîä
ïîñòóïàåò ãðàô G. Ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíî G2, G4, . . . , G2r . Ïðèìåíÿåì
ê G2r àëãîðèòì Aε. Ïîëó÷àåì êëèêó Dr â G2r . Ïî êëèêå Dr ñòðîèì
êëèêóDr−1 â G

2r−1 òàê, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû. ÏîDr−1 àíàëîãè÷íî
ñòðîèì êëèêó Dr−2 â G2r−2 è ò.ä. äî êëèêè D0 â G. Êëèêó D0 âûäàåì
â îòâåò. Òàê êàê r � ôèêñèðîâàíî, òî àëãîðèòì B ïîëèíîìèàëåí (ñì.
ñëåäñòâèå 2). Äîêàæåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ δ-ïðèáëèæåííûì.

Ïóñòü ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíîé êëèêè â G ðàâíà k. Òîãäà ìîùíîñòü
ìàêñèìàëüíîé êëèêè â G2r ðàâíà k2r ïî ëåììå 5.2 (ñì. ñëåäñòâèå 1).
Òàê êàê àëãîðèòì Aε ÿâëÿåòñÿ ε-ïðèáëèæåííûì, òî |Dr| > k2r(1 − ε).
Ïîñêîëüêó |Di−1| >

√
|Di| äëÿ âñåõ i, òî

|D0| > k 2r
√

1− ε > k(1− δ).

Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì B ÿâëÿåòñÿ δ-ïðèáëèæåííûì. Òåîðåìà äîêàçà-
íà.
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6. Êëàññû PSPACE è DLOG

Êëàññû P è NP îïðåäåëÿëèñü ÷åðåç èñïîëüçóåìîå àëãîðèòìîì
âðåìÿ ðàáîòû. Äðóãèå êëàññû ìû ìîæåì ïîëó÷èòü, åñëè áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü èñïîëüçóåìóþ ïàìÿòü.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ PSPACE îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ âñåõ çàäà÷
ðàñïîçíàâàíèÿ (ÿçûêîâ), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, èñïîëüçóþ-
ùèé ïàìÿòü (íàïðèìåð, ÷èñëî ÿ÷ååê ìàøèíû Òüþðèíãà), íå ïðåâîñõîäÿ-
ùóþ p(n), ãäå n � äëèíà âõîäà è p � ïðîèçâîëüíûé (ôèêñèðîâàííûé
äëÿ äàííîé çàäà÷è) ïîëèíîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî P ⊆ PSPACE.
Òåîðåìà 6.1. NP ⊆ PSPACE.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ R(x) ∈ NP . Ïî

îïðåäåëåíèþ êëàññà NP R(x) ïðåäñòàâèìî â âèäå:

R(x) = ∃y(|y| 6 p1(|x|)&Q(x, y)),

ãäå |x| è |y| �äëèíà ñëîâ x è y, p1� íåêîòîðûé ïîëèíîì è ïðåäèêàò
Q(x, y) ∈ P . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ R(x) ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòüþ. Ïóñòü äàí âõîä x. Âû÷èñëÿåì äëèíó n

ñëîâà x. Âû÷èñëÿåì p1(n) è îòìå÷àåì â ïàìÿòè çîíó p1(n), íà êîòîðîé
ïåðåáèðàåì ïî î÷åðåäè âñå ñëîâà y äëèíû 6 p1(n). Äëÿ êàæäîãî y

âû÷èñëÿåì Q(x, y). Åñëè ïðè âû÷èñëåíèè Q(x, y) õîòÿ áû îäèí ðàç îòâåò
Q(x, y) = �èñòèíà�, òî âûäàåì îòâåò �äà�, èíà÷å âûäàåì îòâåò �íåò�. Òàê
êàê |x|+|y| 6 n+p1(n) è Q ∈ P , òî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ Q(x, y) äëÿ îäíîãî
y íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ïîëèíîìà îò n. Íî òîãäà è èñïîëüçóåìàÿ
ïàìÿòü íå ïðåâîñõîäèò ïîëèíîìà îò n. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.1. Åñëè çîíà ðàáîòû ìàøèíû Òüþðèíãà íà âõîäàõ äëè-
íû n ñîäåðæèò íå áîëåå p1(n) ÿ÷ååê, ãäå p1(n)�íåêîòîðûé ïîëèíîì,
â ëåíòî÷íîì àëôàâèòå ìàøèíû r ñèìâîëîâ, ó ìàøèíû k ñîñòîÿíèé
è ìàøèíà îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ëþáîì âõîäå, òî ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ
ðàáîòû t(n) ìàøèíû íà ñëîâàõ äëèíû n óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

t(n) 6 rp1(n)p1(n) · k 6 2p(n),

ãäå p(n)� íåêîòîðûé ïîëèíîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè çîíà ðàáîòû ìàøèíû ñîäåðæèò íå áî-

ëåå p1(n) ÿ÷ååê, òî ïðè ðàáîòå ìàøèíû ìîæåò ïîðîæäàòüñÿ íå áîëåå
rp1(n)p1(n) ·k ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé, ïîñêîëüêó íà ëåíòå ìîæíî çàïè-
ñàòü íå áîëåå rp1(n) ðàçëè÷íûõ ñëîâ, ãîëîâêà ìîæåò îáîçðåâàòü ëþáóþ èç
íå áîëåå p1(n) ÿ÷ååê è ìàøèíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ëþáîì èç k ñîñòîÿíèé.
Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ïðè ëþáîì âõîäå ìàøèíà îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî îíà
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íå ìîæåò �çàöèêëèòüñÿ�, òî åñòü êîíôèãóðàöèÿ íå ìîæåò ïîâòîðèòüñÿ.
Ïîýòîìó âðåìÿ ðàáîòû ïðè ëþáîì âõîäå íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ðàçëè÷íûõ
êîíôèãóðàöèé. Ïðè ýòîì

log2(r
p1(n)p1(n) · k) = p1(n) · log2 r + log2 p1(n) + log2 k 6 p(n),

ãäå p(n)� íåêîòîðûé ïîëèíîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé çàäà÷è èç PSPACE t(n) 6 2p(n), ãäå

p(n)� íåêîòoðûé ïîëèíîì.
Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (ÿçûê) L íàçûâàåòñÿ

PSPACE-ïîëíîé, åñëè:
1) L ∈ PSPACE,
2) ê L ïîëèíîìèàëüíî ñâîäÿòñÿ âñå çàäà÷è èç PSPACE.
Óòâåðæäåíèå. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé PSPACE-ïîëíîé çàäà÷è ñó-

ùåñòâóåò àëãîðèòì ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ, òî PSPACE =
P .

Çàäà÷à î êâàíòèôèöèðîâàííûõ áóëåâñêèõ ôîðìóëàõ (QBF).

Âõîä: ôîðìóëà âèäà

(Q1x1)(Q2x2) . . . (Qmxm)[F (x1, . . . , xm)],

ãäå x1, . . . , xm � áóëåâñêèå ïåðåìåííûå, F � áóëåâñêàÿ ôîðìóëà â áàçèñå
{êîíúþíêöèÿ, äèçúþíêöèÿ, îòðèöàíèå}, Qi ∈ {∃,∀} äëÿ âñåõ i.

Òðåáóåòñÿ: âûÿñíèòü, èñòèííà ëè äàííàÿ ôîðìóëà.
Ëåììà 6.2. QBF ∈ PSPACE.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà âõîä ïîñòóïèëà ôîðìóëà

(Q1x1)(Q2x2) . . . (Qmxm)[F (x1, . . . , xm)],

äëèíû n. Òîãäà äëèíà ôîðìóëû F (x1, . . . , xm) íå áîëåå n, è äëÿ ëþáîãî
çàäàííîãî íàáîðà (α1, . . . , αm) âû÷èñëåíèå F (α1, . . . , αm) ìîæíî âûïîë-
íèòü çà âðåìÿ, à çíà÷èò è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàìÿòè, íå áîëåå p1(n), ãäå p1

�íåêîòîðûé ïîëèíîì. Åñëè çàôèêñèðîâàíû òîëüêî çíà÷åíèÿ α1, . . . , αk
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk, òî ìû ïîëó÷àåì ïîäçàäà÷ó: íàéòè èñòèííîñòíîå
çíà÷åíèå ôîðìóëû

(Qk+1xk+1) . . . (Qmxm)[F (α1, . . . , αk, xk+1, . . . , xm)].

Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (è âñåõ åå ïîäçàäà÷) ñëåäóþùèé
ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì:

1. Âû÷èñëèòü (Q2x2) . . . (Qmxm)F (0, x2, . . . , xm) ýòèì æå ðåêóðñèâ-
íûì àëãîðèòìîì. Çàïîìíèòü ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå (1 áèò) â äîïîëíèòåëü-
íîé ÿ÷åéêå.
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2. Âû÷èñëèòü íà òîé æå çîíå ýòèì æå àëãîðèòìîì
(Q2x2) . . . (Qmxm)F (1, x2, . . . , xm).

3. Åñëè Q1 = ∀ è îáà çíà÷åíèÿ, âû÷èñëåííûå â 1 è 2, ðàâíû 1, òî
âûäàòü îòâåò 1, èíà÷å âûäàòü 0. Åñëè Q1 = ∃ è îáà çíà÷åíèÿ â 1 è 2
ðàâíû 0, òî âûäàòü 0, èíà÷å âûäàòü 1.

Èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà âèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êàæäîãî
óðîâíÿ íóæíî íà 1 ÿ÷åéêó áîëüøå, ÷åì íà ðåøåíèå ëþáîé åå ïîäçàäà÷è.
Òàê êàê íà âû÷èñëåíèå F (α1, . . . , αm) òðåáóåòñÿ ïàìÿòè íå áîëåå p1(n),
òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ èñõîäíîé ôîðìóëû òðåáóåòñÿ
ïàìÿòü íå áîëåå p1(n) +n ÿ÷ååê. Äëÿ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ïåðåõîäà îò
îäíèõ ïîäçàäà÷ ê äðóãèì â îïèñàííîì àëãîðèòìå äîñòàòî÷íî ïîìíèòü,
êàêàÿ ïîäçàäà÷à ðåøàåòñÿ â äàííûé ìîìåíò, òî åñòü ïîìíèòü çíà÷åíèÿ
α1, . . . , αk, îïðåäåëÿþùèå ýòó ïîäçàäà÷ó. Òàêèì îáðàçîì, â öåëîì îïðè-
ñàííûé àëãîðèòì òðåáóåò íå áîëåå p(n) ÿ÷ååê ïàìÿòè, ãäå p � íåêîòîðûé
ïîëèíîì.

Òåîðåìà 6.2. Çàäà÷à QBF ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à L èç
PSPACE ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê QBF . Åñëè L ∈ PSPACE, òî
ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà M , êîòîðàÿ ðåøàåò çàäà÷ó L ñ ïàìÿòüþ
íå áîëåå p1(n) è âðåìåíåì íå áîëåå 2p(n) (ñì. ëåììó 6.1), ãäå n�äëèíà
âõîäà. Ïóñòü x � âõîä äëèíû n äëÿ çàäà÷è L. Íàì íàäî çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ ïîñòðîèòü êâàíòèôèöèðîâàííóþ ôîðìóëó F (x) òàê,
÷òî F (x) èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ L. Òîò ôàêò, ÷òî
x ∈ L, ðàâíîñèëåí óòâåðæäåíèþ: äëÿ âõîäà x ñóùåñòâóåò ïðèíèìàþùåå
(ñ îòâåòîì �äà�) âû÷èñëåíèå ìàøèíû M . Ýòî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
ìû è âûðàçèì â âèäå ôîðìóëû F (x). Òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå
NP -ïîëíîòû çàäà÷è ÂÛÏ, ââåäåì äâà ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ V è V ′,
îïèñûâàþùèõ 2 ïðîèçâîëüíûå êîíôèãóðàöèè íà çîíå p1(n), è çàïèøåì
ôîðìóëó F0(V, V

′), âûðàæàþùóþ òîò ôàêò, ÷òî V è V ′ ïðàâèëüíî çàäàþò
êîíôèãóðàöèè è ëèáî V = V ′, ëèáî èç êîíôèãóðàöèè V ìû çà îäèí
øàã ìàøèíû M ïåðåõîäèì â êîíôèãóðàöèþ V ′. Êàê ïîêàçàíî ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå NP -ïîëíîòû çàäà÷è ÂÛÏ äëèíà ôîðìóëû F0(V, V

′) ìîæåò
áûòü îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ïîëèíîìîì p2(n) è åå ìîæíî ïîñòðîèòü çà
ïîëèíîìèàëüíîå îò n âðåìÿ. Ôîðìóëà F0(V, V

′) âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî
èç êîíôèãóðàöèè V â êîíôèãóðàöèþ V ′ ìîæíî ïåðåéòè çà íå áîëåå ÷åì 1
øàã. Ïîñòðîèì òåïåðü èíäóêòèâíî ôîðìóëû F1, F2, . . . , Fs, ãäå s = p(n),
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü W � åùå îäíî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, îïè-
ñûâàþùèõ êîíôèãóðàöèþ íà çîíå p1(n). Òîãäà ïîëîæèì

Fk(V, V
′) = ∃W [Fk−1(V,W )&Fk−1(W,V

′)].
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Ôîðìóëà Fk âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî V, V ′�ïðàâèëüíûå êîíôèãóðàöèè
è èç V â V ′ ìîæíî ïåðåéòè çà íå áîëåå, ÷åì 2k øàãîâ. Ôîðìóëà â
êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

(∀Y )(∀Z)[(Y = V )&(Z = W ) ∨ (Y = W )&(Z = V ′)→ Fk−1(Y, Z)]

ãäå Y, Z�äâà ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ 2 ïðîèçâîëüíûå êîí-
ôèãóðàöèè íà çîíå p1(n). Ïîýòîìó ôîðìóëó Fk ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Fk(V, V
′) ≡ (∃W )(∀Y )(∀Z)

[((Y = V )&(Z = W ) ∨ (Y = W )&(Z = V ′))→ Fk−1(Y, Z)].

Òàêèì îáðàçîì, äëèíà Fk(V, V
′) îòëè÷àåòñÿ îò äëèíû Fk−1(V, V

′) íå
áîëåå ÷åì íà íåêîòîðûé ïîëèíîì p3(n) è äëèíà Fk(V, V

′) íå ïðåâîñõîäèò
p2(n) + kp3(n). Ïóñòü âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû M íå ïðåâîñõîäèò 2p(n) è
s = p(n). Òîãäà Fs(V, V

′) èìååò äëèíó íå áîëåå p2(n)+p(n)·p3(n) = p4(n),
ãäå p4 � ïîëèíîì, è âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî V è V ′ ïðàâèëüíûå êîíôè-
ãóðàöèè è èç V â V ′ ìîæíî ïåðåéòè çà íå áîëåå 2p(n) øàãîâ ìàøèíû
M . Ïóñòü ôîðìóëà Gx(V ) âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ V
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèåé äëÿ âõîäà x (íà çîíå
p1(n)), à ôîðìóëà H(V ) âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî â êîíôèãóðàöèè V

ñîñòîÿíèå �äà�. Òîãäà òîò ôàêò, ÷òî äëÿ âõîäà x ñóùåñòâóåò ïðèíèìàþùåå
âû÷èñëåíèå ìàøèíû M ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôîðìóëîé

F (x) = (∃V )(∃V ′)[Gx(V )&H(V ′)&Fs(V, V
′)].

Ïîñêîëüêó äëèíà ôîðìóë Gx(V ) è H(V ) ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà
ïîëèíîìîì îò n è îíè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå îò n
âðåìÿ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî NP -ïîëíîòû çàäà÷è ÂÛÏ), òî ïîëó÷àåì, ÷òî
äëèíà F (x) íå ïðåâîñõîäèò ïîëèíîìà îò n è F (x) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà
çà ïîëèíîìèàëüíîå îò n âðåìÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðè îïðåäåëåíèè êëàññà DLOG îáû÷íî èñïîëüçóþò ìîäåëü ìíî-
ãîëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþðèíãà. Ïóñòü ó ìàøèíû Òüþðèíãà èìååòñÿ
íåñêîëüêî ëåíò, îäíà èç êîòîðûõ âûäåëåíà êàê âõîäíàÿ, è íà êàæäîé
ëåíòå èìååòñÿ îäíà ãîëîâêà. Îäèí øàã ðàáîòû òàêîé ìàøèíû ñîñòîèò
â îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè îáû÷íûõ äåéñòâèé êàæäîé ãîëîâêîé (ó
êàæäîé ãîëîâêè ñâîè äåéñòâèÿ), ïðè÷åì âåñü íàáîð äåéñòâèé îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ òåìè ñèìâîëàìè, êîòîðûå îáîçðåâàþòñÿ âñåìè ãîëîâêàìè
è ñîñòîÿíèåì ìàøèíû. Âõîäíîå ñëîâî çàïèñûâàåòñÿ íà âõîäíîé ëåíòå â
ñòàíäàðòíîé êîíôèãóðàöèè è ãîëîâêà íà âõîäíîé ëåíòå ìîæåò òîëüêî
÷èòàòü ñèìâîëû, íî íå ìîæåò çàïèñûâàòü íîâûå.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ DLOG îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ âñåõ çàäà÷
ðàñïîçíàâàíèÿ (ÿçûêîâ), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðàñïîçíàþùàÿ èõ ìíî-
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ãîëåíòî÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, èñïîëüçóþùàÿ íà âñåõ ëåíòàõ, êðîìå
âõîäíîé, íå áîëåå c log2 n ÿ÷ååê, ãäå n � äëèíà âõîäà è c � íåêîòîðàÿ
êîíñòàíòà (äëÿ äàííîé çàäà÷è).

Èñïîëüçóÿ ëåììó 6.1, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî DLOG ⊆ P . Òàêèì
îáðàçîì

DLOG ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî DLOG 6= PSPACE, ïîýòîìó õîòÿ áû îäíî èç
óêàçàííûõ âêëþ÷åíèé äîëæíî áûòü ñòðîãèì. Îäíàêî êàêîå (èëè êàêèå)
èìåííî, ïîêà (2002 ãîä) íå èçâåñòíî.
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