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ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈ ÍÅÐÀÇÐÅØÈÌÛÅ
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀ×È

Ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî èçâåñòíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ èç ðàçíûõ îáëàñòåé �
êîìáèíàòîðèêè, àëãåáðû, òåîðèè àâòîìàòîâ, � è
äîêàæåì èõ àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàçðåøèìîñòü.

Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷ åå àëãîðèòìè÷åñêàÿ
íåðàçðåøèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ îäíèì è òåì æå
ñïîñîáîì: ñâåäåíèåì ê ýòîé çàäà÷å ïðîáëåìû
îñòàíîâà ìàøèíû Òüþðèíãà íà ïóñòîé ëåíòå.
Ïîñëå ýòîãî ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, êàêîå áîëüøîå
çíà÷åíèå äëÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè èìååò òåîðåìà
î íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû îñòàíîâà,
óñòàíîâëåííàÿ Àëàíîì Òüþðèíãîì.



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðûé êîíå÷íûé àëôàâèò Σ è
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïàð ñëîâ â ýòîì àëôàâèòå

P = {(u1, v1), (u2, v2), . . . , (uk , vk)}.

Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà (ÏÑÏ) ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ
êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ i1, i2, . . . , in
, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ui1ui2 . . . uin = vi1vi2 . . . vin

Óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ
i1, i2, . . . , in íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ïðîáëåìû
ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà äëÿ ñèñòåìû ïàð P .



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Ïðèìåð 1. Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà äëÿ
ñèñòåìû ïàð P = {(b, babbb), (ab, abba), (abb, ε)}
èìååò ðåøåíèå 3, 2, 3, 1 , ïîñêîëüêó

abb ab abb b = ε abba εbabbb

Ïðèìåð 2. Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà äëÿ
ñèñòåìû ïàð P2 = {(b, bab), (ab, aba), (abb, bba)}
íå èìååò ðåøåíèé. (Ïî÷åìó? )

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
àëãîðèòìà, êîòîðûé äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàäàííîé
ñèñòåìû ïàð P óñòàíàâëèâàåò, èìååò ÏÑÏ
ðåøåíèå èëè íåò.



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ÏÑÏ òàêîâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äâà àëôàâèòíûõ
êîäèðîâàíèÿ îäíîãî è òîãî æå àëôàâèòà
ñîîáùåíèé

ϕ : 1→ u1, . . . k → uk ;
ψ : 1→ v1, . . . k → vk .

Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñîîáùåíèå
i1, i2, . . . , in , êîòîðîå êîäèðóåòñÿ îäèíàêîâî
ñèñòåìàìè êîäèðîâàíèÿ ϕ è ψ , ò.å.

ϕ(i1i2 . . . in) = ui1ui2 . . . uin = vi1vi2 . . . vin = ψ(i1i2 . . . in)?



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà íàçûâàåòñÿ
èíèöèàëüíîé (ÈÏÑÏ) â òîì ñëó÷àå, åñëè
äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû åå ðåøåíèå
íà÷èíàëîñü èíäåêñîì 1 .

Óòâåðæäåíèå 6.1. ÈÏÑÏ àëãîðèòìè÷åñêè
ñâîäèìà ê ÏÑÏ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé
ñèñòåìû ïàð P ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ñèñòåìó
ïàð P̂ , ÷òî ÈÏÑÏ äëÿ P èìååò ðåøåíèå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ÏÑÏ äëÿ P̂ èìååò ðåøåíèå.



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Ïóñòü P = {(u1, v1), . . . , (uk , vk)} . Ðàññìîòðèì
äâå íîâûå áóêâû #,$ , è äëÿ êàæäîé ïàðû ñëîâ
ui = x1x2 . . . xp , vi = y1y2 . . . yq ,
îïðåäåëèì íîâóþ ïàðó ñëîâ
ûi = x1#x2# . . .#xp#, v̂i =#y1#y2# . . .#yq.
Êðîìå òîãî, ïîñòðîèì åùå äâå ïàðû ñëîâ
û0 =#û1, v̂0 = v̂1 ,
ûk+1 =$, v̂k+1 =#$,
è ïîëîæèì
P̂ = {(û0, v̂0), (û1, v̂1), . . . , (ûk , v̂k), (ûk+1, v̂k+1)} .



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ
1, i2, i3, . . . , in
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÈÏÑÏ äëÿ P , ò.å.

u1ui1ui2 . . . uin = v1vi1vi2 . . . vin,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ
0, i2, i3, . . . , in, k + 1
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÏÑÏ äëÿ P̂ , ò.å.

#û1ûi1ûi2 . . . ûin$= v̂1v̂i1 v̂i2 . . . v̂in#$.



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ j1, j2, . . . , jm
ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ðåøåíèåì ÏÑÏ äëÿ P̂ , ò.å.

ûj1ûj2 . . . ûjm = v̂j1 v̂j2 . . . v̂jm.

Òîãäà j1 = 0 , ïîñêîëüêó òîëüêî ïàðà ñëîâ û0, v̂0

íà÷èíàåòñÿ îäíîé è òîé æå áóêâîé # ,
jm = k + 1 , ïîñêîëüêó òîëüêî ïàðà ñëîâ ûk+1, v̂k+1

îêàí÷èâàåòñÿ îäíîé è òîé æå áóêâîé $ ,
èíäåêñ k + 1 íå âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè j2, . . . , jm−1 ,
ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå êðàò÷àéøåå,
èíäåêñ 0 íå âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè j2, . . . , jm−1 ,
ïîñêîëüêó â ñëîâå v̂j1 v̂j2 . . . v̂jm íåò èäóùèõ ïîäðÿä
áóêâ # .



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Òàêèì îáðàçîì èç ðàâåíñòâà

ûj1ûj2 . . . ûjm = v̂j1 v̂j2 . . . v̂jm

ñëåäóåò, ÷òî

#û1ûj2 . . . ûjm−1
$ = v̂j1 v̂j2 . . . v̂jm−1

#$

à îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

u1uj2 . . . ujm−1
= v1vj2 . . . vjm−1

,

ò.å. ÈÏÑÏ äëÿ P èìååò ðåøåíèå j2, . . . , jm−1 .
QED



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Óòâåðæäåíèå 6.2. Ïðîáëåìà îñòàíîâà ìàøèí
Òüþðèíãà àëãîðèòìè÷åñêè ñâîäèìà ê ÈÏÑÏ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ÌÒ
M ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ñèñòåìó ïàð PM , ÷òî
ÈÏÑÏ äëÿ PM èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäàM îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ïóñòîé ëåíòå.

Èäåÿ ñâåäåíèÿ òàêîâà .



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÌÒM èìååò êîíå÷íîå
âû÷èñëåíèå íà ïóñòîé ëåíòå

α0 = q10 −→ α1 −→ · · · −→ αN = w ′q1w
′′

Ïîñòðîèì ÈÏÑÏ PM = P1 ∪ P2 , êîòîðàÿ èìååò
ðåøåíèå, ïîðîæäàþùåå ïàðó îäèíàêîâûõ ñëîâ
âèäà

$α0$α1$ . . . $αN$︸ ︷︷ ︸
ñèìóëÿöèÿ âû÷èñëåíèÿ

ñòèðàíèå ðåçóëüòàòà︷ ︸︸ ︷
. . . $q0w

′′$ . . . $q0$$



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Ìíîæåñòâî P1 îáðàçóþò ñëåäóþùèå ïàðû ñëîâ, ïîçâîëÿþùèå

ìîäåëèðîâàòü âû÷èñëåíèå ÌÒM :

1. u1 = $ , v1 = $q00$ . Ýòà ïàðà âñåãäà áóäåò ïåðâîé â ëþáîì

ðåøåíèè;

2. ui = c , vi = c äëÿ âñåõ áóêâ ëåíòî÷íîãî àëôàâèòà;

3. ui = $ , vi = $ ;

4. ui = cq′a , vi = q′′cb äëÿ êàæäîé êîìàíäû âèäà

〈q′a : bq′′L〉 ÌÒM è ëåíòî÷íîé áóêâû c ;

5. ui = $q′a , vi = $q′′0b äëÿ êàæäîé êîìàíäû âèäà

〈q′a : bq′′L〉 ÌÒM ;

6. ui = q′ac , vi = bq′′c äëÿ êàæäîé êîìàíäû âèäà

〈q′a : bq′′R〉 ÌÒM è ëåíòî÷íîé áóêâû c ;

7. ui = q′a$ , vi = bq′′0$ äëÿ êàæäîé êîìàíäû âèäà

〈q′a : bq′′R〉 ÌÒM .



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

$q10$α2$α3$ . . . . . . $αN−1$

$q10$α2$α3$α4$ . . . $αN−1$w ′q0w
′′$

Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ÈÏÑÏ íà÷èíàåòñÿ ñ ïàðû
(u1, v1) .
À äàëüøå â ñòðåìëåíèè ñäåëàòü ïåðâóþ ñòðîêó
ðàâíîé âòîðîé ñòðîêå ìû âûíóæäåíû áóäåì
âûáèðàòü ïàðû èç ìíîæåñòâà P1 îäíîçíà÷íî,
ìîäåëèðóÿ òåì ñàìûì âû÷èñëåíèå ÌÒM .
È ïðîöåññ ýòîò ìîæåò îñòàíîâèòüñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âî âòîðîé ñòðîêå áóäåò äîñòèãíóòà
çàêëþ÷èòåëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ αN = w ′q0w

′′.



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

$q10$α2$α3$ . . . . . . $αN−1$w ′q0w
′′$ . . . $q0$$

$q10$α2$α3$α4$ . . . $αN−1$w ′q0w
′′$ . . . $q0$$

Ïîñëå òîãî, êàê âî âòîðîé ñòðîêå áûëà äîñòèãíóòà
çàêëþ÷èòåëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, íóæíî ñóìåòü
âûðîâíÿòü îáå ñòðîêè.
È äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ¾ñòèðàòü¿ ïîî÷åðåäíî
âñå ëåíòî÷íûå áóêâû ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ïàð
ñëîâ èç ìíîæåñòâà P2

8 ui = aq0 , vi = q0 äëÿ êàæäîé ëåíòî÷íîé áóêâû a ;

9 ui = $q0a , vi = $q0 äëÿ êàæäîé ëåíòî÷íîé áóêâû a ;

10 ui = q0$$ , vi = $ .

Â ðåçóëüòàòå îáå ñòðîêè ñòàíîâÿòñÿ îäèíàêîâûìè.
QED



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Òåîðåìà 6.3. Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Óòâåðæäåíèé 6.1, 6.2.
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîé ÌÒM ñòðîèò
òàêóþ ñèñòåìó ïàð P̂M , ÷òî

M îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ïóñòîé êîíôèãóðàöèè ⇔
ÏÑÏ äëÿ P̂M èìååò ðåøåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, èç àëãîðèòìè÷åñêîé
íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû îñòàíîâà ìàøèí
Òüþðèíãà ñëåäóåò íåðàçðåøèìîñòü ÏÑÏ. QED



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÉ ÏÎÑÒÀ

Çàäà÷à 1. Áóäåò ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà
îñòàâàòüñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé, åñëè
àëôàâèò Σ , â êîòîðîì çàäàþòñÿ ñëîâà âñåõ ïàð
ñèñòåìû P , ñîñòîèò èç îäíîé áóêâû?

À ÷òî áóäåò, åñëè ýòîò àëôàâèò ñîñòîèò èç äâóõ
áóêâ?



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Êîíå÷íûé àâòîìàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óñòðîéñòâî, ïðî÷èòûâàþùåå ñëîâî, çàïèñàííîå íà
ëåíòå.
Îáû÷íûé êîíå÷íûé àâòîìàò èìååò òîëüêî îäíó
ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî ëåíòå
â îäíó ñòîðîíó.

x1 x2 x3 · · · · · · xN a
⇑
q0

-



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Åñëè àâòîìàòó ðàçðåøèòü ñäâèãàòü ñ÷èòûâàþùóþ
ãîëîâêó â îáå ñòîðîíû...

x1 x2 x3 · · · · · · xN a
⇑
q0

-
�

òî, êàê ýòî íè óäèâèòåëüíî, åãî âû÷èñëèòåëüíûå
âîçìîæíîñòè íå âîçðàñòóò.



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

À ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè àâòîìàò áóäåò èìåòü ÄÂÅ
ñ÷èòûâàþùèå ãîëîâêè, êîòîðûå ìîãóò
ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî â îäíó ñòîðîíó, íî ïðè ýòîì
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà?

x1 x2 x3 · · · · · · xN a
⇑ ⇑

qi2
-

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè
òàêîãî àâòîìàòà óñèëèâàþòñÿ íàñòîëüêî, ÷òî îí
ñïîñîáåí ìîäåëèðîâàòü ìàøèíû Òüþðèíãà!



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî äâóõãîëîâî÷íûé
àâòîìàò ñïîñîáåí ðàñïîçíàâàòü ñëåäóþùèå ÿçûêè,
íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåãóëÿðíûìè:

1. L1 = {anbn : n ≥ 0} ;
2. L2 = {anbncn : n ≥ 0} ;
3. L3 = {ww : w ∈ {a, b}∗} ;
À ñïîñîáåí ëè äâóõãîëîâî÷íûé àâòîìàò
ðàñïîçíàâàòü ÿçûê L4 = {ww− : w ∈ {a, b}∗} ?
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò!
Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî ÿçûê L4 íå
ðàñïîçíàåòñÿ äâóõãîëîâî÷íûìè àâòîìàòàìè.



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ïî÷åìó æå äâóõãîëîâî÷íûé àâòîìàò ñïîñîáåí
ìîäåëèðîâàòü ìàøèíû Òüþðèíãà?

Ïîòîìó ÷òî âåðíà

Òåîðåìà 6.4. Ïðîáëåìà ïóñòîòû ÿçûêîâ,
ðàñïîçíàâàåìûõ äâóõãîëîâî÷íûìè àâòîìàòàìè,
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Íî ïðåæäå ÷åì åå äîêàçûâàòü, äàäèì ôîðìàëüíûå
îïðåäåëåíèÿ äâóõãîëîâî÷íûõ àâòîìàòîâ è èõ
âû÷èñëåíèé.



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Äâóõãîëîâî÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò � ýòî

ñèñòåìà D = (Σ,S , s0,F ,T ) , ãäå

I Σ � ëåíòî÷íûé àëôàâèò,

I S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé,

I s0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå,

I F � ïîäìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé,

I T : S × (Σ ∪ {a})× (Σ ∪ {a}) → S × {0, 1} × {0, 1} �

ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ.

Çäåñü T (s, x1, x2) = (s ′, δ1, δ2) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè àâòîìàò

ïðåáûâàåò â ñîñòîÿíèè s , è åãî ñ÷èòûâàþùèå ãîëîâêè

îáîçðåâàþò íà ëåíòå áóêâû èëè ãðàíè÷íûé ìàðêåð x1 è x2 , òî
íà ñëåäóþùåì òàêòå âû÷èñëåíèÿ îí ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå s , è
åãî ñ÷èòûâàþùèå ãîëîâêè ñäâèãàþòñÿ âïðàâî íà δ1 è δ2 ÿ÷ååê.



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

w -êîíôèãóðàöèåé äâóõãîëîâî÷íîãî àâòîìàòà
íàçûâàåòñÿ íàáîð âèäà (w a, s, i1, i2) , ãäå

I w = x1x2 . . . xn ∈ Σ∗ � ñëîâî, çàïèñàííîå íà
ëåíòå;

I s ∈ S � òåêóùåå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà,
I i1, i2 � íîìåðà áóêâ (ÿ÷ååê ëåíòû),
îáîçðåâàåìûõ ñ÷èòûâàþùèìè ãîëîâêàìè
àâòîìàòà, 1 ≤ i1, i2 ≤ n + 1 .

Êîíôèãóðàöèÿ (w a, s0, 1, 1) ñ÷èòàåòñÿ íà÷àëüíîé
.

Âñÿêàÿ êîíôèãóðàöèÿ âèäà (w a, s, n + 1, n + 1) ,
ãäå s ∈ F , ñ÷èòàåòñÿ ôèíàëüíîé



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ïðåîáðàçîâàíèå êîíôèãóðàöèé (w a, s, i1, i2) −→ (w a, s ′, j1, j2)
àâòîìàòîì D âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

I w = x1x2 . . . xn ,

I T (s, xi1 , xi2) = (s ′, δ1, δ2) ,

I j1 = i1 + δ1, j2 = i2 + δ2 .

Âû÷èñëåíèåì conf1 −→∗ confN äâóõãîëîâî÷íîãî êîíå÷íîãî

àâòîìàòà D íà ñëîâå w íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïðåîáðàçîâàíèé w -êîíôèãóðàöèé

conf1 −→ conf2 −→ · · · −→ confN .

Ýòî âû÷èñëåíèå ñ÷èòàåòñÿ óñïåøíûì , åñëè conf0 �

íà÷àëüíàÿ, à confN � ôèíàëüíàÿ êîíôèãóðàöèè.

ßçûê äâóõãîëîâî÷íîãî àâòîìàòà D � ýòî ìíîæåñòâî ñëîâ

L(D) = {w : ñóùåñòâóåò óñïåøíîå w−âû÷èñëåíèå àâòîìàòà D}.



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Óòâåðæäåíèå 6.5. Ïðîáëåìà îñòàíîâà ìàøèí
Òüþðèíãà àëãîðèòìè÷åñêè ñâîäèìà ê ïðîáëåìå
ïóñòîòû äâóõãîëîâî÷íûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ
êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ÌÒ
M ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîé äâóõãîëîâî÷íûé
àâòîìàò DM , ÷òî
L(PM) 6= ∅ ⇔M îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ïóñòîé
ëåíòå.

Èäåÿ ñâåäåíèÿ òàêîâà .



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÌÒM èìååò âû÷èñëåíèå íà
ïóñòîé ëåíòå

α0 = q10 −→ α1 −→ α2 −→ · · · · · ·

Ïîñòðîèì äâóõãîëîâî÷íûé àâòîìàò DM , ÿçûê
L(PM) êîòîðîãî ëèáî ñîäåðæèò òîëüêî îäíî ñëîâî

w = $α0$α1$ . . . $αN ,

åñëè óêàçàííîå âû÷èñëåíèå ÌÒM çàâåðøàåòñÿ
ñïóñòÿ N òàêòîâ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, åñëè
óêàçàííîå âû÷èñëåíèå ÌÒM áåñêîíå÷íî.



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ñöåíàðèé ðàáîòû àâòîìàòà DM òàêîâ.

1. Íà÷àâ ðàáîòàòü ñ w -êîíôèãóðàöèè

$ α0 $ α1 $ . . . $ αN−1 $ αN a,⇑1⇑2

àâòîìàòà DM ïðîäâèãàåò ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó
⇑1 äî ñëåäóþùåãî ðàçäåëèòåëÿ $ è ïðè ýòîì
ïðîâåðÿåò, ÷òî ñëîâî α0, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó
ýòèìè ðàçäåëèòåëÿìè � ýòî íà÷àëüíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ α0 = q10 ÌÒ:

$ α0 $ α1 $ . . . $ αi−1 $ αi $ . . . $ αN−1 $ αN a,⇑2 ⇑1



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

2. Çàòåì àâòîìàò DM , ñèíõðîííî ïåðåìåùàÿ îáå
ñ÷èòûâàþùèå ãîëîâêè, ñðàâíèâàåò ïîáóêâåííî
ñëîâà α0 è α1 è ïðîâåðÿåò, ÷òî α1 � ýòî
êîíôèãóðàöèÿ ÌÒM , îáðàçóþùàÿñÿ çà îäèí
òàêò åå ðàáîòû èç êîíôèãóðàöèè α0 :

$ α0 $ α1 $ . . . $ αi−1 $ αi $ . . . $ αN−1 $ αN a,⇑2 ⇑1



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

3. Ýòî ñèíõðîííîå ïåðåìåùåíèå ñ÷èòûâàþùèõ
ãîëîâîê è ïîáóêâåííîå ñðàâíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî
èäóùèõ ôðàãìåíòîâ αi−1 è αi äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ
òîãî, ÷òî αi ïîëó÷åíà èç αi−1 çà îäèí òàêò
ðàáîòû MTM , ïðîâîäèòñÿ äëÿ âñåõ i , i ≥ 1 .

$ α0 $ α1 $ . . . $ αi−1 $ αi $ . . . $ αN−1 $ αN a,⇑2 ⇑1



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

4. Íî êàê òîëüêî ñ÷èòûâàþùàÿ ãîëîâêà ⇑1 ïðè
ïðîâåðêå î÷åðåäíîé ïàðû ôðàãìåíòîâ αN−1 è αN

îáíàðóæèâàåò, ÷òî ôðàãìåíò αN = uq0v � ýòî
çàêëþ÷èòåëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ MTM

$ α0 $ α1 $ . . . $ αi−1 $ αi $ . . . $ αN−1 $ αN a,⇑2 ⇑1
¾âèæó q0¿

äâóõãîëîâî÷íûé àâòîìàò DM ïåðåõîäèò â ðåæèì
óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ.



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

5. Äëÿ óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ
àâòîìàò DM ïðîâåðÿåò, ÷òî ñ÷èòûâàþùàÿ
ãîëîâêà ⇑1 äîñòèãàåò ïî ïðî÷òåíèè ôðàãìåíòà αN

ãðàíè÷íîãî ìàðêåðà a
$ α0 $ α1 $ . . . $ αi−1 $ αi $ . . . $ αN−1 $ αN a,⇑2⇑1

à çàòåì ïåðåìåùàåò ê ýòîìó ìàðêåðó
ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó ⇑2 è ïåðåõîäèò â
ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå.

QED



ÌÍÎÃÎÃÎËÎÂÎ×ÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Èç äîêàçàííîãî Óòâåðæäåíèÿ 6.5 è òåîðåìû îá
àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû
îñòàíîâà äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà ñëåäóåò Òåîðåìà
6.4 îá àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè
ïðîáëåìû ïóñòîòû äëÿ äâóõãîëîâî÷íûõ
äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.



ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÛÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

Â 1912 ã. íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê Àêñåëü Òóý
ïðåäëîæèë îäíó èç ñàìûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé
âû÷èñëåíèé. Âïîñëåäñòâèå À.À. Ìàðêîâ
ïðåäëîæèë íàçûâàòü ñèñòåìû âû÷èñëåíèé òàêîãî
âèäà àññîöèàòèâíûìè èñ÷èñëåíèÿìè,
ïîñêîëüêó îíè îòíîñÿòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêèì
ñèñòåìàì ñ îäíîé îïåðàöèåé, ïîä÷èíÿþùåéñÿ
åäèíñòâåííîìó çàêîíó � çàêîíó àññîöèàòèâíîñòè.

Ôàêòè÷åñêè, àññîöèàòèâíîå èñ÷èñëåíèå � ýòî
íàáîð ïðàâèë ïåðåïèñûâàíèÿ ñëîâ ïóòåì çàìåíû
îäíèõ ïîäñëîâ äðóãèìè. Íî äàæå äëÿ òàêîé
ïðîñòîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé íåêîòîðûå çàäà÷è
îêàçûâàþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûìè.



ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÛÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

Ïóñòü çàäàí êîíå÷íûé àëôàâèò
Σ = {a1, a2, . . . , an} è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ñëîâ â ýòîì àëôàâèòå
K = {(u1, v1), (u2, v2), . . . , (uk , vk)} .
Îïðåäåëèì ïðàâèëî âûâîäà ñëîâ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ñëîâî ŵ íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèìî èç

ñëîâà w â ñèñòåìå K (îáîçíà÷àåòñÿ w
K−→ ŵ ),

åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå i , 1 ≤ i ≤ k , , äëÿ êîòîðîãî
w = w ′uiw

′′ è ŵ = w ′viw
′′ .



ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÛÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

Ñëîâî wm ñ÷èòàåòñÿ âûâîäèìûì èç ñëîâà w0 â
ñèñòåìå K , åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèìûõ
äðóã èç äðóãà ñëîâ

w0
K−→ w1

K−→ w2
K−→ · · · K−→ wm−1

K−→ wm.

Îòíîøåíèå âûâîäèìîñòè â ñèñòåìå K áóäåì

îáîçíà÷àòü w0
K−→∗ wm .

Ñèñòåìà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ñëîâ K ñ ââåäåííûì

îòíîøåíèåì íåïîñðåäñòâåííîé âûâîäèìîñò
K−→

íàçûâàåòñÿ ïîëóñèñòåìîé Òóý .



ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÛÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

Ïðèìåð. Ïóñòü K = {(abb, bab), (aba, b)} . Òîãäà

aabbaa
K−→ ababaa

K−→ abba
K−→ baba

K−→ bb



ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÛÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

Ïîëóñèñòåìû Òóý ïîñëóæèëè ïåðâîîñíîâîé äëÿ
ìíîãèõ äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé � ìàøèí
Òüþðèíãà, íîðìàëüíûõ àëãîðèòôìîâ Ìàðêîâà,
ôîðìàëüíûõ ãðàììàòèê è ïð.

Äëÿ ïîëóñèñòåì Òóý èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè :

äëÿ çàäàííîé ïîëóñèñòåìû Òóý K è ïàðû ñëîâ w ′

è w ′′ âûÿñíèòü, âûâîäèìî ëè ñëîâî w ′′ èç w ′

ñëîâà â K .



ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÛÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

Òåîðåìà 6.6. Ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè äëÿ
ïîëóñèñòåì Òóý àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà
ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå 6.7. Äëÿ ëþáîé ìàøèíû
ÒüþðèíãàM ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü
òàêóþ ïîëóñèñòåìó Òóý KM è òàêóþ ïàðó ñëîâ
w ′,w ′′ , ÷òî ñëîâî w ′′ âûâîäèìî èç ñëîâà w ′ â K
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ÌÒM
îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ïóñòîé ëåíòå.



ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÛÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÌÒM èìååò
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q = {q0, q1, . . . , qm} è
ëåíòî÷íûé àëôàâèò {0, 1} . Ïîëóñèñòåìà Òóý KM
âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ïàðû ñëîâ â àëôàâèòå
{0, 1,#, q0, q1, . . . , qm} :

I äëÿ êàæäîé êîìàíäû 〈q, a : q′, b, L〉 òðè ïàðû
(0qa, q′0b) , (1qa, q′1b) è (#qa,#q′0b) ;

I äëÿ êàæäîé êîìàíäû 〈q, a : q′, b,R〉 òðè ïàðû
(qa0, bq′0) , (qa1, bq′1) è (qa#, bq′0#) ;

I ÷åòûðå ïàðû (q00, q0) , (q01, q0) , (0q0, q0) è
(1q0, q0) .

Â êà÷åñòâå w ′,w ′′ âîçüìåì ñëîâà #q10# è #q0# .



ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÛÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ ïîëóñèñòåìû KM , äëÿ
êàæäîé íåçàêëþ÷èòåëüíîé êîíôèãóðàöèè α MT
M èç ñëîâà #α# íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèìî
ñëîâî w òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà MTM
ïðåîáðàçóåò çà îäèí òàêò ðàáîòû êîíôèãóðàöèþ α
â êîíôèãóðàöèþ β è ïðè ýòîì w = #β# .

Ïîýòîìó â ïîëóñèñòåìå Òóý KM èç ñëîâà
w ′ = #q10# âûâîäèìî ñëîâî, ñîäåðæàùåå
ñèìâîë q0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà MTM
èìååò óñïåøíîå âû÷èñëåíèå èç íà÷àëüíîé
êîíôèãóðàöèè α0 = q10 .



ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÛÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

Íåòðóäíî âèäåòü òàêæå, ÷òî äëÿ êàæäîé
çàêëþ÷èòåëüíîé êîíôèãóðàöèè β = uq0v èç ñëîâà
#uq0v# â ïîëóñèñòåìå Òóý KM âûâîäèìî
w ′′ = #q0# .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëóñèñòåìå Òóý KM èç ñëîâà
w ′ = #q10# âûâîäèìî ñëîâî w ′′ = #q0# òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÌÒ MTM îñòàíàâëèâàåòñÿ
íà ïóñòîé ëåíòå.

QED



ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÛÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

Îïðåäåëåíèå íåïîñðåäñòâåííîé âûâîäèìîñòè ñëîâ
ìîæíî óñèëèòü: ñëîâî ŵ íåïîñðåäñòâåííî
âûâîäèìî èç ñëîâà w â ñèñòåìå K (îáîçíà÷àåòñÿ

w
K

=⇒ ŵ ), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå i , 1 ≤ i ≤ k , ,
äëÿ êîòîðîãî ëèáî w = w ′uiw

′′ è ŵ = w ′viw
′′ ,

ëèáî w = w ′viw
′′ è ŵ = w ′uiw

′′ .

Òàêèì îáðàçîì, ïàðû (ui , vi) � ýòî òîæäåñòâà

ui = vi , à âûâîä w
K

=⇒∗ ŵ � ýòî öåïî÷êà
òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëîâ.

Ñèñòåìà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ñëîâ K ñ ââåäåííûì

îòíîøåíèåì íåïîñðåäñòâåííîé âûâîäèìîñòè
K

=⇒
íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Òóý .



ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÛÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîëóñèñòåìà Òóý K , äëÿ êîòîðîé àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: äëÿ çàäàííîé
ïàðû ñëîâ w ′ è w ′′ âûÿñíèòü, âûâîäèìî ëè ñëîâî
w ′′ èç w ′ ñëîâà â K .
Â 1967 ã. Þ.Â. Ìàòèÿñåâè÷ ïîñòðîèë òàêóþ
ñèñòåìó, ñîäåðæàùóþ âñåãî ëèøü òðè ïàðû ñëîâ.

Çàäà÷à 4. [Òðóäíàÿ] Äîêàçàòü, ÷òî
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:
äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû Òóý K è ïàðû ñëîâ w ′ è
w ′′ âûÿñíèòü, âûâîäèìî ëè ñëîâî w ′′ èç w ′ ñëîâà
â K .



ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈ ÍÅÐÀÇÐÅØÈÌÛÅ
ÇÀÄÀ×È

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå àëãîðèòìè÷åñêè

íåðàçðåøèìûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå èçâåñòíûå èç íèõ.



ÄÈÎÔÀÍÒÎÂÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Óðàâíåíèå P(x1, x2, . . . , xn) = 0 , ãäå
P(x1, x2, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëî÷èñëåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, íàçûâàþò äèîôàíòîâûì
óðàâíåíèåì . Íàçâàíû â ÷åñòü äðåâíåãðå÷åñêîãî
ìàòåìàòèêà Äèîôàíòà (¾îòåö àëãåáðû¿).

Ïðèìåðîì äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëþáîå
èç óðàâíåíèé âèäà xn + y n = zn .



ÄÈÎÔÀÍÒÎÂÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ìíîãèå ñòîëåòèÿ ìàòåìàòèêè èñêàëè ñïîñîá
ïîëó÷åíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé äèîôàíòîâûõ
óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ äèîôàíòîâûõ
óðàâíåíèé ñ îäíîé ïåðåìåííîé òàêîé ñïîñîá
ïðåäîñòàâëÿåò òåîðåìà Áåçó.

Â 1900 ã. Äàâèä Ãèëüáåðò ñôîðìóëèðîâàë çàäà÷ó
(10-ÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà)

Ïóñòü çàäàíî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ñ ïðîèçâîëü-
íûìè íåèçâåñòíûìè è öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè
÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Óêàçàòü ñïîñîá, ïðè
ïîìîùè êîòîðîãî âîçìîæíî ïîñëå êîíå÷íîãî
÷èñëà îïåðàöèé óñòàíîâèòü, ðàçðåøèìî ëè ýòî
óðàâíåíèå â öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ.



ÄÈÎÔÀÍÒÎÂÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Â 1953-1970 ãã. Ì. Äåâèñ, Þ. Ðîáèíñîí, Õ. Ïàòíåì
è Þ.Â. Ìàòèÿñåâè÷ äîêàçàëè àëãîðèòìè÷åñêóþ
íåðàçðåøèìîñòü ýòîé ïðîáëåìû. Îêîí÷àòåëüíàÿ
ôîðìóëèðîâêà ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà òàêîâà.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîãî
ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë R ñóùåñòâóåò òàêîé
ìíîãî÷ëåí P(x1, . . . , xn, z) , ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî
÷èñëà k ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

k ∈ R

⇔
äèîôàíòîâî óðàâíåíèå P(x1, . . . , xn, k) = 0 èìååò
öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå.



ÌÀÒÐÈ×ÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö M1,M2, . . . ,Mk

ðàçìåðà n × n .

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì (ïðîáëåìà åäèíè÷íîé
ìàòðèöû ): ìîæíî ëè, ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû ýòîãî
ìíîæåñòâà, ïîëó÷èòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó I , ò.å.
ñôîðìèðîâàòü òàêóþ êîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ i1, i2, . . . , iN , ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

Mi1 ×Mi2 × · · · ×MiN = I?



ÌÀÒÐÈ×ÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ

Òåîðåìà. Ïðîáëåìà åäèíè÷íîé ìàòðèöû
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà äëÿ öåëî÷èñëåííûõ
ìàòðèö ðàçìåðà n × n ïðè ëþáûõ n, n ≥ 4 , è
ðàçðåøèìà äëÿ n = 2 .

Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì
ðåøåíèÿ ïðîáëåìà åäèíè÷íîé ìàòðèöû äëÿ
ìàòðèö ðàçìåðà 3× 3 ?



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÌÎÇÀÈÊÈ

Ìîçàèêà (äîìèíî): � ýòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
(îáðàçöîâ) êâàäðàòíûõ ïëèòîê, êðàÿ êîòîðûõ
ìîãóò èìåòü ðàçíîîáðàçíóþ ðàñêðàñêó.

Äâå ïëèòêè, ïðèëåãàþùèå äðóã ê äðóãó êðàÿìè,
ñ÷èòàþòñÿ ñîâìåñòíûìè , åñëè èõ ñìåæíûå êðàÿ
îäèíàêîâî îêðàøåíû.
Ïðè ýòîì âðàùàòü ïëèòêè çàïðåùàåòñÿ.



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÌÎÇÀÈÊÈ

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì (ïðîáëåìà ìîçàèêè ): ìîæíî
ëè ïîêðûòü ïëèòêàìè çàäàííîé ìîçàèêè âñþ
áåñêîíå÷íóþ ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû ëþáàÿ ïàðà
ñîñåäíèõ ïëèòîê áûëà ñîâìåñòíîé?



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÌÎÇÀÈÊÈ

Òåîðåìà. Ïðîáëåìà ìîçàèêè àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìà.

Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì
ðåøåíèÿ ïðîáëåìà åäèíè÷íîé ìàòðèöû äëÿ
ìàòðèö ðàçìåðà 3× 3 ?



ÌÀØÈÍÛ ÌÈÍÑÊÎÃÎ

Íàñêîëüêî ïðîñòîé ìîæåò áûòü ìîäåëü
âû÷èñëåíèé, äàþùàÿ âîçìîæíîñòü ðåàëèçîâàòü
ëþáîé àëãîðèòì (âû÷èñëèòü ëþáóþ ðåêóðñèâíóþ
ôóíêöèþ)?

Êàæåòñÿ, ÷òî òðóäíî ïðåäñòàâèòü ñåáå
óíèâåðñàëüíîå âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî, áîëåå
ïðîñòîå, ÷åì ìàøèíû Òüþðèíãà.

Îäíàêî åñòü è áîëåå ïðîñòûå óíèâåðñàëüíûå
ìîäåëè âû÷èñëåíèé!



ÌÀØÈÍÛ ÌÈÍÑÊÎÃÎ

Ìàøèíà Ìèíñêîãî � ýòî ïðîãðàììà, ñîñòîÿùàÿ
èç ïîìå÷åííûõ îïåðàòîðîâ òîëüêî äâóõ âèäîâ:

I L′: X++; goto L′′ ;

I L′: if X>0 then X−− ; goto L′′ else goto L′′′ .

Ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò òîëüêî öåëûå
íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ìàøèíó Ìèíñêîãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
àâòîìàòà, ñíàáæåííîãî íàáîðîì ñ÷åò÷èêîâ. Íà
êàæäîì òàêòå ðàáîòû ïîêàçàíèÿ êàêîãî-íèáóäü
ñ÷åò÷èêà ëèáî óâåëè÷èâàþòñÿ, ëèáî (ïîñëå
ïðîâåðêè åãî íåïóñòîòû) óìåíüøàþòñÿ.



Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíîé
ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ìàøèíà Ìèíñêîãî ñ äâóìÿ
ñ÷åò÷èêàìè, âû÷èñëÿþùàÿ ýòó ôóíêöèþ.

Ñëåäñòâèå. Ïðîáëåìà îñòàíîâà äëÿ ìàøèíû
Ìèíñêîãî ñ äâóìÿ ñ÷åò÷èêàìè àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìà.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå âû÷èñëèòåëüíóþ
óíèâåðñàëüíîñòü ìàøèí Ìèíñêîãî ñ òðåìÿ
ñ÷åò÷èêàìè.

Çàäà÷à 6. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû îñòàíîâà äëÿ ìàøèí Ìèíñêîãî ñ îäíèì
ñ÷åò÷èêîì.



ÊÎÍÅÖ ËÅÊÖÈÈ 6


