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Ëåêöèÿ 2.

1. Àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷íîãî

àâòîìàòà ê äåòåðìèíèðîâàííîìó âèäó.

2. Çàìêíóòîñòü êëàññà àâòîìàòíûõ
ÿçûêîâ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé íàä

ÿçûêàìè.

3. Òåîðåìà î ðàçðàñòàíèè äëÿ
àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ.

4. Ïðèìåðû íåàâòîìàòíûõ ÿçûêîâ.



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÇÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ

ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

ÍÀÑÊÎËÜÊÎ ÑÓÙÅÑÒÂÅÍÍÎ ÂËÈßÅÒ
ÍÅÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÎÑÒÜ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ ÍÀ ÈÕ ÑÏÎÑÎÁÍÎÑÒÜ
ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÒÜ ßÇÛÊÈ?

ÌÎÆÅÌ ËÈ ÌÛ ÎÃÐÀÍÈ×ÈÒÜÑß ÒÎËÜÊÎ
ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÌÈ ÀÂÒÎÌÀÒÀÌÈ?



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÇÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ

ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà A ñóùåñòâóåò

ýêâèâàëåíòíûé åìó äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò B .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (Σ,S , I ,F ,T ) , ãäå I ,F ⊆ S è

T ⊆ S × Σ× S , � êîíå÷íûé àâòîìàò áåç ε -ïåðåõîäîâ.

Ïîñòðîèì êîíå÷íûé àâòîìàò B = (Σ, Ŝ , ŝ0, F̂ , T̂ ) ñëåäóþùåãî
âèäà:

I Ŝ = ℘(S) \ {∅} = {S ′ : S ′ ⊆ S , S ′ 6= ∅} ,
I ŝ0 = I ,

I F̂ = {S ′ : S ′ ⊆ S , S ′ ∩ F 6= ∅} ,
I äëÿ ëþáîé áóêâû a, a ∈ Σ , è ëþáîé ïàðû S ′,S ′′ ⊆ S

(S ′, a,S ′′)∈ T̂ ⇐⇒ S ′′={s ′′ :∃s ′(s ′ ∈ S ′ ∧ (s ′, a, s ′′) ∈ T )} .



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÇÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ

ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ
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ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÇÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ

ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî B � äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò:

(S ′, a,S ′′)∈ T̂ ⇐⇒ S ′′={s ′′ :∃s ′(s ′ ∈ S ′ ∧ (s ′, a, s ′′) ∈ T )}
ò.å. S ′′ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì S ′ è áóêâîé a .
Ïîêàæåì, ÷òî L(A) = L(B) .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî w = a1a2 . . . an èç ÿçûêà L(A) .
Òîãäà àâòîìàò A èìååò äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå
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Ïîýòîìó w ∈ L(B) .



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÇÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ

ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî w = a1a2 . . . an èç ÿçûêà L(B) .
Òîãäà àâòîìàò B èìååò äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå
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Òàê êàê ŝ ∈ F̂ , â ìíîæåñòâå ŝ åñòü ñîñòîÿíèå sn, sn ∈ F .

Ïî îïðåäåëåíèþ T̂ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé

s0, s1, . . . , sn àâòîìàòà A , ñâÿçàííûõ ïåðåõîäàìè îòíîøåíèÿ T .

Ïî îïðåäåëåíèþ ŝ0 ñîñòîÿíèå s0 ÿâëÿåòñÿ èíèöèàëüíûì.

Íî òîãäà àâòîìàò A òàêæå èìååò äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå
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s0 ∈ I

sn ∈ F
Çíà÷èò, w ∈ L(A) .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî L(A) = L(B) . QED



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÇÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ

ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì äåòåðìèíèçàöèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ

ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî

àâòîìàòà A ñ n ñîñòîÿíèÿìè ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé

êîíå÷íûé àâòîìàò B ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé N ≤ 2n − 1 .

Ïîñòðîåííûé àâòîìàò B ìîæåò îêàçàòüñÿ íåìèíèìàëüíûì.

Òîãäà, ïðèìåíèâ ê íåìó àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè, ìîæíî

ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò B0 ,
ýêâèâàëåíòíûé àâòîìàòó B .

Íàñêîëüêî çíà÷èòåëüíî ÷èñëî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà
B0 ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ÷èñëî ñîñòîÿíèé
àâòîìàòà A ?



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÇÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ

ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

ÇÀÄÀ×À 4

Ðàññìîòðèì íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò

An, n ≥ 1 ,
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1. Äîêàçàòü, ÷òî ÿçûê L(An) ñîñòîèò èç âñåõ äâîè÷íûõ ñëîâ,

ñîäåðæàùèõ 0 íà n -îé ïîçèöèè ñïðàâà.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò,

ýêâèâàëåíòíûé àâòîìàòó An, èìååò 2n ñîñòîÿíèé.



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÇÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ

ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

ÇÀÄÀ×À 5

×òîáû ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ (íåäåòåðìèíèðîâàííûõ)

êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, ìîæíî ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó

äåòåðìèíèçàöèè (òåîðåìà 2.1), à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ

àëãîðèòìîì ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ

êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ (òåîðåìà 1.6).

Îäíàêî ïåðåõîä ê äåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòàì ìîæåò

ïðèâåñòè ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó âçðûâó ÷èñëà ñîñòîÿíèé. À

ìîæíî ëè ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííûõ

êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ñóùåñòâåííî ýôôåêòèâíåå?



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÇÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ

ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

ÇÀÄÀ×À 5

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à ïðîâåðêè ñîîòíîøåíèÿ
L(A) = Σ∗ ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíîé ïðîáëåìîé.

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé 3-ÊÍÔ Φ ìîæíî
ïîñòðîèòü òàêîé êîíå÷íûé àâòîìàò AΦ ,
ñîäåðæàùèé íå áîëåå |Φ| ñîñòîÿíèÿ, ÷òî

Φ âûïîëíèìà ⇔ L(AΦ) 6= Σ∗ .



ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÜ ÊËÀÑÑÀ ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ

ßÇÛÊÎÂ

ÊÀÊ ÌÎÆÍÎ ÈÇ ÎÄÍÈÕ ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ
ßÇÛÊÎÂ ÊÎÍÑÒÐÓÈÐÎÂÀÒÜ ÄÐÓÃÈÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÅ ßÇÛÊÈ?



ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÜ ÊËÀÑÑÀ ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ

ßÇÛÊÎÂ

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü L1 è L2 � àâòîìàòíûå ÿçûêè. Òîãäà ÿçûêè

L1 ∪ L2 , L1 ∩ L2 , è Σ∗ \ L1 òàêæå ÿâëÿþòñÿ àâòîìàòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Åñëè L1 è L2 � àâòîìàòíûå ÿçûêè, òî îíè ðàñïîçíàþòñÿ

êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè A1 = (Σ, S1, I1,F1,T1) è

A2 = (Σ,S2, I2,F2,T2) , ïðè÷åì S1 ∩ S2 = ∅ .

Òîãäà àâòîìàò A∪ = (Σ, S1 ∪ S2, I1 ∪ I2,F1 ∪ F2,T1 ∪ T2)
ðàñïîçíàåò ÿçûê L1 ∪ L2 .



ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÜ ÊËÀÑÑÀ ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ

ßÇÛÊÎÂ

2. Ðàññìîòðèì òàêæå àâòîìàò A∩ = (Σ, S1 × S2, I1 × I2,F∩,T∩) ,
êîòîðûé óñòðîåí òàê:

I F∩ = {(s1, s2) : s1 ∈ F1, s2 ∈ F2} ,
I
(

(s ′1, s
′
2), a, (s ′′1 , s

′′
2 )
)
∈T∩ ⇐⇒ (s ′1, a, s

′′
1 ) ∈T1∧(s ′2, a, s

′′
2 ) ∈T2

.

Èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ñëîâà w , w ∈ Σ∗ , è äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð ñîñòîÿíèé s ′1, s
′′
1 ∈ S1

è s ′2, s
′′
2 ∈ S2 , âåðíî ñîîòíîøåíèå

(s ′1, s
′
2)

w−→T∩ (s ′′1 , s
′′
2 ) ⇐⇒ s ′1

w−→T1 s
′′
1 ∧ s ′2

w−→T2 s
′′
2.

Ïîýòîìó w ∈ L(A∩) ⇐⇒ w ∈ L(A1) ∩ L(A2) .



ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÜ ÊËÀÑÑÀ ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ

ßÇÛÊÎÂ
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ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÜ ÊËÀÑÑÀ ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ

ßÇÛÊÎÂ

3. Åñëè L1 àâòîìàòíûé ÿçûê, òî ïî òåîðåìå î äåòåðìèíèçàöèè

îí ðàñïîçíàåòñÿ êîíå÷íûì äåòåðìèíèðîâàííûì ïîëíûì

àâòîìàòîì A = (Σ,S , s0,F ,T ) .

Ðàññìîòðèì àâòîìàò A = (Σ, S , s0, S \ F ,T ) .

Ââèäó äåòåðìèíèðîâàííîñòè àâòîìàòà A , äëÿ êàæäîãî ñëîâà

w = a1a2 . . . an , åñòü òîëüêî îäíî âû÷èñëåíèå

s0
a1−→T s1

a2−→T · · ·
an−→T sn.

Ïîýòîìó w ∈ L(A) ⇐⇒ w /∈ L(A) .

QED



ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÜ ÊËÀÑÑÀ ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ

ßÇÛÊÎÂ

Çàäà÷è. Ïóñòü L1 è L2 � àâòîìàòíûå ÿçûêè. Äîêçàòü, ÷òî

ñëåäóþùèå ÿçûêè òàêæå ÿâëÿþòñÿ àâòîìàòíûìè.

1. L1 \ L2 .
2. LR1 = {anan−1 . . . a2a1 : a1a2 . . . an−1an ∈ L} .
3. L1 · L2
4. L∗1 .

5. Pref (L1) .



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÇÐÀÑÒÀÍÈÈ ÄËß

ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ ßÇÛÊÎÂ

ÊÀÊÈÅ ßÇÛÊÈ ÍÅ ßÂËßÞÒÑß
ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÌÈ?

ÊÀÊ ÄÎÊÀÇÀÒÜ, ×ÒÎ ÇÀÄÀÍÍÛÉ ßÇÛÊ ÍÅ
ßÂËßÅÒÑß ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÌ?



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÇÐÀÑÒÀÍÈÈ ÄËß

ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ ßÇÛÊÎÂ

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü L � àâòîìàòíûé ÿçûê. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî N , ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà

w , w ∈ L , äëèíû íå ìåíåå N ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå ýòîãî

ñëîâà w = xyz , ãäå |xy | ≤ N è y 6= ε , äëÿ êîòîðîãî âêëþ÷åíèå

xy iz ∈ L ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ i , i ≥ 0 , ò.å.

w = xyz ∈ L =⇒ xz ∈ L, xyyz ∈ L, . . . , xyy · · · yz ∈ L, . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé àâòîìàò

A = (Σ,S , I ,F ,T ) áåç ε-ïåðåõîäîâ, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê L .
Ïîëîæèì N = |S | . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî

w = a1a2 . . . an, w ∈ L, N ≤ n , è ïðîèçâîëüíîå âû÷èñëåíèå

àâòîìàòà, äîïóñêàþùåå ýòî ñëîâî:

comp = s0
a1−→T s1

a2−→T · · ·
an−→T sn.

Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n + 1 ýëåìåíòîâ s0, s1, . . . , sn , à

|S | = N ≤ n . Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò òàêèå i , j , 0 ≤ i < j ≤ N , äëÿ

êîòîðûõ âåðíî si = sj .



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÇÐÀÑÒÀÍÈÈ ÄËß

ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ ßÇÛÊÎÂ

Ïîýòîìó ñëîâî w äîïóñêàåò ðàçáèåíèå

w = a1a2 . . . ai︸ ︷︷ ︸
x

ai+1 . . . aj︸ ︷︷ ︸
y

aj+1 . . . an︸ ︷︷ ︸
z

,

äëÿ êîòîðîãî |xy | ≤ N è y 6= ε , è ïðè âû÷èñëåíèå comp
ïðåäñòàâèìî â âèäå

comp = s0
x−→∗ si

y−→∗ si
z−→∗ sn.

Íî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

s0
x−→∗ si

z−→∗ sn,
s0

x−→∗ si
y−→∗ si · · ·

y−→∗︸ ︷︷ ︸
i ðàç

si
z−→∗ sn

òàêæå ÿâëÿþòñÿ äîïóñêàþùèìè âû÷èñëåíèÿìè àâòîìàòà A .

Çíà÷èò, xy iz ∈ L äëÿ âñåõ i , i ≥ 0 .
QED



ÏÐÈÌÅÐÛ ÍÅÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ ßÇÛÊÎÂ

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî ÿçûê L = {0i1i : i ≥ 0} , íå ÿâëÿåòñÿ
àâòîìàòíûì.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: L = L(A) äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî

àâòîìàòà A = (Σ,S , I ,F ,T ) .
Òîãäà ïî òåîðåìå î ðàçðàñòàíèè ñóùåñòâóåò òàêîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî N , äëÿ êîòîðîãî ñëîâî w = 0N1N

äîïóñêàåò ðàçáèåíèå w = 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
i

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
j

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
N−i−j

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
N

, ãäå j > 0 , è

ïðè ýòîì ñëîâî

w ′ = 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
i

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
N−i−j

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
N

= 0N−j1N

òàêæå îáÿçàíî ïðèíàäëåæàòü ÿçûêó L âîïðåêè îïðåäåëåíèþ

ýòîãî ÿçûêà.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî ÿçûê L íå ÿâëÿåòñÿ

àâòîìàòíûì.

QED



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÇÐÀÑÒÀÍÈÈ ÄËß

ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ ßÇÛÊÎÂ

ÇÀÄÀ×À 6. [Òðóäíàÿ] Òåîðåìà 2.3 äàåò
íåîáõîäèìîå óñëîâèå àâòîìàòíîñòè ôîðìàëüíûõ
ÿçûêîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåàâòîìàòíîãî ÿçûêà, êîòîðûé
òàêæå óäîâëåòâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ òåîðåìû 2.3.

Îáîñíóéòå, ÷òî ïðåäëîæåííûé ÿçûê íå ÿâëÿåòñÿ
àâòîìàòíûì.



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÇÐÀÑÒÀÍÈÈ ÄËß

ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ ßÇÛÊÎÂ

ÇÀÄÀ×À 7. [Òðóäíàÿ] Äîêàæèòå ñëåäóþùèé
âàðèàíò òåîðåìû î ðàçðàñòàíèè, êîòîðûé
ïðåäñòàâëÿåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
àâòîìàòíîñòè ÿçûêîâ.

ßçûê L ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå
öåëîå ÷èñëî N , ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà w , w ∈ L ,
äëèíû íå ìåíåå N ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå
ýòîãî ñëîâà w = xyz , ãäå y 6= ε , ÷òî äëÿ ëþáûõ
ñëîâ u è v è äëÿ ëþáîãî i , i ≥ 0, ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå uxv ∈ L ⇔ uxy iv ∈ L.



ÊÎÍÅÖ ËÅÊÖÈÈ 2.


