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Правило монотонности в НИВ (утверждение)
Если секвенция Γ ` A доказуема в НИВ, то для любого
множества формул ∆ секвенция Γ ∪∆ ` A также доказуема в НИВ

Доказательство.

Рассмотрим призвольное доказательство D секвенции Γ ` A:
Γ1 ` B1, Γ2 ` B2, ..., Γn ` Bn (Γn = Γ; Bn = A)

Добавив ∆ к левым частям, получим из D последовательность D′:
Γ1 ∪∆ ` B1, Γ2 ∪∆ ` B2, ..., Γn ∪∆ ` Bn

Если Γi ` Bi — аксиома, то Γi ∪∆ ` Bi — тоже аксиома

Если Γi ` Bi выводится из Γj1 ` Bj1 , . . . , Γjk ` Bjk по правилу R НИВ,
то Γi ∪∆ ` Bi выводится из Γj1 ∪∆ ` Bj1 , . . . , Γjk ∪∆ ` Bjk по правилу R

Значит, D′ — доказательство секвенции Γ ∪∆ ` A в НИВ H

Правило монотонности иногда включается в НИВ как правило вывода
Γ ` A

Γ ∪∆ ` A
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Закон исключённого третьего в НИВ (утверждение)
Любая секвенция вида Γ ` A ∨ ¬A доказуема в НИВ
Доказательство.

По правилу монотонности,
достаточно предложить доказательство секвенции ` A ∨ ¬A
Например, такое:

A: ¬(A ∨ ¬A),A ` A

R+
∨ : ¬(A ∨ ¬A),A ` A ∨ ¬A
A: ¬(A ∨ ¬A),A ` ¬(A ∨ ¬A)

R+
¬ : ¬(A ∨ ¬A) ` ¬A

R+
∨ : ¬(A ∨ ¬A) ` A ∨ ¬A
A: ¬(A ∨ ¬A) ` ¬(A ∨ ¬A)

R+
¬ : ` ¬¬(A ∨ ¬A)

R−¬ : ` A ∨ ¬A H

Закон исключённого третьего иногда включается в НИВ как аксиома
Γ ` A ∨ ¬A
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Содержательная трактовка доказательств НИВ
A: ¬(A ∨ ¬A),A ` A

R+
∨ : ¬(A ∨ ¬A),A ` A ∨ ¬A
A: ¬(A ∨ ¬A),A ` ¬(A ∨ ¬A)

R+
¬ : ¬(A ∨ ¬A) ` ¬A

R+
∨ : ¬(A ∨ ¬A) ` A ∨ ¬A
A: ¬(A ∨ ¬A) ` ¬(A ∨ ¬A)

R+
¬ : ` ¬¬(A ∨ ¬A)

R−¬ : ` A ∨ ¬A

Попробуем перевести это доказательство в НИВ на естественный язык:

` ¬¬(A ∨ ¬A)
R−¬ : ` A ∨ ¬A

Чтобы показать, что A ∨ ¬A верно,
достаточно показать, что ¬(A ∨ ¬A) неверно

¬(A ∨ ¬A) ` A ∨ ¬A
¬(A ∨ ¬A) ` ¬(A ∨ ¬A)

R+
¬ : ` ¬¬(A ∨ ¬A)

Покажем это от противного:
предположим, что ¬(A ∨ ¬A) верно;
покажем, что A ∨ ¬A и верно, и неверно

A: ¬(A ∨ ¬A) ` ¬(A ∨ ¬A) «A ∨ ¬A неверно» верно по предположению

¬(A ∨ ¬A) ` ¬A
R+
∨ : ¬(A ∨ ¬A) ` A ∨ ¬A

«A ∨ ¬A верно»: достаточно показать,
что A неверно (то есть ¬A верно)
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Содержательная трактовка доказательств НИВ
A: ¬(A ∨ ¬A),A ` A

R+
∨ : ¬(A ∨ ¬A),A ` A ∨ ¬A
A: ¬(A ∨ ¬A),A ` ¬(A ∨ ¬A)

R+
¬ : ¬(A ∨ ¬A) ` ¬A

R+
∨ : ¬(A ∨ ¬A) ` A ∨ ¬A
A: ¬(A ∨ ¬A) ` ¬(A ∨ ¬A)

R+
¬ : ` ¬¬(A ∨ ¬A)

R−¬ : ` A ∨ ¬A

Попробуем перевести это доказательство в НИВ на естественный язык:

¬(A ∨ ¬A),A ` A ∨ ¬A
¬(A ∨ ¬A),A ` ¬(A ∨ ¬A)

R+
¬ : ¬(A ∨ ¬A) ` ¬A

Покажем это от противного:
предположим, что A верно;
покажем, что A ∨ ¬A и верно, и неверно

A: ¬(A ∨ ¬A),A ` ¬(A ∨ ¬A) «A∨¬A неверно» верно по предположению

¬(A ∨ ¬A),A ` A
R+
∨ : ¬(A ∨ ¬A),A ` A ∨ ¬A

«A ∨ ¬A верно»:
достаточно показать, что A верно

A: ¬(A ∨ ¬A),A ` A A верно по предположению
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Содержательная трактовка доказательств НИВ
A: ¬(A ∨ ¬A),A ` A

R+
∨ : ¬(A ∨ ¬A),A ` A ∨ ¬A
A: ¬(A ∨ ¬A),A ` ¬(A ∨ ¬A)

R+
¬ : ¬(A ∨ ¬A) ` ¬A

R+
∨ : ¬(A ∨ ¬A) ` A ∨ ¬A
A: ¬(A ∨ ¬A) ` ¬(A ∨ ¬A)

R+
¬ : ` ¬¬(A ∨ ¬A)

R−¬ : ` A ∨ ¬A

Попробуем перевести это доказательство в НИВ на естественный язык:
Доказательство.
Предположим, что верно ¬(A ∨ ¬A)

Дополнительно предположим, что верно A

Так как верно A, то верно и A ∨ ¬A
Это противоречит предположению ¬(A ∨ ¬A), а значит, A неверно
Тогда верно A ∨ ¬A
Это противоречит предположению ¬(A ∨ ¬A),
а значит, ¬(A ∨ ¬A) неверно
Следовательно, верно A ∨ ¬A H
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Теорема о корректности НИВ
Любая формула, доказуемая в НИВ, общезначима

Доказательство.

По устройству правил НИВ, левая часть Γ
любой секвенции Γ ` ψ любого доказательства формулы ϕ конечна

Каждой секвенции σ вида {ψ1, . . . , ψk} ` χ
сопоставим формулу ϕσ = ψ1 & . . .&ψk→χ

По определению доказательства в НИВ, достаточно показать следующее:
1. Если σ — аксиома с конечной левой частью,

то формула |= ϕσ общезначима
2. Если σ — секвенция с конечной левой частью,

получающаяся из σ1, . . . , σn по какому-либо из правил НИВ, и
формулы ϕσ1 , . . . , ϕσn общезначимы, то и формула ϕσ общезначима
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Теорема о корректности НИВ
Любая формула, доказуемая в НИВ, общезначима

Доказательство.

1. Формула ϕσ, сопоставленная аксиоме σ с конечной левой частью,
устроена так:

ψ1 & . . .&ψk → ψi , где 1 ≤ i ≤ k

По определению общезначимости, достаточно показать, что
для любой интерпретации I верно I |= ϕσ

Если I |= ψi , то по семантике → верно и I |= ϕσ

Иначе I 6|= ψi , и по семантике & и → всё равно верно I |= ϕσ

2. Рассмотрим только правило рассуждения от противного
(обоснования для остальных правил аналогичны)

Согласно этому правилу, требуется показать, что если формулы
ψ1 & . . .&ψk &A→B и ψ1 & . . .&ψk &A→¬B общезначимы,
то и формула ψ1 & . . .&ψk→¬A общезначима
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Теорема о корректности НИВ
Любая формула, доказуемая в НИВ, общезначима

Доказательство.

2. χ1 = ψ1 & . . .&ψk &A→B , χ2 = ψ1 & . . .&ψk &A→¬B ,
χ3 = ψ1 & . . .&ψk→¬A; |= χ1 и |= χ2 ⇒ |= χ3 ?

Пусть формулы χ1 и χ2 общезначимы

По определению общезначимости, достаточно показать, что
для любой интерпретации I верно I |= χ3

По общезначимости формул χ1 и χ2, верно I |= χ1 и I |= χ2

По семантике → и устройству формул χ1, χ2, верно
I 6|= ψ1 & . . .&ψk &A

По семантике ¬, верно I |= ¬(ψ1 & . . .&ψk &A)

При этом (очевидно, что)
I |= ¬(ψ1 & . . .&ψk &A) ⇔ I |= ψ1 & . . .&ψk→¬A

Значит, I |= χ3 H
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