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§ 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê
ìíîæåñòâàì, ìàòðèöàì, ôóíêöèÿì, ôîðìóëàì

Áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
èç òåîðèè ìíîæåñòâ, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç N
(÷åðåç N0 ) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ
(ñîîòâåòñòâåííî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ) ÷èñåë. Ìíîæåñòâî
âñåõ öåëûõ ÷èñåë j , äëÿ êîòîðûõ a ⩽ j ⩽ b , ãäå a, b �
öåëûå, íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

[a, b] = (a− 1, b] = [a, b+ 1) = (a− 1, b+ 1) .

Ïðè ýòîì îòðåçêè âèäà

[a1, a2) , [a2, a3) , . . . ,

ãäå a1 < a2 < a3 < . . . , íàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè.
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Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå
ñ äåêàðòîâûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ìíîæåñòâ. Äëÿ ìíîæåñòâà A
è n ∈ N ïîëîæèì

(A)n = An = A×A× · · · ×A︸ ︷︷ ︸
n ðàç

,

� n-ÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü A , òî åñòü ìíîæåñòâî íàáîðîâ
(ñòðîê, ñëîâ, âûáîðîê) äëèíû n ñ ýëåìåíòàìè (áóêâàìè) èç
A èëè, èíà÷å, ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ n-îê ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà A .
Äëÿ ìíîæåñòâà A è s, n ∈ N ÷åðåç (A)s,n = As,n

îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ s ñòðîêàìè, n ñòîëáöàìè
è ýëåìåíòàìè èç A . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
An = A1,n , è ÷òî As,n � n-ÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà
As,1 , ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ñòîëáöàìè. ×èñëî
ñòîëáöîâ (ñòðîê) ìàòðèöû M íàçûâàåòñÿ åå äëèíîé
(ñîîòâåòñòâåííî âûñîòîé). Äëÿ ìàòðèöû M ∈ As,n è
I ′ ⊆ [1, s] , I ′′ ⊆ [1, n] ÷åðåç M ⟨I ′, I ′′⟩ (ïðè s = 1 è I ′ = {1}
� ÷åðåç M ⟨I ′′⟩) îáîçíà÷àåòñÿ åå ïîäìàòðèöà, ðàñïîëîæåííàÿ
â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè èç I ′ è ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè èç I ′′ .
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Íàáîð ∆ = (δ1, . . . , δp) , ñîñòîÿùèé èç íåïóñòûõ ìíîæåñòâ,
áóäåì íàçûâàòü ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà δ = δ1 ∪ . . . ∪ δp . Ïðè
ýòîì ìíîæåñòâà δ1, . . . , δp ñ÷èòàþòñÿ êîìïîíåíòàìè
ïîêðûòèÿ ∆ , à ÷èñëî p � åãî äëèíîé èëè ðàíãîì. Ïîêðûòèå,
ñîñòîÿùåå èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ
ðàçáèåíèåì. Ïîêðûòèå, â êîòîðîì íè îäíà èç êîìïîíåíò íå
ñîäåðæèòñÿ â äðóãîé êîìïîíåíòå (â îáúåäèíåíèè îñòàëüíûõ
êîìïîíåíò), ñ÷èòàåòñÿ íåïðèâîäèìûì (ñîîòâåòñòâåííî
òóïèêîâûì) ïîêðûòèåì.
Åñëè A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî åãî ìîùíîñòü, òî åñòü
÷èñëî ýëåìåíòîâ, îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íî ÷åðåç |A| . Çàìåòèì,
÷òî ïðè ýòîì

|An| = |A|n è |As,n| = |A|s·n ,
ãäå s, n ∈ N , à åñëè |A| = a ⩾ n , òî ÷èñëî âûáîðîê (ñëîâ)
äëèíû n èç A , â êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû ðàçëè÷íû, � òàê
íàçûâàåìûõ âûáîðîê áåç ïîâòîðåíèé, � ðàâíî

a (a− 1) · · · (a− n+ 1) .
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Êàæäîå ñëîâî (íàáîð) α = α1 . . . αn = (α1, . . . , αn) èç A
n ïðè

âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâêàõ áóêâ ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî
ñëîâ, íàçûâàåìîå ñî÷åòàíèåì äëèíû n èç A èëè, èíà÷å,
íåóïîðÿäî÷åííîé n-êîé èç A , è îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç
{α1, . . . , αn} . Â ÷àñòíîñòè, ñî÷åòàíèå, ñâÿçàííîå ñ
(óïîðÿäî÷åííîé) ïàðîé (u, v) , ñ÷èòàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííîé
ïàðîé {u, v} , ñî÷åòàíèå, ñâÿçàííîå ñ (óïîðÿäî÷åííûì)
ðàçáèåíèåì (δ1, . . . , δp) , � íåóïîðÿäî÷åííûì ðàçáèåíèåì
{δ1, . . . , δp} , è òàê äàëåå. Çàìåòèì, ÷òî ñî÷åòàíèå
ïîðîæäàåòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè áóêâ èç ëþáîãî ñâîåãî ñëîâà.
Ïðè ýòîì ñî÷åòàíèå èç A áåç ïîâòîðåíèé, òî åñòü ñî÷åòàíèå,
ïîðîæäåííîå ñëîâîì èç An , âñå áóêâû êîòîðîãî ðàçëè÷íû, ñ
ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾îáû÷íîå¿
ïîäìíîæåñòâî, à ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè � ¾êðàòíîå¿
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A , òî åñòü ïîäìíîæåñòâî, â
êîòîðîå åãî ýëåìåíòû âõîäÿò ñ îïðåäåëåííîé êðàòíîñòüþ (â
ñîîòâåòñòâóþùåì ÷èñëå ¾ýêçåìïëÿðîâ¿).
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×èñëî ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèé äëèíû n èç
ìíîæåñòâà A, |A| = a , îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

(
a
n

)
. Êàê èçâåñòíî,(

a

n

)
=

a!

n! (a− n)!
=
a (a− 1) · · · (a− n+ 1)

n!
, (1.1)

à ÷èñëî ñî÷åòàíèé ñ (âîçìîæíûìè) ïîâòîðåíèÿìè äëèíû n
èç A ðàâíî

(
a+n−1

n

)
.

Èíäóêöèåé ïî n ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

n! >
(n
3

)n
, (1.2)

à èç ôîðìóëû Ñòèðëèíãà ñëåäóåò, ÷òî1

n! ∼
(n
e

)n√
2πn. (1.3)

1Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî a (n)∼ b (n) îçíà÷àåò, ÷òî lim
n→∞

a(n)
b(n)

=1 ,
òî åñòü

a (n) = (1 + o (1)) b (n) .
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Èç (1.1) è (1.2) âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâî(
a

n

)
⩽

(
3a

n

)n

, (1.4)

à èç (1.1) è (1.3) � àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî1(
n⌈
n
2

⌉) ∼ 2n+1

√
2πn

. (1.5)

1×åðåç ⌈α⌉ (⌊α⌋) îáîçíà÷àåòñÿ áëèæàéøåå ê α ñâåðõó
(ñîîòâåòñòâåííî ñíèçó) öåëîå ÷èñëî
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Íàïîìíèì òåïåðü íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ
ôóíêöèÿìè è îòíîøåíèÿìè. Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) , ãäå
ïåðåìåííàÿ xi ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà A è
ñâÿçàíà ñ i-é êîìïîíåíòîé, i ∈ [1, n] , äåêàðòîâîé ñòåïåíè An .
Ôóíêöèþ f , îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå An è
ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà D (ìíîæåñòâà A),
áóäåì íàçûâàòü n-ìåñòíîé, èëè, èíà÷å, n-àðíîé ôóíêöèåé
èç ìíîæåñòâà A âî ìíîæåñòâî D (ñîîòâåòñòâåííî íàä
ìíîæåñòâîì A) îò ïåðåìåííûõ x è áóäåì ïðåäñòàâëÿòü åå
â âèäå1

f = f (x) , f : An −→ D (ñîîòâåòñòâåííî f : An −→ A) .

1Ôóíêöèþ f îò ïåðåìåííûõ x1, x2 áóäåì, êàê îáû÷íî, ïðåäñòàâëÿòü
â âèäå (x1fx2) èëè â âèäå f(x1, x2) .
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Ïðè ýòîì â ñëó÷àå D = B = {0, 1} ôóíêöèÿ f ñ÷èòàåòñÿ

îòíîøåíèåì íàä ìíîæåñòâîì A , à çàïèñü f (a) (f (a)), ãäå
a = (a1, . . . , an) ∈ An , îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîíåíòû íàáîðà a
íàõîäÿòñÿ (ñîîòâåòñòâåííî íå íàõîäÿòñÿ) â îòíîøåíèè f , òî
åñòü f (a) = 1 (ñîîòâåòñòâåííî f (a) = 0).
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Äëÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé, òî åñòü îòíîøåíèé îò äâóõ
ïåðåìåííûõ, îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâà
ðåôëåêñèâíîñòè, òðàíçèòèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è
àíòèñèììåòðè÷íîñòè. Îòíîøåíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè
ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè, áóäåì,
êàê îáû÷íî, íàçûâàòü îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
Íàïîìíèì, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè τ , çàäàííîå íà
ìíîæåñòâå A , ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà íà
êëàññû τ -ýêâèâàëåíòíîñòè � ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ
ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A , ñîñòîÿùèå èç ïîïàðíî
τ -ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðèìåðîì îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ïåðåñòàíîâî÷íîñòè íà
ìíîæåñòâå An , â êîòîðîì ñëîâà α′ è α′′ íàõîäÿòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà α′′ ìîæíî ïîëó÷èòü èç α′ â ðåçóëüòàòå
ïåðåñòàíîâêè áóêâ. Çàìåòèì, ÷òî êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè
ïî ýòîìó îòíîøåíèþ ÿâëÿþòñÿ ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Îòíîøåíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè ðåôëåêñèâíîñòè,
òðàíçèòèâíîñòè è àíòèñèììåòðè÷íîñòè, áóäåì, êàê îáû÷íî,
íàçûâàòü îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Åñëè τ �
îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå A , òî ïàðó
(A, τ) áóäåì íàçûâàòü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà â ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (A, τ) ëþáûå äâà ýëåìåíòà a′ è
a′′ èç A ñðàâíèìû, òî åñòü ëèáî a′τa′′ , ëèáî a′′τa′ , ïàðó
(A, τ) áóäåì ñ÷èòàòü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (A, τ) , ãäå |A| = t ,
ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îòðåçêà [0, t) òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ a′

è a′′ èç A íîìåð a′ íå áîëüøå, ÷åì íîìåð a′′ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà a′τa′′ .
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Ïîä äèñêðåòíîé ôóíêöèåé ïîíèìàþò, îáû÷íî, îòîáðàæåíèå
îäíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå. Òàê, ôóíêöèÿ íàä
îòðåçêîì [0, k) , ãäå k ⩾ 2 , íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé k -çíà÷íîé
ëîãèêè (ïðè k = 2 � àëãåáðû ëîãèêè), à ìíîæåñòâî âñåõ
òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Pk . Äèñêðåòíûå
ôóíêöèè, êàê ïðàâèëî, ìîãóò áûòü îïèñàíû òàáëèöàìè. Òàê,
áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ f (x1, x2) èç êîíå÷íîãî ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà A = {a1, . . . , am} â êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî D ìîæåò áûòü çàäàíà ìàòðèöåé M, M ∈ Dm,m ,
ãäå M ⟨i, j⟩ = f (ai, aj) ïðè âñåõ i, j èç îòðåçêà [1,m] , è
îáðàòíî.
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Ïóñòü X= {x1, x2, . . . , xn, . . . } � ñ÷åòíûé óïîðÿäî÷åííûé
àëôàâèò ïåðåìåííûõ íàä ìíîæåñòâîì A è ïóñòü
PA =PA (X) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé íàä A îò
ïåðåìåííûõ èç X . Ïåðåìåííàÿ xi, i ∈ [1, n] , íàçûâàåòñÿ
íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè f (x1, . . . , xn) èç PA ,
åñëè f (α) = f (β) äëÿ ëþáûõ îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ïî xi
íàáîðîâ α è β èç An . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ xi
íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè f .
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Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f ñóùåñòâåííî (íåñóùåñòâåííî)
çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi , åñëè xi � ñóùåñòâåííàÿ
(ñîîòâåòñòâåííî íåñóùåñòâåííàÿ) ïåðåìåííàÿ ôóíêöèè f .
Íåñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ íå âëèÿåò íà çíà÷åíèå ôóíêöèè,
ïîýòîìó, êàê îáû÷íî, ðàâåíñòâî ôóíêöèé áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ èëè èçúÿòèÿ
íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì äâå ôóíêöèè
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò îäíè è òå æå
ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå è îäèíàêîâûì îáðàçîì
îòîáðàæàþò äåêàðòîâó ñòåïåíü A , ñâÿçàííóþ ñ èõ
ñóùåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè, â A . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f �
ñóùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, åñëè îíà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ ñ÷åòíûé àëôàâèò
ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ (ÔÑ) äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèé
èç PA è ÷òî â PA âûäåëåíî ¾áàçèñíîå¿ ìíîæåñòâî Á. Äàäèì
èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ôîðìóëû íàä Á è ðåàëèçóåìîé åþ
ôóíêöèè, êîòîðîå, â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî, íåÿâíî
ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå â Á ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíîé
ïåðåìåííîé. Çàìåòèì, ÷òî ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ
ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîâî, ïîñòðîåííîå èç ÔÑ
¾áàçèñíûõ¿ ôóíêöèé, ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ è
¾ðàçäåëèòåëåé¿, êîòîðîå çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè.
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Ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ xj èç X ñ÷èòàåòñÿ ôîðìóëîé ãëóáèíû 0
íàä ìíîæåñòâîì Á, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ xj . Åñëè
φ (x1, . . . , xk) ∈ Á è äëÿ êàæäîãî i, i ∈ [1, k] , îïðåäåëåíà
ôîðìóëà Fi ãëóáèíû qi íàä ìíîæåñòâîì Á, êîòîðàÿ
ðåàëèçóåò ôóíêöèþ fi èç PA , òî çàïèñü F âèäà

F = φ (F1, . . . ,Fk) (1.6)

ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ãëóáèíû q = max {q1, . . . , qk}+ 1 íàä Á,
êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f âèäà f = φ (f1, . . . , fk) . Âñå
çàïèñè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå óêàçàííîãî èíäóêòèâíîãî
ïîñòðîåíèÿ, è òîëüêî îíè ñ÷èòàþòñÿ ôîðìóëàìè íàä
ìíîæåñòâîì Á. Ïðè ýòîì ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå
èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû F , íàçûâàþòñÿ åå
ïîäôîðìóëàìè, à òå ïîäôîðìóëû F1, . . . ,Fk , èç êîòîðûõ íà
ïîñëåäíåì øàãå èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ñòðîèòñÿ ôîðìóëà
F âèäà (1.6), ñ÷èòàþòñÿ åå ãëàâíûìè ïîäôîðìóëàìè.
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Ïîä ñëîæíîñòüþ (ðàíãîì) ôîðìóëû F ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî
âõîæäåíèé â íåå ÔÑ (ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ),
êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L (F) (ñîîòâåòñòâåííî R (F)).
Ôîðìóëû F′ è F′′ , ðåàëèçóþùèå ðàâíûå ôóíêöèè f ′ è f ′′ ,
íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè èëè, èíà÷å, ýêâèâàëåíòíûìè. Ïðè
ýòîì ðàâåíñòâî âèäà t : F′ = F′′ ñ÷èòàåòñÿ òîæäåñòâîì.
Îáû÷íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ òîæäåñòâà, õàðàêòåðèçóþùèå
ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè è
äèñòðèáóòèâíîñòè áèíàðíûõ ôóíêöèé èç PA .
Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ ôîðìóëàìè íàä Á,
íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà Á. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî
Á ñ÷èòàåòñÿ ïîëíûì, åñëè åãî çàìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ PA . Â
äàëüíåéøåì ëþáîå êîíå÷íîå ïîëíîå â PA áàçèñíîå
ìíîæåñòâî Á áóäåì íàçûâàòü áàçèñîì. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå
îò ôóíêöèîíàëüíîãî áàçèñà êàê íåèçáûòî÷íîé ïîëíîé
ñèñòåìû ôóíêöèé, â Á ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ÔÀË, ïðè
óäàëåíèè êîòîðûõ îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî ïðîäîëæàåò áûòü
ïîëíûì.
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§ 2. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ñ
ïîìîùüþ äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì
(ÄÍÔ) è åãî ¾ãåîìåòðè÷åñêàÿ¿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ìíîæåñòâî Bn , ãäå B = {0, 1} è n ∈ N , òî åñòü ìíîæåñòâî
íàáîðîâ äëèíû n èç 0 è 1 , îáû÷íî íàçûâàþò åäèíè÷íûì
êóáîì èëè ãèïåðêóáîì ðàçìåðíîñòè n . Îòíîøåíèå
ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ðàçáèâàåò êóá Bn íà êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè (ñî÷åòàíèÿ) Bn

0 , B
n
1 , . . . , B

n
n , ãäå

Bn
i , i ∈ [0, n] , � òàê íàçûâàåìûé i-é ñëîé êóáà Bn , òî åñòü

ìíîæåñòâî íàáîðîâ ñ i åäèíèöàìè, è, î÷åâèäíî, |Bn
i | =

(
n
i

)
.

Íà ìíîæåñòâå Bn ââåäåì îòíîøåíèå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî
ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå çàäàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì
îòîáðàæåíèåì (íóìåðàöèåé) ν :Bn → [0, 2n) òàêèì, ÷òî

ν (α1, . . . , αn) =
n∑

i=1

αi2
n−i.
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Çàìåòèì, ÷òî äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà ν (α) , α ∈ Bn ,
äîïîëíåííàÿ ñëåâà íóëÿìè äî íàáîðà äëèíû n , ñîâïàäàåò ñ
α . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé
ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ([0, k))n ïðè k > 2 . Ìíîæåñòâî
íàáîðîâ, ÿâëÿþùååñÿ îáðàçîì îòðåçêà [a, b] , ãäå
[a, b] ⊆ [0, 2n) , ïðè îòîáðàæåíèè ν−1 , íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì
êóáà Bn .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Äëÿ íàáîðîâ α, β èç Bn ÷åðåç ρ (α, β) îáîçíà÷àåòñÿ òàê
íàçûâàåìîå ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó íèìè, òî åñòü ÷èñëî
òåõ ðàçðÿäîâ, â êîòîðûõ îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ïðè
ýòîì íàáîðû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè n , íàçûâàþòñÿ
ïðîòèâîïîëîæíûìè, à íàáîðû, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî â
îäíîì (i-ì) ðàçðÿäå, ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè (ñîîòâåòñòâåííî
ñîñåäíèìè ïî i-é ïåðåìåííîé). Ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì
èçîáðàæåíèè êóáà Bn íà ïëîñêîñòè âåðøèíû i-ãî ñëîÿ
îáû÷íî ðàñïîëàãàþòñÿ íà îäíîì è òîì æå ãîðèçîíòàëüíîì
óðîâíå íàä âåðøèíàìè (i− 1)-ãî ñëîÿ, i = 1, . . . , n , à
ñîñåäíèå âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ îòðåçêàìè ïðÿìûõ (ñì. ðèñ.
2.1). Ìíîæåñòâî íàáîðîâ êóáà Bn , íàõîäÿùèõñÿ íà
ðàññòîÿíèè t (íå áîëüøå, ÷åì t) îò íàáîðà α , íàçûâàåòñÿ
ñôåðîé (ñîîòâåòñòâåííî øàðîì) ðàäèóñà t ñ öåíòðîì α .
Çàìåòèì, ÷òî i-é ñëîé êóáà Bn ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé ðàäèóñà i ñ
öåíòðîì â íàáîðå 0̃ = (0, . . . , 0) è ñôåðîé ðàäèóñà (n− i) ñ

öåíòðîì â íàáîðå 1̃ = (1, . . . , 1) .
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Íà ìíîæåñòâå Bn îáû÷íûì îáðàçîì ââåäåì îòíîøåíèå
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ⩽ òàêîå, ÷òî

α = (α1, . . . , αn) ⩽ β = (β1, . . . , βn)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αi ⩽ βi ïðè âñåõ i ∈ [1, n] . Ïðè
ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî α < β , åñëè α ⩽ β è α ̸= β , à íàáîðû
α, β èç Bn , äëÿ êîòîðûõ α ⩽ β èëè β ⩽ α (α ⩽̸ β è β ⩽̸ α),
íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè (ñîîòâåòñòâåííî íåñðàâíèìûìè).
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Ðèñ. 2.1: B3 è B4 , ïðèìåðû ãðàíåé



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

x1 0 x1 x1 1
0 0 1 0 1
1 0 0 1 1

x1 x2 & ∨ ⊕ ∼ → | ↓
0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 1 1 0 0

α̃f íàçâàíèå ôóíêöèè f
(00) � ”0” (êîíñòàíòà íóëü)
(11) � ”1” (êîíñòàíòà åäèíèöà)
(01) � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
(10) � îòðèöàíèå

(0001) � êîíúþíêöèÿ (óìíîæåíèå)
(0111) � äèçúþíêöèÿ
(0110) � ñóììà ïî ìîäóëþ 2
(1001) � ýêâèâàëåíòíîñòü
(1101) � èìïëèêàöèÿ
(1110) � øòðèõ Øåôôåðà
(1000) � ñòðåëêà Ïèðñà

Ðèñ. 2.2: Ýëåìåíòàðíûå ÔÀË



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Äëÿ íàáîðà γ = (γ1, . . . , γn) äëèíû n íàä ìíîæåñòâîì [0, 2]
÷åðåç Γγ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òåõ íàáîðîâ α =
= (α1, . . . , αn) êóáà B

n , äëÿ êîòîðûõ αi = γi ïðè âñåõ
i ∈ [1, n] òàêèõ, ÷òî γi ̸= 2 . Ìíîæåñòâî Γγ íàçûâàåòñÿ
ãðàíüþ êóáà Bn , ÷èñëî (n− r) , ðàâíîå ÷èñëó ”2” â íàáîðå
γ , ñ÷èòàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ýòîé ãðàíè, à ÷èñëî r � åå
ðàíãîì. Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ ãðàíü Γγ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîäêóá ðàçìåðíîñòè (n− r) êóáà Bn è ñîñòîèò èç 2n−r

íàáîðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî â òåõ
ðàçðÿäàõ, â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ñèìâîëû ”2” íàáîðà γ .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Â ÷àñòíîñòè, ãðàíü ðàçìåðíîñòè 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âåðøèíó êóáà, ãðàíü ðàçìåðíîñòè 1 � åãî ðåáðî, ãðàíü
ðàçìåðíîñòè 2 � êâàäðàò, è òàê äàëåå. Òàê, íà ðèñ. 2.1 â
êóáå B3 âûäåëåíû ðåáðà N1, . . . , N6 , à â êóáå B

4 âûäåëåíû
ãðàíè Γ(0010), Γ(0200), Γ(0221) è Γ(1222) ðàçìåðíîñòåé 0 , 1 , 2 è
3 ñîîòâåòñòâåííî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàíü Γγ ðàíãà (n− r)
â êóáå Bn , ãäå γ = (α, 2, . . . , 2) è α ∈ Bn−r , ñîîòâåòñòâóåò
îòðåçêó êóáà äëèíû 2r , à ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíåé óêàçàííîãî
âèäà îáðàçóåò ðàçáèåíèå Bn íà ïîñëåäîâàòåëüíûå îòðåçêè.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Áóäåì, êàê îáû÷íî, ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ ñ÷åòíûé
óïîðÿäî÷åííûé àëôàâèò áóëåâûõ ïåðåìåííûõ (ÁÏ)
X = {x1, x2, . . . , xn, . . . } , è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè
àëãåáðû ëîãèêè (ÔÀË), èëè, èíà÷å, áóëåâû ôóíêöèè îò
ïåðåìåííûõ èç X , à ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç P2 (X) , èëè P2 . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå,
÷òî êàæäûé ðàññìàòðèâàåìûé n-ìåðíûé êóá èìååò âèä
Bn = Bn(X) , ãäå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ
X = {xj1 , . . . , xjn}⊂X è j1 < · · · < jn , ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ xji
äëÿ âñåõ i ∈ [1, n] ñâÿçàíà ñ i-ì ðàçðÿäîì êóáà Bn(X) .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè f(xj1 , . . . , xjn) ,
îòîáðàæàþùèõ êóá Bn(X) â B , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
P2 (X) , à åãî m-þ äåêàðòîâó ñòåïåíü, òî åñòü ìíîæåñòâî
ñèñòåì âèäà F = (f1, . . . , fm) , ñîñòîÿùèõ èç m òàêèõ
ôóíêöèé, � ÷åðåç Pm

2 (X) . Êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì âûäåëÿòü
èç X ìíîæåñòâî ÁÏ X(n) = {x1, . . . , xn} , ãäå n ∈ N , áóäåì
ñîïîñòàâëÿòü åìó íàáîð ÁÏ x(n) = (x1, . . . , xn) è áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ÔÀË P2(n) =P2(X(n)) , à òàêæå
åãî ñòåïåíè Pm

2 (n) =Pm
2 (X(n)) .

Äëÿ çàäàíèÿ ÔÀË f èç P2 (n) ìîæíî èñïîëüçîâàòü åå
òàáëèöó çíà÷åíèé, òî åñòü ìàòðèöó M èç ìíîæåñòâà
B2n,n+1 , i-ÿ ñòðîêà, i ∈ [1, 2n] , êîòîðîé èìååò âèä

M ⟨i, [1, n+ 1]⟩ = (α, f (α)) ,

ãäå ν (α) = i− 1 .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Ïðè ýòîì ñòîëáåö M ⟨[1, 2n] , n+ 1⟩ , îäíîçíà÷íî çàäàþùèé
ÔÀË f , ñ÷èòàåòñÿ åå ñòîëáöîì çíà÷åíèé è îáû÷íî
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðàíñïîíèðîâàííîé ñòðîêè,
îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç α̃f . Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
|P2 (n)| = 22

n
. Íà ðèñ. 2.2 ïðèâåäåíû òàáëèöû âñåõ ÔÀË îò

ÁÏ x1 è ¾îñíîâíûõ¿ ÔÀË îò ÁÏ x1, x2 , à òàêæå
ïåðå÷èñëåíû ñòîëáöû çíà÷åíèé α̃f è íàçâàíèÿ äëÿ âñåõ
óêàçàííûõ ÔÀË. Ñòîëáåö çíà÷åíèé ÔÀË f èç P2 (n) ïðè
ëþáîì k ∈ [1, n) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé
òàáëèöû (ìàòðèöû) äëèíû 2k è âûñîòû 2n−k , i-ÿ ñòðîêà
êîòîðîé, i ∈

[
1, 2n−k

]
, èìååò âèä

α̃f

〈(
(i− 1) 2k, i2k

]〉
.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Êðîìå òîãî, ÔÀË f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåõ
íàáîðîâ α ∈ Bn òàêèõ, ÷òî f (α) = 1 , è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Nf , à òàêæå åãî äîïîëíåíèåì Nf = Nf = Bn \Nf . Çàìåòèì,
÷òî ÔÀË f ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé
ìíîæåñòâà Nf .
Íà ðèñ. 2.3 ïîêàçàíà òàáëèöà çíà÷åíèé
ÔÀË òðåõ ïåðåìåííûõ H (x1, x2, x3) , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèåé ãîëîñîâàíèÿ, ïðèâåäåíû ïðÿìîóãîëüíûå òàáëèöû
åå çíà÷åíèé è âûïèñàíû íàáîðû ìíîæåñòâ NH è NH .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

x1 x2 x3 H
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

x1 x2
x3
l

l
0 1

0 0 0 0
0 1 0 1
1 1 1 1

x2 0 0 1 1

x1
x3
l

l
0 1 0 1

0 0 0 0 1
1 0 1 1 1

NH = {(011) , (101) , (110) , (111)}
NH = {(000) , (001) , (010) , (100)}

Ðèñ. 2.3: Ôóíêöèÿ ãîëîñîâàíèÿ



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî áèíàðíûå îïåðàöèè & , ∨ , ⊕
óäîâëåòâîðÿþò îáû÷íûì ¾àëãåáðàè÷åñêèì¿ òîæäåñòâàì
àññîöèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè, à îïåðàöèÿ & , êðîìå
òîãî, � òîæäåñòâàì äèñòðèáóòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî ∨ è ⊕ ,
ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ðàñêðûâàòü ñêîáêè1. Çàìåòèì,
òàêæå, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òîæäåñòâà ïðèâåäåíèÿ
ïîäîáíûõ

x · 0 = x · x = x⊕ x = 0, x ∨ 1 = x ∨ x = x⊕ x = 1, (2.1)

x · x = x ∨ x = x ∨ 0 = x⊕ 0 = x · 1 = x, (2.2)

x1 ∨ x1x2 = x1, (2.3)

ïîñëåäíåå èç êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ ¾òîæäåñòâîì ïîãëîùåíèÿ¿.

1Ïðè çàïèñè ôîðìóë íàä P2 (2) áóäåì ïðèìåíÿòü îáû÷íûå
ñîãëàøåíèÿ î ¾ñèëå¿ îïåðàöèé, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ÔÀË ¬
ñèëüíåå ÔÀË & , à ÔÀË & ñèëüíåå âñåõ îñòàëüíûõ ÔÀË îò äâóõ ÁÏ.
Êðîìå òîãî, âíåøíèå ñêîáêè è ñêîáêè, çàäàþùèå ïîðÿäîê
ìíîãîêðàòíîãî âûïîëíåíèÿ îäíîé è òîé æå áèíàðíîé àññîöèàòèâíîé
îïåðàöèè &, ∨, ∼, ⊕ , áóäåì, êàê ïðàâèëî, îïóñêàòü.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Íàïîìíèì, ÷òî ÔÀË âèäà

f (x1, . . . , xn) = α1x1 ⊕ · · · ⊕ αnxn ⊕ α0

èç P2 (n) , ãäå α0, . . . , αn � áóëåâû êîíñòàíòû, íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíîé ÔÀË è çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâåííûìè ÁÏ ýòîé
ÔÀË ÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå ÁÏ xi èç ìíîæåñòâà X (n) ,
äëÿ êîòîðûõ ¾êîýôôèöèåíò¿ αi ðàâåí 1 . Çàìåòèì òàêæå,
÷òî ÔÀË ℓn = x1 ⊕ · · · ⊕ xn è ℓn = x1 ⊕ · · · ⊕ xn ⊕ 1 ÿâëÿþòñÿ
åäèíñòâåííûìè ñóùåñòâåííûìè ëèíåéíûìè ÔÀË â P2 (n) .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ôîðìóëû ¾àëãåáðàè÷åñêîãî¿ òèïà
íàä ìíîæåñòâîì

Á0 = {x1 · x2, x1 ∨ x2, x1} .

Ôóíêöèè xi è xi áóäåì íàçûâàòü áóêâàìè ÁÏ xi è, êàê
îáû÷íî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x0i = xi, x

1
i = xi . Êîíúþíêöèÿ

(äèçúþíêöèÿ) r, 1 ⩽ r ⩽ n , áóêâ ðàçëè÷íûõ ÁÏ èç
ìíîæåñòâà X (n) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé
(ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé) ðàíãà r îò
áóëåâûõ ïåðåìåííûõ X (n) . Èç (2.1), (2.2) ñëåäóåò, ÷òî
ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ (ÝÊ) K = xα1

i1
· · ·xαr

ir
è

ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ (ÝÄ) J = xα1
i1

∨ . . . ∨ xαr
ir
, ãäå

1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ n , ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÔÀË
ãðàíè NK = Γβ è åå äîïîëíåíèÿ NJ = Bn \ Γβ , ãäå íàáîð β
èç ([0, 2])n îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî β ⟨ip⟩ = αp ïðè âñåõ
p ∈ [1, r] è β ⟨i⟩ = 2 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Òàê, ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè x1x2x3x4 , x1x3x4 , x1x4 è x1
ðàíãà 4 , 3 , 2 è 1 ñîîòâåòñòâåííî îò ÁÏ x1, x2, x3, x4
ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÔÀË ãðàíåé êóáà B4 ,
ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 2.1b. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíñòàíòà 1
(êîíñòàíòà 0) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé
(ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé) ðàíãà 0 .
Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ îòëè÷íàÿ îò x1 ⊕ x2 è x1 ∼ x2
ñóùåñòâåííàÿ ÔÀË îò ÁÏ x1, x2 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ÝÊ, ëèáî
ÝÄ ðàíãà 2 .
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Äèçúþíêöèÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé
íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÄÍÔ), à
êîíúþíêöèÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé �
êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÊÍÔ). Ïðè ýòîì ÄÍÔ
(ÊÍÔ) ñ÷èòàåòñÿ ñîâåðøåííîé, åñëè âñå åå ÝÊ
(ñîîòâåòñòâåííî ÝÄ) ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò îäíèõ è òåõ æå
ÁÏ, à èõ ðàíã ðàâåí ÷èñëó ýòèõ ÁÏ. ×èñëî ÝÊ (ÝÄ) â ÄÍÔ
(ñîîòâåòñòâåííî ÊÍÔ) A íàçûâàåòñÿ åå äëèíîé è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç λ (A) . Ëþáóþ ÔÀË f (x1, . . . , xn) ,
îòëè÷íóþ îò êîíñòàíòû, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå åå
ñîâåðøåííûõ ÄÍÔ è ÊÍÔ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f (x1, . . . , xn) =
∨

(α1,...,αn)∈Nf

xα1
1 . . . xαn

n =

=
∧

(β1,...,βn)∈Nf

(
x
β1
1 ∨ . . . ∨ xβn

n

)
. (2.4)
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Òàê, ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË g (x1, x2, x3) , äëÿ êîòîðîé
Ng = {(000) , (111)} , (ñì. ðèñ. 2.1a) èìååò âèä

g (x1, x2, x3) =

= x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáóþ ÔÀË f èç P2 (n) , îòëè÷íóþ îò
êîíñòàíòû 0 , ìîæíî ïðåäñòàâèòü åå ñîâåðøåííîé ÄÍÔ âèäà
(2.4), à ÔÀË f ≡ 0 � ôîðìóëîé x1 · x1 . Ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáàÿ ÔÀË èç P2 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ôîðìóëîé íàä
Á0 , è ïîýòîìó ìíîæåñòâî Á0 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì P2 .
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Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË â âèäå ÄÍÔ èëè ÊÍÔ èìååò ïðîñòóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïóñòü

f (x1, . . . , xn) = K1 ∨ . . . ∨Ks = A, (2.5)

f (x1, . . . , xn) = J1 · · · Jt = B, (2.6)

ãäå K1, . . . , Ks (J1, . . . , Jt ) � ðàçëè÷íûå ÝÊ
(ñîîòâåòñòâåííî ÝÄ) îò ÁÏ x1, . . . , xn . Èç (2.1), (2.2) ñëåäóåò,
÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ (2.5) è (2.6) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì
ïîêðûòèÿì ìíîæåñòâ Nf è Nf ãðàíÿìè êóáà Bn

Nf = NK1 ∪ . . . ∪NKs ; (2.7)

Nf = NJ1 ∪ . . . ∪NJt . (2.8)
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Òàê, ïðåäñòàâëåíèå

g (x1, x2, x3) = K1 ∨ . . . ∨K6, (2.9)

ãäå Ng = {(000) , (111)} è

K1 = x1x3, K2 = x2x3, K3 = x1x2,

K4 = x1x3, K5 = x2x3, K6 = x1x2,

ñîîòâåòñòâóåò ïîêðûòèþ Ng = N1 ∪ . . . ∪N6 , ãäå Ni = NKi

ïðè âñåõ i = 1, . . . , 6 (ñì. ðèñ. 2.1a). Çàìåòèì, ÷òî
ñîâåðøåííûå ÄÍÔ è ÊÍÔ ÔÀË f èç (2.4) çàäàþò ïîêðûòèå
ìíîæåñòâ Nf è Nf ñîîòâåòñòâåííî ãðàíÿìè ðàçìåðíîñòè 0 .
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óêàçàííóþ âûøå ãåîìåòðè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ, ìû íå áóäåì â äàëüíåéøåì äåëàòü
ñóùåñòâåííûõ ðàçëè÷èé ìåæäó ÝÊ Ki è ñîîòâåòñòâóþùåé
åé ãðàíüþ NKi , à òàêæå ìåæäó ÄÍÔ âèäà (2.5) è
ñîîòâåòñòâóþùèì åé ïîêðûòèåì (2.6).
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Ëåììà 2.1

Ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË f , f ∈ P2 (n) , ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííîé ÄÍÔ îò ÁÏ X (n) , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ýòó
ÔÀË, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âî ìíîæåñòâå Nf íåò
ñîñåäíèõ íàáîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË f ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ÄÍÔ îò
ÁÏ X (n) , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ýòó ÔÀË, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â ìíîæåñòâå Nf íåò ãðàíåé ðàçìåðíîñòè áîëüøå
0 , ÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî â ìíîæåñòâå Nf íåò ñîñåäíèõ
íàáîðîâ.

Ñëåäñòâèå

Ñîâåðøåííûå ÄÍÔ ÔÀË ℓn , ℓn ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè
ÄÍÔ ýòèõ ÔÀË îò ÁÏ X (n) .
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§ 3. Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ è ñïîñîáû åå ïîñòðîåíèÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå âèäû ÄÍÔ è èõ
¾ãåîìåòðè÷åñêóþ¿ èíòåðïðåòàöèþ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ÔÀË f ′ èìïëèöèðóåò ÔÀË f ′′ , èëè, èíà÷å, ÔÀË f ′′

ïîãëîùàåò ÔÀË f ′ , åñëè Nf ′ ⊆ Nf ′′ , òî åñòü èìïëèêàöèÿ
(f ′ → f ′′) òîæäåñòâåííî ðàâíà 1 . Ýëåìåíòàðíàÿ
êîíúþíêöèÿ, êîòîðàÿ èìïëèöèðóåò ÔÀË f , íàçûâàåòñÿ
èìïëèêàíòîé ýòîé ÔÀË. Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå
èìïëèöèðóåìîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
è ÷òî f ′ èìïëèöèðóåò f ′′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
f ′′ = f ′ ∨ f ′′ èëè f ′ = f ′ · f ′′ . Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè,
÷òî ÝÊ K ′ èìïëèöèðóåò ÝÊ K ′′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ìíîæåñòâî áóêâ K ′′ ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå áóêâ K ′ , òî
åñòü K ′ = K ′′ ·K äëÿ íåêîòîðîé ÝÊ K , íå èìåþùåé îáùèõ
áóêâ ñ ÝÊ K ′′ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ÝÊ K ′

ìîæåò áûòü ¾óñòðàíåíà¿ èç ÄÍÔ K ′′ ∨K ′ ñ ïîìîùüþ
òîæäåñòâà ïîãëîùåíèÿ (2.3).
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Äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó A âèäà (2.5) áóäåì
íàçûâàòü ÄÍÔ áåç ïîãëîùåíèé ÝÊ, åñëè íè îäíà èç ãðàíåé
NK1 , . . . , NKs íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîé èç äðóãèõ ãðàíåé
ïîêðûòèÿ (2.7). Íà ¾ÿçûêå èìïëèöèðóåìîñòè¿ ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íè îäíà èç ÝÊ Ki, i ∈ [1, s] , íå ÿâëÿåòñÿ èìïëèêàíòîé
ÝÊ Kj , ãäå j ∈ [1, s] è i ̸= j . Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ
òîæäåñòâà ïîãëîùåíèÿ (2.3) èç ëþáîé ÄÍÔ A ìîæíî

ïîëó÷èòü ÄÍÔ Â . áåç ïîãëîùåíèé ÝÊ.
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Èìïëèêàíòà K ÔÀË f íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé èìïëèêàíòîé
ýòîé ÔÀË, åñëè îíà íå ïîãëîùàåòñÿ íèêàêîé äðóãîé
îòëè÷íîé îò íåå èìïëèêàíòîé ÔÀË f . Èç îïðåäåëåíèé è
îòìå÷åííûõ âûøå ôàêòîâ ñëåäóåò, ÷òî â ïðîñòóþ
èìïëèêàíòó ÔÀË f íå âõîäÿò áóêâû íåñóùåñòâåííûõ ÁÏ
ýòîé ÔÀË è ÷òî èç ëþáîé èìïëèêàíòû ÔÀË f ìîæíî
ïîëó÷èòü åå ïðîñòóþ èìïëèêàíòó óäàëåíèåì íåêîòîðûõ
áóêâ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ èìïëèêàíòà ÔÀË f
èìïëèöèðóåò íåêîòîðóþ ïðîñòóþ èìïëèêàíòó f . Ñ
¾ãåîìåòðè÷åñêîé¿ òî÷êè çðåíèÿ ïðîñòûå èìïëèêàíòû ÔÀË
f ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ ãðàíÿì
ìíîæåñòâà Nf .
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Äèçúþíêöèÿ âñåõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò ÔÀË f íàçûâàåòñÿ åå
ñîêðàùåííîé ÄÍÔ. Çàìåòèì, ÷òî ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË f
ÿâëÿåòñÿ ÄÍÔ áåç ïîãëîùåíèé è ÷òî åé ñîîòâåòñòâóåò
ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Nf âñåìè ìàêñèìàëüíûìè ïî
âêëþ÷åíèþ ãðàíÿìè ìíîæåñòâà Nf ýòîé ÔÀË. Óêàçàííîå
ñîîòâåòñòâèå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ íà
îñíîâå ¾ãåîìåòðè÷åñêèõ¿ ñîîáðàæåíèé.
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Òàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 2.1 ïðàâàÿ ÷àñòü (2.9) ÿâëÿåòñÿ
ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ÔÀË g , à èç ðèñ. 3.2a âûòåêàåò, ÷òî
ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË g′ (x1, x2, x3, x4) , äëÿ êîòîðîé
α̃g′ = (1111 1011 1101 1010) , èìååò âèä

g′ = K ′
1 ∨ . . . ∨K ′

7, (3.1)

ãäå K ′
1 = x3x4 , K

′
2 = x2x3 , K

′
3 = x2x4 , K

′
4 = x1x3 , K

′
5 =

= x2x4 , K
′
6 = x1x4 , K

′
7 = x1x2 , ïðè÷åì ÝÊ K ′

i, i = 1, . . . , 7 ,
ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè N′

i = NK′
i
íà ðèñ. 3.2a. Íà ðèñ. 3.2b

ïðèâåäåíà äëÿ íàãëÿäíîñòè ¾ðàçâåðòêà¿ ìíîæåñòâà Ng′ è
ñîñòàâëÿþùèõ åãî ìàêñèìàëüíûõ ãðàíåé óêàçàííîé ÔÀË g′ .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ÝÊ èëè ÝÄ ñîâïàäàåò
ñ íåé ñàìîé.
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×òîáû ñäåëàòü ïîñòðîåíèå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ äëÿ ÔÀË
f, f ∈ P2(4) , áîëåå íàãëÿäíûì, ÷àñòî èñïîëüçóþò åå
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êàðòû Êàðíî, òî åñòü â âèäå òàáëèöû
Π2,2(f) , â êîòîðîé íàáîðû (10) è (11) ïåðåñòàâëåíû, à
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû îòîæäåñòâëåíû ïî òèïó ¾òîðà¿.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ðåáðî êóáà B4 ñîîòâåòñòâóåò äâóì
ñîñåäíèì êëåòêàì óêàçàííîé òàáëèöû, à ëþáîé êâàäðàò â B4

� ëèáî êâàäðàòó, ñîñòàâëåííîìó èç ÷åòûðåõ ñîñåäíèõ êëåòîê
òàáëèöû, ëèáî åå ñòðîêå èëè ñòîëáöó. Íà ðèñ. 3.3 ïðèâåäåíà
êàðòà Êàðíî ÔÀË g′(x1, x2, x3, x4) è óêàçàíû âñå
ìàêñèìàëüíûå ãðàíè ýòîé ÔÀË.
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Ðèñ. 3.1: ¾ãåîìåòðèÿ¿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ÔÀË g′
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Ðèñ. 3.2: ¾ãåîìåòðèÿ¿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ÔÀË g′
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Ðèñ. 3.3: êàðòà Êàðíî ÔÀË g′
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Òåîðåìà 3.1

Ïóñòü A′ è A′′ � ñîêðàùåííûå ÄÍÔ ÔÀË f ′ è f ′′

ñîîòâåòñòâåííî, à ÄÍÔ A áåç ïîãëîùåíèé ïîëó÷àåòñÿ èç
ôîðìóëû A′ · A′′ â ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è
ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ. Òîãäà A � ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË
f = f ′ · f ′′ .
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â A âõîäèò ëþáàÿ ïðîñòàÿ
èìïëèêàíòà ÔÀË f . Ïóñòü ÝÊ K ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé
èìïëèêàíòîé ÔÀË f è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ
èìïëèêàíòîé êàê ÔÀË f ′ , òàê è ÔÀË f ′′ . Èç ñâîéñòâ
ñîêðàùåííûõ ÄÍÔ âûòåêàåò, ÷òî â A′ è A′′ íàéäóòñÿ ÝÊ K ′

è K ′′ ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå èìïëèöèðóþòñÿ ÝÊ K . Òàêèì
îáðàçîì, â ÄÍÔ A âîéäåò èìïëèöèðóåìàÿ ÔÀË K ′ ·K ′′ ÝÊ
K̃ , êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è
ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ â ôîðìóëå A′ · A′′ . Çàìåòèì, ÷òî ïðè
ýòîì ÝÊ K èìïëèöèðóåò ÔÀË K ′ ·K ′′ è, ñëåäîâàòåëüíî,
èìïëèöèðóåò ÝÊ K̃ . Ïîñêîëüêó ÝÊ K̃ ÿâëÿåòñÿ
èìïëèêàíòîé ÔÀË f è, îäíîâðåìåííî, èìïëèöèðóåòñÿ ÝÊ
K , òî K̃ = K , òàê êàê K � ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà ÔÀË f .
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå

Åñëè ÄÍÔ A áåç ïîãëîùåíèé ïîëó÷àåòñÿ èç ÊÍÔ B ÔÀË
f â ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ,
òî A � ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË f .
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Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 3.1 ê ÔÀË g′ , ïîêàçàííîé
íà ðèñ. 3.2�3.3, ïîëó÷èì (ñðàâíèòå ñ (3.1))

D = (x1 ∨ x2 ∨ x4) · (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4) · (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4) =
= (x2 ∨ x4 ∨ x1x3) · (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4) =
= x3x4 ∨ x1x4 ∨ x1x2 ∨ x2x3 ∨ x2x4 ∨ x1x3 ∨ x2x4.
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Ñëåäóþùèé ìåòîä (ìåòîä Áëåéêà) ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ÔÀË f èç ïðîèçâîëüíîé ÄÍÔ ýòîé ÔÀË
ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà îñíîâå
òîæäåñòâà îáîáùåííîãî ñêëåèâàíèÿ:

x1x2 ∨ x1x3 = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3.

Ëþáàÿ ÄÍÔ A′ , êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÄÍÔ A ïóòåì
ôîðìèðîâàíèÿ â íåé ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ àññîöèàòèâíîñòè è
êîììóòàòèâíîñòè ïîäôîðìóë âèäà xiK

′ ∨ xiK ′′ , ïðèìåíåíèÿ
ê ýòèì ïîäôîðìóëàì òîæäåñòâà îáîáùåííîãî ñêëåèâàíèÿ

xiK
′ ∨ xiK ′′ = xiK

′ ∨ xiK ′′ ∨K ′K ′′ (3.2)

è ïîñëåäóþùåãî ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, íàçûâàåòñÿ
ðàñøèðåíèåì ÄÍÔ A .
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Ðàñøèðåíèå A′ ÄÍÔ A ñ÷èòàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè A′

ñîäåðæèò ÝÊ, íå ÿâëÿþùóþñÿ èìïëèêàíòîé íè îäíîé ÝÊ èç
A . Çàìåòèì, ÷òî ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ íå èìååò ñòðîãèõ
ðàñøèðåíèé è ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòðîãèõ ðàñøèðåíèé è ïðèâåäåíèÿ
ïîäîáíûõ èç ëþáîé ÄÍÔ ìîæíî ïîëó÷èòü ÄÍÔ áåç
ïîãëîùåíèé ÝÊ, êîòîðàÿ íå èìååò ñòðîãèõ ðàñøèðåíèé.
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Òåîðåìà 3.2

ÄÍÔ áåç ïîãëîùåíèé ÝÊ ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå èìååò ñòðîãèõ ðàñøèðåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ÄÍÔ A áåç
ïîãëîùåíèé ÝÊ, íå èìåþùàÿ ñòðîãèõ ðàñøèðåíèé, ñîäåðæèò
âñå ïðîñòûå èìïëèêàíòû ðåàëèçóåìîé åþ ÔÀË f . Ïóñòü
X (n) = {x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî ÁÏ ÄÍÔ A , à K � ïðîñòàÿ
èìïëèêàíòà f , êîòîðàÿ íå âõîäèò â A . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
K , ñîñòîÿùåå èç âñåõ òåõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé îò ÁÏ
X (n) , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èìïëèêàíòàìè f , íî íå ÿâëÿþòñÿ
èìïëèêàíòàìè íè îäíîé ÝÊ èç A . Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî K

íå ïóñòî, òàê êàê ñîäåðæèò ÝÊ K â ñèëó åå ñâîéñòâ, è ÷òî K

íå ìîæåò ñîäåðæàòü ÝÊ ðàíãà n , ïîñêîëüêó ëþáàÿ ÝÊ âèäà
xα1
1 · · ·xαn

n , ãäå α = (α1, . . . , αn) ∈ Nf , ÿâëÿåòñÿ èìïëèêàíòîé
òîé ÝÊ èç A , êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â 1 íà íàáîðå α .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïóñòü, äàëåå, k � ÝÊ ìàêñèìàëüíîãî
ðàíãà â K , ïðè÷åì, êàê áûëî îòìå÷åíî, R (k) < n , è ïóñòü
áóêâû íåêîòîðîé ÁÏ xi, 1 ⩽ i ⩽ n , íå âõîäÿò â k . Òîãäà,
â ñèëó âûáîðà ÝÊ k è ñâîéñòâ ÄÍÔ A , ÝÊ âèäà xi · k (âèäà
xi · k ) äîëæíà áûòü èìïëèêàíòîé íåêîòîðîé ÝÊ âèäà xi ·K ′

(ñîîòâåòñòâåííî xi ·K ′′ ) èç A , ãäå ÝÊ K ′ è K ′′ ñîñòîÿò
èç áóêâ ÝÊ k . Ñëåäîâàòåëüíî, ÝÊ k ÿâëÿåòñÿ èìïëèêàíòîé
ÝÊ K̃ , ðàâíîé K ′ ·K ′′ , à ÝÊ K̃ , â ñâîþ î÷åðåäü,
ÿâëÿåòñÿ èìïëèêàíòîé íåêîòîðîé ÝÊ èç A . Äåéñòâèòåëüíî,
ÄÍÔ A íå èìååò ñòðîãèõ ðàñøèðåíèé è ïîýòîìó
ñîäåðæèò ÝÊ, êîòîðàÿ èìïëèöèðóåòñÿ ÝÊ K̃ , ïîëó÷àþùåéñÿ
èç ïîäôîðìóëû xiK

′ ∨ xiK ′′ â ðåçóëüòàòå ýêâèâàëåíòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.2). Òàêèì îáðàçîì, ÝÊ k ÿâëÿåòñÿ
èìïëèêàíòîé íåêîòîðîé ÝÊ èç A è íå ìîæåò âõîäèòü â K .
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ÝÊ K âõîäèò â A .
Òåîðåìà äîêàçàíà. □
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Ñëåäñòâèå

Èç ëþáîé ÄÍÔ A ÔÀË f ìîæíî ïîëó÷èòü ñîêðàùåííóþ
ÄÍÔ ýòîé ÔÀË â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòðîãèõ ðàñøèðåíèé è ïðèâåäåíèÿ
ïîäîáíûõ äî ïîëó÷åíèÿ ÄÍÔ áåç ïîãëîùåíèé ÝÊ, íå
èìåþùåé ñòðîãèõ ðàñøèðåíèé.
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Âîçüìåì äëÿ ïðèìåðà â êà÷åñòâå ÄÍÔ A ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ
ÔÀË ãîëîñîâàíèÿ H (x1, x2, x3) , êîòîðàÿ èìååò âèä

A (x1, x2, x3) = x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3.

Ïðèìåíÿÿ ê A ìåòîä Áëåéêà, ïîëó÷èì:

A = (x1x2x3 ∨ x1x2x3) ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 =
= x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 = (x2x3 ∨ x2x1x3) ∨ x1x2x3 =

= x2x3 ∨ x1x3 ∨ x1x2x3 = x2x3 ∨ (x3x1 ∨ x3x1x2) =
= x2x3 ∨ x1x3 ∨ x1x2. (3.3)
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§ 4. Òóïèêîâûå ÄÍÔ, ÿäðî è ÄÍÔ ïåðåñå÷åíèÿ
òóïèêîâûõ. ÄÍÔ Êâàéíà è ÄÍÔ ñóììû
òóïèêîâûõ, êðèòåðèé âõîæäåíèÿ ïðîñòûõ

èìïëèêàíò â òóïèêîâûå ÄÍÔ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÄÍÔ A , ðåàëèçóþùàÿ ÔÀË f ,
ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâîé ÄÍÔ, åñëè f ̸= A′ äëÿ ëþáîé ÄÍÔ A′ ,
ïîëó÷åííîé èç A â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ íåêîòîðûõ áóêâ èëè
öåëûõ ÝÊ. Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî â òóïèêîâóþ ÄÍÔ
A ÔÀË f ìîãóò âõîäèòü òîëüêî ïðîñòûå èìïëèêàíòû ýòîé
ÔÀË, è ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ÄÍÔ áåç ïîãëîùåíèé ÝÊ. Ñ
¾ãåîìåòðè÷åñêîé¿ òî÷êè çðåíèÿ òóïèêîâàÿ ÄÍÔ A ÔÀË f
çàäàåò òóïèêîâîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Nf ìàêñèìàëüíûìè
ãðàíÿìè ÔÀË f è îáðàòíî.
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Ïîñòðîåíèå âñåõ èëè íåêîòîðûõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ äëÿ
çàäàííîé ÔÀË f ÿâëÿåòñÿ, îáû÷íî, ïðîìåæóòî÷íûì ýòàïîì
ïðè ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîé (êðàò÷àéøåé) ÄÍÔ ÔÀË f ,
òî åñòü ÄÍÔ, êîòîðàÿ èìååò ìèíèìàëüíûé ðàíã
(ñîîòâåòñòâåííî äëèíó) ñðåäè âñåõ ÄÍÔ, ðåàëèçóþùèõ f .
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ÄÍÔ îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâîé, à ñðåäè êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ âñåãäà åñòü
òóïèêîâàÿ.
Ïðè ïîñòðîåíèè òóïèêîâûõ ÄÍÔ ÔÀË f áûâàåò ïîëåçíî
çíàòü ÄÍÔ ïåðåñå÷åíèÿ òóïèêîâûõ (ÄÍÔ ∩T ) ÔÀË f , òî
åñòü äèçúþíêöèþ âñåõ òåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò
ýòîé ÔÀË, êîòîðûå âõîäÿò â ëþáóþ òóïèêîâóþ ÄÍÔ ÔÀË
f .
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Íàáîð α , α ∈ Bn , íàçûâàåòñÿ ÿäðîâîé òî÷êîé ÔÀË
f (x1, . . . , xn) , åñëè α ∈ Nf è α âõîäèò òîëüêî â îäíó
ìàêñèìàëüíóþ ãðàíü ÔÀË f . Ïðè ýòîì ãðàíü NK ,
ÿâëÿþùàÿñÿ ìàêñèìàëüíîé ãðàíüþ ÔÀË f è ñîäåðæàùàÿ
òî÷êó α , ñ÷èòàåòñÿ ÿäðîâîé ãðàíüþ ÔÀË f , à ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ðàçëè÷íûõ ÿäðîâûõ ãðàíåé ÔÀË f íàçûâàåòñÿ ÿäðîì
ÔÀË f .
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Ëåììà 4.1

Äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ∩T ÔÀË f ñîñòîèò èç
òåõ è òîëüêî òåõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò ÔÀË f , êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò ÿäðîâûì ãðàíÿì ýòîé ÔÀË.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü òóïèêîâàÿ ÄÍÔ A ÔÀË f (x1, . . . , xn) íå âêëþ÷àåò â
ñåáÿ ïðîñòóþ èìïëèêàíòó K , êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ÿäðîâîé
ãðàíè NK ÔÀË f , ñîäåðæàùåé ÿäðîâóþ òî÷êó α ýòîé ÔÀË.
Ïîñêîëüêó âñå îòëè÷íûå îò K ïðîñòûå èìïëèêàíòû ÔÀË f
îáðàùàþòñÿ â 0 íà íàáîðå α , òî ÄÍÔ A òàêæå áóäåò ðàâíà
0 íà ýòîì íàáîðå è, ñëåäîâàòåëüíî, f (α) = 0 . Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî α ∈ Nf , äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü
âêëþ÷åíèÿ ÝÊ K â ëþáóþ òóïèêîâóþ ÄÍÔ ÔÀË f .
Ïóñòü òåïåðü ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà K ÔÀË f ñîîòâåòñòâóåò
ãðàíè NK , êîòîðàÿ íå âõîäèò â ÿäðî ÔÀË f . Ïðè ýòîì
êàæäàÿ òî÷êà ãðàíè NK ïîêðûâàåòñÿ õîòÿ áû îäíîé
îòëè÷íîé îò NK ìàêñèìàëüíîé ãðàíüþ ÔÀË f .
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå îòëè÷íûå îò NK ìàêñèìàëüíûå ãðàíè
ÔÀË f îáðàçóþò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Nf , èç êîòîðîãî
ìîæíî âûäåëèòü òóïèêîâîå ïîäïîêðûòèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
òóïèêîâîé ÄÍÔ ÔÀË f , íå ñîäåðæàùåé ÝÊ K .
Ëåììà äîêàçàíà.
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Èñõîäÿ èç ¾ãåîìåòðè÷åñêèõ¿ ñîîáðàæåíèé, ìîæíî íàõîäèòü
âñå èëè íåêîòîðûå òóïèêîâûå ÄÍÔ äëÿ ÔÀË îò íåáîëüøîãî
÷èñëà ÁÏ. Òàê, íàïðèìåð, ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ (3.3) äëÿ ÔÀË
¾ãîëîñîâàíèÿ¿ H (x1, x2, x3) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé
òóïèêîâîé ÄÍÔ ýòîé ÔÀË, ÔÀË g (x1, x2, x3) (ñì. ðèñ. 2.1a
è (2.9)) èìååò ïÿòü òóïèêîâûõ ÄÍÔ �

A1 = K1 ∨K3 ∨K5, A2 = K2 ∨K4 ∨K6, (4.1)

A3 = K1 ∨K2∨K4 ∨K5, A4 = K2 ∨K3 ∨K5 ∨K6,

A5 = K3 ∨K4 ∨K6 ∨K1,
(4.2)

à ó ÔÀË g′ (x1, x2, x3, x4) (ñì. ðèñ. 3.2-3.3 è (3.1)) èìåþòñÿ
äâå òóïèêîâûå ÄÍÔ �

A′
1 = K ′

1 ∨K ′
3 ∨K ′

4 ∨K ′
5, A′

2 = K ′
2 ∨K ′

3 ∨K ′
4 ∨K ′

5. (4.3)
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Ïðè ýòîì ÄÍÔ A1 , A2 â (4.1) è ÄÍÔ A′
1 , A

′
2 â (4.3)

ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè è, îäíîâðåìåííî, êðàò÷àéøèìè
ÄÍÔ ÔÀË g è ÔÀË g′ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè ïîñòðîåíèè òóïèêîâûõ ÄÍÔ ÔÀË f íàðÿäó ñ ÄÍÔ
ïåðåñå÷åíèå òóïèêîâûõ ïîëåçíî çíàòü ÄÍÔ ñóììû
òóïèêîâûõ (ÄÍÔ ΣT ) ÔÀË f , òî åñòü äèçúþíêöèþ âñåõ
òåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò ýòîé ÔÀË, êîòîðûå
âõîäÿò â õîòÿ áû â îäíó òóïèêîâóþ ÄÍÔ ÔÀË f . Çàìåòèì,
÷òî ÄÍÔ ∩T ÔÀË f â îáùåì ñëó÷àå íå ðåàëèçóåò ñàìó
ÔÀË f , à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå
ÔÀË g (ñì. âûøå), ìîæåò áûòü ïóñòîé. Â òî æå âðåìÿ ÄÍÔ
ΣT ÔÀË f âñåãäà ðåàëèçóåò ýòó ÔÀË, ñîäåðæèòñÿ â åå
ñîêðàùåííîé è ìîæåò ñ íåé ñîâïàäàòü, êàê ýòî èìååò ìåñòî â
ñëó÷àå ÔÀË g èëè â ñëó÷àå ÔÀË ¾ãîëîñîâàíèÿ¿.
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Áóäåì íàçûâàòü ÔÀË ÿäðîâîé, åñëè âñå åå ìàêñèìàëüíûå
ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ÿäðîâûìè. Èç ëåììû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî
ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ÿäðîâîé ÔÀË ÿâëÿåòñÿ åå åäèíñòâåííîé
òóïèêîâîé ÄÍÔ. Ïðèìåðîì ÿäðîâîé ÔÀË ÿâëÿåòñÿ ÔÀË
ãîëîñîâàíèÿ (3.3).



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

`

`

` ` `
` ` `

@
@

@
@

@
@

�
�
�

�
�
�

@
@

@
@

@
@

�
�
�

�
�
�

(000)

(111)

c c
c c

@
@I 6

�
��x1

x2 x3

Ðèñ. 4.1: ¾ãåîìåòðèÿ¿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ÔÀË g′′
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Äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç
ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ÔÀË f óäàëåíèåì òåõ ÝÊ K , äëÿ
êîòîðûõ ãðàíü NK ïîêðûâàåòñÿ ÿäðîì ÔÀË f , íî íå âõîäèò
â íåãî, íàçûâàåòñÿ ÄÍÔ Êâàéíà ýòîé ÔÀË. Èç îïðåäåëåíèé
ñëåäóåò, ÷òî ÄÍÔ Êâàéíà ÔÀË f âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÄÍÔ ΣT
ýòîé ÔÀË è ñîäåðæèòñÿ â åå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ ÔÀË g′′ (x1, x2, x3) , ïîêàçàííîé íà ðèñ. 4.1, åå
ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ èìååò âèä g′′ = x2x3 ∨ x1x2 ∨ x1x3, òî
åñòü îòëè÷àåòñÿ îò ÄÍÔ Êâàéíà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííîé òóïèêîâîé ÄÍÔ ýòîé ÔÀË è èìååò âèä
g′′ = x2x3 ∨ x1x3. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ÔÀË g′ , ïîêàçàííîé íà
ðèñ. 3.2, ÄÍÔ Êâàéíà ñîâïàäàåò ñ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ýòîé
ÔÀË è îòëè÷àåòñÿ îò åå ÄÍÔ ΣT , êîòîðàÿ (ñì. âûøå) ðàâíà

K ′
1 ∨K ′

2 ∨K ′
3 ∨K ′

4 ∨K ′
5.
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Äëÿ ÔÀË f (x1, . . . , xn) è íàáîðà α , α ∈ Nf , îáîçíà÷èì
÷åðåç Πα (f) ìíîæåñòâî âñåõ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç α
ìàêñèìàëüíûõ ãðàíåé ÔÀË f , êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü
ïó÷êîì ÔÀË f ÷åðåç òî÷êó α . Òî÷êó α, α ∈ Nf , áóäåì
íàçûâàòü ðåãóëÿðíîé òî÷êîé ÔÀË f , åñëè íàéäåòñÿ òî÷êà
β, β ∈ Nf , äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå
Πβ (f) ⊂ Πα (f) . Óêàçàííîå âêëþ÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ
ìàêñèìàëüíàÿ ãðàíü ÔÀË f , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó β ,
ïðîõîäèò è ÷åðåç òî÷êó α , ïðè÷åì åñòü òàêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ
ãðàíü ÔÀË f , êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó α , íî íå
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó β . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé
ðåãóëÿðíîé òî÷êè α ÔÀË f âñåãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ
íåðåãóëÿðíàÿ òî÷êà β, β ∈ Nf , äëÿ êîòîðîé Πβ(f) ⊂ Πα(f)
(äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå β âûáðàòü òó èç òî÷åê γ , γ ∈ Nf ,
Πγ (f) ⊂ Πα (f) , ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ïó÷îê íàèìåíüøåé
ìîùíîñòè).
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Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ íåÿäðîâàÿ òî÷êà ÿäðîâîé
ãðàíè ðåãóëÿðíà, è ïîýòîìó òî÷êè αi, i ∈ [1, 7] , ÔÀË g′ ,
ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3.2, ÿâëÿþòñÿ åå ðåãóëÿðíûìè òî÷êàìè.
Êðîìå òîãî, â ñèëó âêëþ÷åíèÿ Πβ0(g

′) ⊂ Πα0(g
′) , òî÷êà α0

òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé ýòîé ÔÀË.
Ìàêñèìàëüíàÿ ãðàíü NK ÔÀË f íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé
ãðàíüþ ýòîé ÔÀË, åñëè âñå òî÷êè NK ðåãóëÿðíû (â èíîì
ñëó÷àå ìàêñèìàëüíàÿ ãðàíü ÿâëÿåòñÿ íåðåãóëÿðíîé).
Çàìåòèì, ÷òî ãðàíü, êîòîðàÿ íå âõîäèò â ÿäðî, íî
ïîêðûâàåòñÿ èì, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
äëÿ ÔÀË g′ , ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3.2, ãðàíè N′

6 è N′
7 ,

êîòîðûå íå âõîäÿò â ÄÍÔ ΣT , ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, òàê
êàê ñîñòîÿò èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê.
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Òåîðåìà 4.1

Ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà K ÔÀË f âõîäèò â ÄÍÔ ΣT òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàíü NK íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé
ãðàíüþ ýòîé ÔÀË.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü α1, . . . , αs � âñå ðåãóëÿðíûå òî÷êè ÔÀË f . Òîãäà
äëÿ êàæäîãî j, j = 1, . . . , s , â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè òî÷êè
αj , íàéäåòñÿ íåðåãóëÿðíàÿ òî÷êà βj ÔÀË f , îáëàäàþùàÿ
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ãðàíü ÔÀË
f , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó βj , ïðîõîäèò è ÷åðåç òî÷êó αj .
Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ñèñòåìà ìàêñèìàëüíûõ ãðàíåé ÔÀË
f , ïîêðûâàþùàÿ òî÷êè β1, . . . , βs , ¾àâòîìàòè÷åñêè¿ ïîêðîåò
âñå òî÷êè α1, . . . , αs . Òàêèì îáðàçîì, ãðàíü NK , ñîñòîÿùàÿ
èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê, íå ìîæåò âõîäèòü â òóïèêîâîå
ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Nf ìàêñèìàëüíûìè ãðàíÿìè,
è ïîýòîìó ÝÊ K íå ìîæåò âõîäèòü â ÄÍÔ ΣT ÔÀË f .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïóñòü òåïåðü NK � íåðåãóëÿðíàÿ ãðàíü ÔÀË f , êîòîðàÿ
ñîäåðæèò íåðåãóëÿðíóþ òî÷êó α , è ïóñòü Nf \NK =
= {β1, . . . , βq} . Èç íåðåãóëÿðíîñòè òî÷êè α ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî j, j = 1, . . . , q , ïó÷îê Πβj

(f) íå ìîæåò áûòü ñòðîãî
âëîæåí â ïó÷îê Πα (f) . Êðîìå òîãî, ðàâåíñòâî Πβj

(f) =
= Πα(f) òîæå íåâîçìîæíî, òàê êàê NK ∈ Πα(f) \Πβj

(f) , è
ïîýòîìó â Πβj

(f) íàéäåòñÿ ãðàíü NKj , êîòîðàÿ ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó βj , íî íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó α .
Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà Nf ìàêñèìàëüíûìè
ãðàíÿìè NK , NK1 , . . . , NKq íåëüçÿ óäàëèòü ãðàíü NK , òàê
êàê òîëüêî îíà ïîêðûâàåò â íåì òî÷êó α . Òàêèì îáðàçîì,
ëþáîå òóïèêîâîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Nf , ÿâëÿþùååñÿ
ïîäïîêðûòèåì óêàçàííîãî ïîêðûòèÿ, áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
òóïèêîâîé ÄÍÔ, ñîäåðæàùåé ÝÊ K .
Òåîðåìà äîêàçàíà. □
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Êîñíåìñÿ, äàëåå, âîïðîñà î ëîêàëüíîì õàðàêòåðå
ðàññìîòðåííûõ âûøå êðèòåðèåâ âõîæäåíèÿ ïðîñòûõ
èìïëèêàíò ÔÀË f â åå ÄÍÔ ∩T è ÄÍÔ ΣT . Äëÿ êàæäîé
ìàêñèìàëüíîé ãðàíè N ÔÀË f (x1, . . . , xn) ïîëîæèì
S0 (N, f) = {N} , à çàòåì èíäóêöèåé ïî r, r = 1, 2, . . . ,
îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Sr (N, f) êàê ìíîæåñòâî âñåõ òåõ
ìàêñèìàëüíûõ ãðàíåé ÔÀË f , êîòîðûå èìåþò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå õîòÿ áû ñ îäíîé ãðàíüþ èç Sr−1 (N, f) . Ïðè ýòîì
ìíîæåñòâî Sr (N, f) áóäåì íàçûâàòü îêðåñòíîñòüþ ïîðÿäêà
r ãðàíè N ôóíêöèè f .
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Äîêàæåì, ÷òî âîïðîñ î âõîæäåíèè ïðîñòîé èìïëèêàíòû K
ÔÀË f â ÄÍÔ ∩T (ÄÍÔ ΣT ) ýòîé ÔÀË ìîæíî ðåøèòü,
ðàññìàòðèâàÿ îêðåñòíîñòü S1 (NK , f) (ñîîòâåòñòâåííî
S2 (NK , f)). Äåéñòâèòåëüíî, ãðàíü NK ÿâëÿåòñÿ ÿäðîâîé
ãðàíüþ ÔÀË f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå
ïîêðûâàåòñÿ âñåìè îñòàëüíûìè ìàêñèìàëüíûìè ãðàíÿìè
ýòîé ÔÀË. Ïîñêîëüêó ãðàíè, íå âõîäÿùèå â S1 (NK , f) , íå
èìåþò îáùèõ òî÷åê ñ NK , ãðàíü NK ÿâëÿåòñÿ ÿäðîâîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ïîêðûâàåòñÿ âñåìè îñòàëüíûìè
ãðàíÿìè èç S1 (NK , f) . Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî ÝÊ K íå
âõîäèò â ÄÍÔ ΣT ÔÀË f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáîé òî÷êè α èç NK íàéäåòñÿ òî÷êà β , β ∈ Nf , äëÿ
êîòîðîé Πβ (f) ⊂ Πα (f) . Çàìåòèì, ÷òî âñå ãðàíè ïó÷êà
Πα (f) âõîäÿò â S1 (NK , f) , à âñå ãðàíè ïó÷êà Πβ (f) , åñëè
Πα (f) ∩Πβ (f) ̸= ∅ , � â S2 (NK , f) .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâåðêó ãðàíè NK íà ðåãóëÿðíîñòü ìîæíî
îñóùåñòâèòü íà îñíîâå àíàëèçà åå îêðåñòíîñòè ïîðÿäêà 2 .
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññìîòðåíèå îêðåñòíîñòè ïîðÿäêà 2
äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîâåðêè ãðàíè NK íà åå âõîæäåíèå â ÄÍÔ
Êâàéíà ÔÀË f . Åñëè æå âñå ÿäðîâûå ãðàíè ÔÀË f
âûäåëåíû è ¾ïîìå÷åíû¿ (äëÿ ýòîãî, êàê óæå ãîâîðèëîñü,
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü èõ îêðåñòíîñòè ïîðÿäêà 1), òî
íåâõîæäåíèå ÝÊ K â ÄÍÔ Êâàéíà ÔÀË f ðàâíîñèëüíî
ïîêðûòèþ ãðàíè NK îòëè÷íûìè îò íåå ¾ïîìå÷åííûìè¿
ãðàíÿìè èç îêðåñòíîñòè S1 (NK , f) .
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§ 5. Îñîáåííîñòè ÄÍÔ ëèíåéíûõ è ìîíîòîííûõ
ôóíêöèé. Ôóíêöèÿ ïîêðûòèÿ, òàáëèöà Êâàéíà è

ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÔÀË f(x1, . . . , xn) ëèíåéíî çàâèñèò îò
ÁÏ xi , èëè, èíà÷å, ÷òî ÁÏ xi ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ÁÏ ÔÀË
f , åñëè f (α) ̸= f (β) äëÿ ëþáûõ ñîñåäíèõ ïî ÁÏ xi íàáîðîâ
α è β êóáà Bn . Ïðè ýòîì äëÿ ÔÀË f èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f (x1, . . . , xn) = xi ⊕ f (x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) ,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîñòè ÁÏ xi ÔÀË f , à çíà÷èò
ÔÀË ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ëèíåéíî çàâèñèò îò âñåõ ñâîèõ ñóùåñòâåííûõ ÁÏ.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÔÀË f ëèíåéíî çàâèñèò îò ÁÏ xi , òî â
ëþáóþ èìïëèêàíòó ýòîé ÔÀË âõîäèò îäíà èç áóêâ xi , xi .
Ðàññìîòðèì äàëåå êëàññ ìîíîòîííûõ ÔÀË è íåêîòîðûå
ñâÿçàííûå ñ íèì äðóãèå êëàññû ôóíêöèé. Íàïîìíèì, ÷òî
ÔÀË f (x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè
f(α) ⩽ f(β) äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ α è β êóáà Bn òàêèõ, ÷òî
α ⩽ β . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÔÀË f (x1, . . . , xn) ìîíîòîííî
çàâèñèò îò ÁÏ xi , èëè, èíà÷å, ÁÏ xi ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé
ÁÏ ÔÀË f , åñëè íåðàâåíñòâî f (α) ⩽ f (β) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
ëþáûõ ñîñåäíèõ ïî ÁÏ xi íàáîðîâ α è β êóáà Bn òàêèõ,
÷òî α ⩽ β . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìîíîòîííàÿ ÔÀË ìîíîòîííî
çàâèñèò îò âñåõ ñâîèõ ÁÏ è îáðàòíî.
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Äîêàæåì, ÷òî åñëè ÔÀË f (x1, . . . , xn) ìîíîòîííî çàâèñèò îò
ÁÏ xi , òî íè îäíà èç åå ïðîñòûõ èìïëèêàíò íå ìîæåò
ñîäåðæàòü áóêâó xi . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü èìïëèêàíòà K

′

ÔÀË f ñîäåðæèò áóêâó xi è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ãðàíè
NK′ = Γγ′ , ãäå γ′ ∈ ([0, 2])n è γ′ ⟨i⟩ = 0 , èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå NK′ ⊆ Nf . Òîãäà, â ñèëó ìîíîòîííîé
çàâèñèìîñòè ÔÀË f îò ÁÏ xi , èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

NK′′ = Γγ′′ ⊆ Nf è NK = Γγ = NK′ ∪NK′′ ⊆ Nf ,

ãäå íàáîð γ′′ (íàáîð γ ) ïîëó÷àåòñÿ èç íàáîðà γ′ çàìåíîé
0 â i-îì ðàçðÿäå íà 1 (ñîîòâåòñòâåííî 2). Ïîñëåäíåå èç ýòèõ
âêëþ÷åíèé îçíà÷àåò, ÷òî ÝÊ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé èìïëèêàí-
òîé ÔÀË f , òî åñòü ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà ìîíîòîííîé ïî ÁÏ
xi ÔÀË íå ìîæåò ñîäåðæàòü áóêâû xi . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ëþáàÿ ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà îòëè÷íîé îò 0 ìîíîòîííîé ÔÀË
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ÝÊ, òî åñòü íå ñîäåðæèò îòðèöàíèé ÁÏ.
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×àñòíûì ñëó÷àåì ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè ÔÀË f îò ÁÏ xi
ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòèâíàÿ (äèçúþíêòèâíàÿ) çàâèñèìîñòü f
îò xi , êîãäà f = xi · g (ñîîòâåòñòâåííî f = xi ∨ g ), ãäå ÔÀË g
ïîëó÷àåòñÿ èç f ïîäñòàíîâêîé êîíñòàíòû 1 (ñîîòâåòñòâåííî
0) âìåñòî ÁÏ xi . Ïðè ýòîì â ñëó÷àå êîíúþíêòèâíîé
çàâèñèìîñòè áóêâà xi âõîäèò â ëþáóþ èìïëèêàíòó ÔÀË f , à
â ñëó÷àå äèçúþíêòèâíîé çàâèñèìîñòè áóêâà xi íå âõîäèò íè
â îäíó ïðîñòóþ èìïëèêàíòó ÔÀË f îòëè÷íóþ îò xi . Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ÔÀË f (x1, . . . , xn) èíìîíîòîííî
(èíêîíúþíêòèâíî, èíäèçúþíêòèâíî) çàâèñèò îò ÁÏ xi , åñëè
ÔÀË f (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) çàâèñèò îò xi ìîíîòîííî
(ñîîòâåòñòâåííî êîíúþíêòèâíî, äèçúþíêòèâíî). Î÷åâèäíî,
÷òî âñå îñîáåííîñòè ÄÍÔ, õàðàêòåðíûå äëÿ ÔÀË ñ òîé èëè
èíîé ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòüþ îò ÁÏ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà
ÔÀË ñ àíàëîãè÷íîé èíìîíîòîííîé çàâèñèìîñòüþ ïîñëå
èíâåðòèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÁÏ.
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Ñîïîñòàâèì êàæäîìó íàáîðó β èç Bn , ìîíîòîííóþ ÝÊ K+
β

îò ÁÏ X (n) , ñîñòîÿùóþ èç òåõ è òîëüêî òåõ áóêâ xj ,
j ∈ [1, n] , äëÿ êîòîðûõ β ⟨j⟩ = 1 , è çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ
ìîíîòîííàÿ ÝÊ îò ÁÏ X (n) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
óêàçàííîì âèäå. Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî ãðàíü,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÝÊ K+

β , ãäå β = (β1, . . . , βn) ∈ Bn , èìååò

âèä Γγ , ãäå γ = (2− β1, . . . , 2− βn) . Íàáîð α , α ∈ Bn ,
íàçûâàåòñÿ íèæíåé åäèíèöåé ìîíîòîííîé ÔÀË f ,
f ∈ P2 (n) , åñëè α ∈ Nf è f (β) = 0 äëÿ ëþáîãî îòëè÷íîãî îò
α íàáîðà β òàêîãî, ÷òî β ⩽ α . Ìíîæåñòâî âñåõ íèæíèõ
åäèíèö ìîíîòîííîé ÔÀË f áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç N+

f .
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Â ñèëó ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé, K+
β (α) = 1 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà α ⩾ β , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íàáîð β ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííîé íèæíåé åäèíèöåé ÝÊ K+

β è ÷òî ÝÊ K+
β′

èìïëèöèðóåò ÝÊ K+
β′′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β′ ⩾ β′′ .

Îòñþäà âûòåêàåò òàêæå, ÷òî ÝÊ K+
β ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé

èìïëèêàíòîé ìîíîòîííîé ÔÀË f òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà β ∈ N+

f , è ÷òî íàáîð β ÿâëÿåòñÿ ïðè ýòîì ÿäðîâîé
òî÷êîé ÔÀË f . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 5.1

Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ A ìîíîòîííîé ÔÀË f , f ∈ P2 (n) ,
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òóïèêîâîé ÄÍÔ ýòîé ÔÀË è
èìååò âèä:

A (x1, . . . , xn) =
∨

β∈N+
f

K+
β (x1, . . . , xn) .

Ïðè ýòîì âñå íàáîðû èç N+
f ÿâëÿþòñÿ ÿäðîâûìè òî÷êàìè

ÔÀË f .

Ñëåäñòâèå

Ìîíîòîííàÿ ÔÀË ÿâëÿåòñÿ ÿäðîâîé ÔÀË.
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Íàïîìíèì, ÷òî ñ ¾ãåîìåòðè÷åñêîé¿ òî÷êè çðåíèÿ,
ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË f èç P2 (n) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Nf âñåìè ìàêñèìàëüíûìè ãðàíÿìè, à
òóïèêîâàÿ ÄÍÔ ñîîòâåòñòâóåò òóïèêîâîìó ïîäïîêðûòèþ,
âûäåëÿåìîìó èç ýòîãî ïîêðûòèÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìåòîä
âûäåëåíèÿ èç çàäàííîãî ïîêðûòèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âñåõ
åãî òóïèêîâûõ ïîäïîêðûòèé, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè
ñîêðàùåííîé ÄÍÔ äëÿ ñïåöèàëüíîé ìîíîòîííîé ÔÀË,
ñâÿçàííîé ñ èñõîäíûì ïîêðûòèåì.
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Ïóñòü N = {α1, . . . , αs} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à N =
= (N1, . . . ,Np) � ñèñòåìà åãî ïîäìíîæåñòâ, îáðàçóþùèõ
ïîêðûòèå ìíîæåñòâà N . Ñîïîñòàâèì ïàðå (N,N) ìàòðèöó
M, M ∈ Bp,s , äëÿ êîòîðîé M ⟨i, j⟩ = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Ni ∋ αj . Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà M íå èìååò íóëåâûõ
ñòîëáöîâ, òàê êàê ñèñòåìà N îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà
N . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî i-ÿ ñòðîêà (j -é ñòîëáåö) ìàòðèöû M
ñîîòâåòñòâóåò ïîäìíîæåñòâó Ni ñèñòåìû N (ýëåìåíòó αj

ìíîæåñòâà N) è íå áóäåì äåëàòü ìåæäó íèìè ñóùåñòâåííûõ
ðàçëè÷èé. Òàê, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû M
ïîêðûâàåò åå j -é ñòîëáåö, åñëè M ⟨i, j⟩ = 1 , òî åñòü Ni ∋ αj ,
è ÷òî ñèñòåìà ñòðîê ñ íîìåðàìè èç I, I ⊆ [1, p] , îáðàçóåò
ïîêðûòèå ìàòðèöû M , åñëè êàæäûé åå ñòîëáåö
ïîêðûâàåòñÿ õîòÿ áû îäíîé ñòðîêîé ñ íîìåðîì èç I , òî åñòü
ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ {Ni}i∈I çàäàåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà
N . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîíèìàåòñÿ ïîêðûòèå îäíîãî
ìíîæåñòâà ñòðîê ìàòðèöû M äðóãèì ìíîæåñòâîì åå ñòðîê
è ò. ï.
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Ïîêðûòèå ìàòðèöû M , â êîòîðîì íè îäíà ñòðîêà íå
ïîêðûâàåòñÿ äðóãîé ñòðîêîé, ñ÷èòàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, à
ïîêðûòèå, íå èìåþùåå ñîáñòâåííûõ ïîäïîêðûòèé,
íàçûâàåòñÿ òóïèêîâûì è ò. ï. Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à
âûäåëåíèÿ âñåõ òóïèêîâûõ ïîäïîêðûòèé èç ïîêðûòèÿ N
ìíîæåñòâà N ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ âñåõ
òóïèêîâûõ ïîêðûòèé ìàòðèöû M , ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðå
(N,N) . Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïî àíàëîãèè ñ ÄÍÔ ìîæíî
ââåñòè ïîíÿòèå ÿäðîâîãî è ðåãóëÿðíîãî ñòîëáöîâ, à òàêæå
ÿäðîâîé è ðåãóëÿðíîé ñòðîêè, äëÿ êîòîðûõ áóäóò
ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ëåììå 4.1 è
òåîðåìå 4.1.
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Ïóñòü M, M ∈ Bp,s � ìàòðèöà áåç íóëåâûõ ñòîëáöîâ.
Ñîïîñòàâèì i-é ñòðîêå, i ∈ [1, p] , ìàòðèöû M ÁÏ yi , à
êàæäîìó íàáîðó β, β ∈ Bp , çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ
y = (y1, . . . , yp) , � ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè
èç ìíîæåñòâà I = I (β) ⊆ [1, p] , ãäå i ∈ I (β) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà β ⟨i⟩ = 1 . Ðàññìîòðèì ÔÀË F (y) , äëÿ êîòîðîé
F (β) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ñòðîê
ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç I (β) îáðàçóåò åå ïîêðûòèå, è
áóäåì íàçûâàòü ýòó ÔÀË ôóíêöèåé ïîêðûòèÿ ìàòðèöû M .
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Çàìåòèì, ÷òî ÔÀË ïîêðûòèÿ F (y) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé
ÔÀË, à åå ¾íèæíèå åäèíèöû¿ ñîîòâåòñòâóþò òóïèêîâûì
ïîêðûòèÿì ìàòðèöû M . Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà
β′ ⩽ β′′ âûòåêàåò, ÷òî I (β′) ⊆ I (β′′) è ïîòîìó
F (β′) ⩽ F (β′′) , òî åñòü ÔÀË F ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé. Èç
îïðåäåëåíèé ñëåäóåò òàêæå, ÷òî íàáîð β, β ∈ Bp ,
ÿâëÿþùèéñÿ ¾íèæíåé åäèíèöåé¿ ÔÀË F , ñîîòâåòñòâóåò
ìíîæåñòâó I (β) , êîòîðîå çàäàåò òóïèêîâîå ïîêðûòèå
ìàòðèöû M , è îáðàòíî. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ëåììû 5.1,
êàæäàÿ ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà âèäà K = yi1yi2 · · · yir , ãäå
1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ p , ÔÀË ïîêðûòèÿ F (y) ñîîòâåòñòâóåò
òóïèêîâîìó ïîêðûòèþ ìàòðèöû M , ñîñòîÿùåìó èç ñòðîê ñ
íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà I = {i1, . . . , ir} , è îáðàòíî.
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Ëåììà 5.2

Ôóíêöèÿ ïîêðûòèÿ F (y1, . . . , yp) ìàòðèöû M, M ∈ Bp,s ,
áåç íóëåâûõ ñòîëáöîâ çàäàåòñÿ ÊÍÔ âèäà:

F (y1, . . . , yp) =

s∧
j=1

( ∨
1⩽i⩽p

M⟨i,j⟩=1

yi

)
. (5.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ êàæäîãî j, j ∈ [1, s] , ïîëîæèì

Jj (y) =
∨

1⩽i⩽p
M⟨i,j⟩=1

yi,

ãäå y = (y1, . . . , yp) . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Jj (β) = 1 äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà β , β ∈ Bp , òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ìíîæåñòâî ñòðîê ñ íîìåðàìè èç I (β) ïîêðûâàåò j -é
ñòîëáåö ìàòðèöû M, j ∈ [1, s] . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÊÍÔ â
ïðàâîé ÷àñòè (5.1) îáðàùàåòñÿ â 1 íà íàáîðå β òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî ñòðîê ñ íîìåðàìè èç I(β)
îáðàçóåò ïîêðûòèå ìàòðèöû M , òî åñòü òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà F (β) = 1 .
Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå

Â ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ èç
ÊÍÔ (5.1) ìîæíî ïîëó÷èòü ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ÔÀË F (y),
ïðîñòûå èìïëèêàíòû êîòîðîé âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ñîîòâåòñòâóþò òóïèêîâûì ïîêðûòèÿì ìàòðèöû M .
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Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ ÔÀË f èç P2 (n)
íà îñíîâå åå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîé
âûøå çàäà÷å î ïîêðûòèè, åñëè â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà N

âçÿòü ìíîæåñòâî Nf , à â êà÷åñòâå åãî ïîêðûòèÿ N �
ñèñòåìó âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ãðàíåé ÔÀË f . Ìàòðèöà M ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ óêàçàííîé ïàðå (N, N) , íàçûâàåòñÿ,
îáû÷íî, òàáëèöåé Êâàéíà ÔÀË f . Çàìåòèì, ÷òî ÿäðîâîé
ñòîëáåö (ñòðîêà) òàáëèöû Êâàéíà ñâÿçàí ñ ÿäðîâîé òî÷êîé
(ñîîòâåòñòâåííî ãðàíüþ) ÔÀË f , ÷òî ðåãóëÿðíûé ñòîëáåö
(ñòðîêà) ýòîé òàáëèöû çàäàåò ðåãóëÿðíóþ òî÷êó
(ñîîòâåòñòâåííî ãðàíü) ÔÀË f , ÷òî ñòðîêà, ïîêðûâàåìàÿ
ÿäðîâûìè ñòðîêàìè, ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè, ïîêðûâàåìîé
ÿäðîì è ò. ï.
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Ðàññìîòðèì, äëÿ ïðèìåðà, çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ âñåõ
òóïèêîâûõ ÄÍÔ äëÿ ÔÀË g (x1, x2, x3) èç åå ñîêðàùåííîé
ÄÍÔ, ïîëàãàÿ (ñì. ðèñ. 2.1a, (2.9), (4.1) è (4.2)), ÷òî

Ng = {α1 = (100) , α2 = (110) , α3 = (010) ,

α4 = (011) , α5 = (001) , α6 = (101)},
N = {N1, . . . , N6} ,

ãäå Ni = NKi = {αi, αi+1} äëÿ âñåõ i, i ∈ [1, 6] , ïðè÷åì
α7 = α1 = (100) .
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Ïàðå (Ng,N) óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì ñîïîñòàâèì òàáëèöó
Êâàéíà

M =


1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 1

 ,

ÔÀË ïîêðûòèÿ êîòîðîé â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.1) çàäàåòñÿ
ñëåäóþùåé ÊÍÔ îò ïåðåìåííûõ y = (y1, . . . , y6) :

F (y) = (y6 ∨ y1) (y1 ∨ y2) (y2 ∨ y3) (y3 ∨ y4) (y4 ∨ y5) (y5 ∨ y6) .
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Ðàñêðûâàÿ â ýòîé ÊÍÔ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå,
ïîëó÷èì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ÔÀË F (y) âèäà

F (y) = y1y3y5 ∨ y2y4y6 ∨ y1y2y4y5 ∨ y2y3y5y6 ∨ y1y3y4y6,

ñëàãàåìûå êîòîðîé âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò
òóïèêîâûì ÄÍÔ ÔÀË g (ñì. (4.1), (4.2)).
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Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïîñòðîåíèè âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ ÔÀË
f , f ∈ P2 (n) , ñ ïîìîùüþ ëåììû 5.2 íà îñíîâå åå
ñîêðàùåííîé ÄÍÔ èñïîëüçóþò, îáû÷íî, ñëåäóþùóþ
ìîäèôèêàöèþ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïîäõîäà, êîòîðàÿ
ïîçâîëÿåò óìåíüøàòü ðàçìåðû ìàòðèöû M . Ïóñòü
NK1 , . . . , NKq � âñå ìàêñèìàëüíûå ãðàíè ÔÀË f , ïðè÷åì
ãðàíè NKp+1 , . . . , NKt , ãäå 1 ⩽ p ⩽ t ⩽ q , ÿâëÿþòñÿ
ÿäðîâûìè, à ãðàíè NKt+1 , . . . , NKq � ðåãóëÿðíûìè ãðàíÿìè

ÔÀË f , è ïóñòü ìíîæåñòâî N̂ ñîñòîèò èç âñåõ ÿäðîâûõ è
ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ÔÀË f .
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Ïîëîæèì
N = Nf \ N̂, N = {N1, . . . ,Np} ,

ãäå Ni = NKi \ N̂ ïðè âñåõ i, i ∈ [1, p] , è çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à
ïîñòðîåíèÿ âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ ÔÀË f ýêâèâàëåíòíà
çàäà÷å âûäåëåíèÿ âñåõ òóïèêîâûõ ïîäïîêðûòèé èç ïîêðûòèÿ
N ìíîæåñòâà N . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ
Ni1 , . . . ,Nir , ãäå 1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ p , ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâûì
ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà N , òî ñèñòåìà ìàêñèìàëüíûõ ãðàíåé
NKi1

, . . . , NKir
, NKp+1 , . . . , NKt çàäàåò òóïèêîâîå ïîêðûòèå

ìíîæåñòâà Nf , òî åñòü ñîîòâåòñòâóåò òóïèêîâîé ÄÍÔ ÔÀË
f , è îáðàòíî.
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Òàê, ïðèìåíÿÿ óêàçàííóþ ìîäèôèêàöèþ ê ÔÀË g′ èç P2 (4) ,
ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3.2 (ñì. òàêæå (3.1) è (4.3)), ïîëó÷èì
òðèâèàëüíóþ çàäà÷ó î ïîêðûòèè ìíîæåñòâà N =
= {(1000)} äâóìÿ ñîâïàäàþùèìè ñ íèì ïîäìíîæåñòâàìè N1

è N2 .
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§ 6. Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì è îöåíêà äëèíû
ãðàäèåíòíîãî ïîêðûòèÿ

Âûäåëåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ïîäïîêðûòèé èç çàäàííîãî
ïîêðûòèÿ è, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ
ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêîé çàäà÷åé. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âìåñòî òîãî,
÷òîáû ñòðîèòü âñå òóïèêîâûå ÄÍÔ è âûáèðàòü ñðåäè íèõ,
íàïðèìåð, êðàò÷àéøóþ, ÷àñòî èñïîëüçóþò ýâðèñòè÷åñêèå
àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü íå î÷åíü ¾äëèííûå¿
ÄÍÔ. Ê ÷èñëó òàêèõ àëãîðèòìîâ îòíîñèòñÿ è ãðàäèåíòíûé
àëãîðèòì, îðèåíòèðîâàííûé íà âûäåëåíèå èç çàäàííîãî
ïîêðûòèÿ äîñòàòî÷íî ¾êîðîòêèõ¿ ïîäïîêðûòèé, èëè, èíà÷å,
íà ïîñòðîåíèå äîñòàòî÷íî ¾êîðîòêèõ¿ ïîêðûòèé äëÿ
çàäàííîé ìàòðèöû. Íà êàæäîì øàãå ãðàäèåíòíîãî
àëãîðèòìà â ìàòðèöå âûáèðàåòñÿ è âêëþ÷àåòñÿ â ïîêðûòèå
òàêàÿ ñòðîêà, êîòîðàÿ ïîêðûâàåò íàèáîëüøåå ÷èñëî åùå íå
ïîêðûòûõ ñòîëáöîâ (åñëè òàêèõ ñòðîê íåñêîëüêî, èç íèõ
âûáèðàåòñÿ ñòðîêà ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì).
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Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó ïîñëå òîãî øàãà, íà
êîòîðîì ïîëó÷èëîñü ïîêðûòèå.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò âåðõíþþ îöåíêó äëèíû
ïîêðûòèÿ, ïîëó÷àåìîãî ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà
äëÿ ìàòðèö ñ çàäàííîé ¾ãóñòîòîé¿.

Òåîðåìà 6.1

Ïóñòü äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî γ, 0<γ⩽1 , â êàæäîì ñòîëáöå
ìàòðèöû M, M ∈ Bp,s , èìååòñÿ íå ìåíüøå, ÷åì γ · p ,
åäèíèö. Òîãäà ïîêðûòèå ìàòðèöû M , ïîëó÷àåìîå ñ
ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà, èìååò äëèíó íå áîëüøå,

÷åìa

⌈
1
γ ln+ (γs)

⌉
+ 1

γ .

aÏîëàãàåì, ÷òî ln+ x = lnx , åñëè x ⩾ 1 , è ln+ x = 0 , åñëè 0 < x < 1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîêðûòèÿ ìàòðèöû M ñ ïîìîùüþ
ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà ïîòðåáîâàëîñü ñäåëàòü q øàãîâ,
ïðè÷åì íà øàãå ñ íîìåðîì t, t ∈ [1, q] , áûëà âûáðàíà ñòðîêà
ñ íîìåðîì it . Äëÿ êàæäîãî t, t ∈ [1, q) , ðàññìîòðèì ìàòðèöó
Mt , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû M â ðåçóëüòàòå
óäàëåíèÿ ñòðîê ñ íîìåðàìè {i1, . . . , it} , à òàêæå
ïîêðûâàåìûõ èìè ñòîëáöîâ, è êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó Bpt,st , ãäå pt = p− t è st = s · δt, 0 ⩽ δt ⩽ 1 . Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
M0 =M, p0 = p, s0 = s, δ0 = 1 è pq = p− q, sq = δq = 0 .
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì t, t ∈ [0, q] , ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

q ⩽ t+ δt · s, (6.1)

òàê êàê ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïåðâûõ t øàãîâ àëãîðèòìà
îñòàþòñÿ íå ïîêðûòûìè δt · s ñòîëáöîâ ìàòðèöû M , à íà
êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå ïîêðûâàåòñÿ íå ìåíåå îäíîãî
ñòîëáöà.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Çàìåòèì, äàëåå, ÷òî â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû Mt ,
t ∈ [0, q) , èìååòñÿ íå ìåíåå, ÷åì γ · p , åäèíèö è ïîýòîìó îáùåå
÷èñëî åäèíèö â ìàòðèöå Mt íå ìåíüøå, ÷åì γpsδt , à çíà÷èò
ñðåäíåå ÷èñëî åäèíèö â åå ñòðîêàõ íå ìåíüøå, ÷åì γsδt .
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñòðîêà ìàòðèöû M ñ íîìåðîì it+1 ,
êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ íà (t+ 1)-ì øàãå àëãîðèòìà è ÿâëÿåòñÿ
ñòðîêîé ìàòðèöû Mt ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì åäèíèö,
ñîäåðæèò íå ìåíüøå, ÷åì γsδt , åäèíèö, òî åñòü ïîêðûâàåò íå
ìåíüøå, ÷åì γsδt , åùå íå ïîêðûòûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû M .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî t, t ∈ [0, q) , âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ

sδt+1 = st+1 ⩽ st − γsδt = sδt (1− γ) ,

èç êîòîðûõ, ñ ó÷åòîì δ0 = 1 , ñëåäóåò, ÷òî

δt ⩽ (1− γ)t ⩽ e−γt (6.2)

ïðè ëþáîì t, t ∈ [0, q) .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Âûáèðàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t òàê, ÷òî

t =

⌈
1

γ
ln+ (γs)

⌉
,

ïîäñòàâëÿÿ åãî â (6.1) è ó÷èòûâàÿ (6.2), ïîëó÷èì

q ⩽

⌈
1

γ
ln+ (γs)

⌉
+ s · e− ln+(γs) ⩽

⌈
1

γ
ln+ (γs)

⌉
+

1

γ
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. □
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà
ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ¾ïðîòûêàíèè¿ ãðàíåé êóáà åãî
òî÷êàìè. Çàäà÷à î ¾ïðîòûêàíèè¿ ñèñòåìû N , ñîñòîÿùåé èç
ïîäìíîæåñòâ N1, N2, . . . ,Np ìíîæåñòâà N = {α1, . . . , αs} ,
çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
N , â êîòîðîì ïðè ëþáîì i, i ∈ [1, p] , èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí
ýëåìåíò èç Ni . Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î âûäåëåíèè
ïîäïîêðûòèÿ èç ïîêðûòèÿ îòðåçêà [1, p] åãî ïîäìíîæåñòâàìè
I1, . . . , Is , ãäå Ii = {j : αi ∈ Nj} ïðè âñåõ i, i ∈ [1, s] .
Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ïîñòðîåííîé òàêèì îáðàçîì ñèñòåìû
ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [1, p] ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû ñèñòåìû
(N, N) â ðåçóëüòàòå òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
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Ëåììà 6.1

Ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è m, m ⩽ n , â êóáå Bn âñåãäà
íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ìîùíîñòè íå áîëåå, ÷åì n · 2m ,
ïðîòûêàþùåå âñå ãðàíè ðàíãà m .
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðèìåíÿÿ óêàçàííûé âûøå ïîäõîä, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
N , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ãðàíåé ðàíãà m êóáà Bn ,
|N| =

(
n
m

)
· 2m , à òàêæå ñèñòåìó N = {Nα}α∈Bn åãî

ïîäìíîæåñòâ, ãäå Nα � ìíîæåñòâî òåõ ãðàíåé èç N ,
êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó α . Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ
ãðàíü èç N ñîäåðæèòñÿ â òåõ 2n−m ïîäìíîæåñòâàõ Nα , äëÿ
êîòîðûõ òî÷êà α ïðèíàäëåæèò ýòîé ãðàíè.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà M , ñâÿçàííàÿ ñ ïàðîé (N,N) ,
ñîñòîèò èç p = 2n ñòðîê è s =

(
n
m

)
· 2m ñòîëáöîâ, â êàæäîì

èç êîòîðûõ èìååòñÿ p · γ , ãäå γ = 2−m , åäèíèö. Èñêîìîå
ìíîæåñòâî íàáîðîâ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê
ìàòðèöå M òåîðåìû 6.1 è ïîñòðîåíèÿ ïîêðûòèÿ äëèíû q ,
ãäå

q ⩽

⌈
2m ln+

((
n

m

))⌉
+ 2m ⩽

⌈
2m log

((
n

m

))⌉
+ 2m ⩽

⩽ 2m (n− 1) + 2m = n · 2m.

Ëåììà äîêàçàíà. □
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§ 7. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ÄÍÔ. Ïîâåäåíèå
ôóíêöèé Øåííîíà è îöåíêè òèïè÷íûõ çíà÷åíèé

äëÿ ðàíãà è äëèíû ÄÍÔ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÄÍÔ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäîáíóþ è
íàãëÿäíóþ (ñ ¾ãåîìåòðè÷åñêîé¿ òî÷êè çðåíèÿ) ôîðìó
çàäàíèÿ ÔÀË. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÄÍÔ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòåéøóþ ìîäåëü, ïðåäíàçíà÷åííóþ
äëÿ ñòðóêòóðíîé ðåàëèçàöèè ÔÀË (ñì. ãë. 3). Çàìåòèì, ÷òî
ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû ÄÍÔ (ðàíã, äëèíà è ò. ï.)
õàðàêòåðèçóþò ðàçëè÷íûå ¾ìåðû¿ ñëîæíîñòè óêàçàííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ èëè ñòðóêòóðíîé ðåàëèçàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì
÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé â
òîì èëè èíîì ñìûñëå ÄÍÔ äëÿ çàäàííîé ÔÀË, òî åñòü
íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè ÄÍÔ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì (ñì. ãë. 3).
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Â îáùåì âèäå çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ÄÍÔ ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äëÿ êàæäîé
ÄÍÔ A îïðåäåëåíà åå ¾ñëîæíîñòü¿ ψ (A) , ψ (A) ⩾ 0 , äëÿ
êîòîðîé ψ (A′) ⩾ ψ (A′′) , åñëè ÄÍÔ A′′ ïîëó÷àåòñÿ èç ÄÍÔ
A′ óäàëåíèåì áóêâ èëè ÝÊ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî íà ìíîæåñòâå ÄÍÔ çàäàí íåîòðèöàòåëüíûé ôóíêöèîíàë
ñëîæíîñòè ψ , îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè.
Ïðèìåðàìè òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ ìîãóò ñëóæèòü äëèíà
λ (A) , ðàíã R (A) èëè ¾ôîðìóëüíàÿ¿ ñëîæíîñòü L (A) ÄÍÔ
A , à òàêæå ÷èñëî âõîæäåíèé ÁÏ ñ îòðèöàíèÿìè è äðóãèå
ïàðàìåòðû ÄÍÔ.
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Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ÄÍÔ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà
ñëîæíîñòè ψ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çàäàííîé ÔÀË f
ïîñòðîèòü ðåàëèçóþùóþ åå ÄÍÔ A òàêóþ, ÷òî

ψ (A) = minψ
(
A′) ,

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ÄÍÔ A′ , ðåàëèçóþùèì
ÔÀË f . Ïðè ýòîì ÄÍÔ A ñ÷èòàåòñÿ ìèíèìàëüíîé
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà ψ , èëè, èíà÷å, ψ -ìèíèìàëüíîé
ÄÍÔ, à çíà÷åíèå ψ (A) íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ ÔÀË f
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà ψ , èëè, èíà÷å, ψ -ñëîæíîñòüþ
ÔÀË f â êëàññå ÄÍÔ.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííûìè ðàíåå îïðåäåëåíèÿìè,
λ-ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ, òî åñòü ÄÍÔ, ìèíèìàëüíóþ ïî äëèíå,
áóäåì íàçûâàòü êðàò÷àéøåé, à R-ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ, òî
åñòü ÄÍÔ ìèíèìàëüíóþ ïî ðàíãó, � ïðîñòî ìèíèìàëüíîé.
Ôóíêöèþ

ψ (n) = max
f∈P2(n)

ψ (f) ,

êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ψ -ñëîæíîñòè
ÔÀË èç P2 (n) , íàçûâàþò, îáû÷íî, ôóíêöèåé Øåííîíà äëÿ
êëàññà ÄÍÔ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà ψ .
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Óñòàíîâèì ïîâåäåíèå ôóíêöèé Øåííîíà λ(n) è R(n) äëÿ
äëèíû è ðàíãà ÄÍÔ ÔÀË èç P2(n) ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 7.1

Äëÿ ëþáîãî n, n ∈ N , èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

λ(n) = 2n−1, R(n) = n · 2n−1. (7.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Íèæíèå îöåíêè (7.1) ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî λ(ln) = 2n−1 è
R(ln) = n · 2n−1 , òàê êàê åäèíñòâåííîé ÄÍÔ ëèíåéíîé ÔÀË
ln = x1 ⊕ · · · ⊕ xn ÿâëÿåòñÿ åå ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìûõ â (7.1) âåðõíèõ îöåíîê âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ ÔÀË f èç P2(n) è, â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðàçëîæåíèåì Øåííîíà

f (x1, . . . , xn) =
∨

(αn−k+1,...,αn)∈Bn
k

x
αn−k+1

n−k+1 . . . x
αn
n &

&f(x1, . . . , xn−k, αn−k+1, . . . , αn) (7.2)

ðàçëîæèì åå ïî ÁÏ x2, . . . , xn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f (x1, . . . , xn) =
∨

σ′′=(σ2,...,σn)

xσ2
2 · · ·xσn

n · f
(
x1, σ

′′) . (7.3)
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëå çàìåíû â ðàçëîæåíèè (7.3) êàæäîé
ÔÀË f (x1, σ

′′) ðàâíîé åé ÔÀË èç ìíîæåñòâà {0, 1, x1, x1} è
ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ìû ïîëó÷èì ÄÍÔ Af äëèíû íå
áîëüøå, ÷åì 2n−1 , ÷òî äîêàçûâàåò âåðõíèå îöåíêè â (7.1).
Ëåììà äîêàçàíà. □
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Ïðè èçó÷åíèè òîãî èëè èíîãî ñâÿçàííîãî ñ ÄÍÔ
ôóíêöèîíàëà ψ íàðÿäó ñ åãî ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì, òî
åñòü ôóíêöèåé Øåííîíà ψ (n) , ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
ñîîòâåòñòâóþùèé îòðåçîê ¾òèïè÷íûõ¿ çíà÷åíèé, òî åñòü
îòðåçîê [ψ′ (n) , ψ′′ (n)] , â êîòîðûé ïîïàäàþò çíà÷åíèÿ ψ (f)
äëÿ ïî÷òè âñåõ ÔÀË f èç P2 (n) . Åñëè ïðè ýòîì ãðàíèöû
ψ′ (n) è ψ′′ (n) , ãäå n = 1, 2, . . . , àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíû
ψ (n) , òî ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðà ψ èìååò ìåñòî ýôôåêò
Øåííîíà. Âûÿñíèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ñòðîåíèÿ ÄÍÔ ó
ïî÷òè âñåõ ÔÀË è óñòàíîâèì, â ÷àñòíîñòè, îòñóòñòâèå
ýôôåêòà Øåííîíà äëÿ ïàðàìåòðîâ λ è R � äëèíû è ðàíãà
ÄÍÔ ñîîòâåòñòâåííî.
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Ââåäåì äèñêðåòíóþ âåêòîðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
ξ(n) =

(
ξ0̃, . . . , ξ1̃

)
, ñîñòîÿùóþ èç 2n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ξα, α ∈ Bn , ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 0 è 1 ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1

2 . Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî α, α ∈ Bn ,
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Eξα =
1

2
, Dξα =

1

4
, (7.4)

ãäå Eθ è Dθ � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ .
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáàÿ ÔÀË f èç P2 (n) ÿâëÿåòñÿ
ðåàëèçàöèåé âåëè÷èíû ξ , ïðè êîòîðîé ξα = f (α) äëÿ ëþáîãî
α, α ∈ Bn , è ÷òî âåðîÿòíîñòü òàêîé ðåàëèçàöèè ðàâíà 2−2n .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Q, Q ⊆ P2 (n) ,
îòíîøåíèå |Q| /22n , òî åñòü äîëÿ òåõ ÔÀË f èç P2 (n) ,
êîòîðûå ïðèíàäëåæàò Q , ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî
ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðèíàäëåæèò Q .
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Èç íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξα, α ∈ Bn , âûòåêàåò,

÷òî äëÿ èõ ñóììû ξ̃(n) = ξ̃ , êîòîðàÿ ðàâíà ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà Nf äëÿ ÔÀË f , ÿâëÿþùåéñÿ ðåàëèçàöèåé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(n) = ξ , â ñèëó (7.4) ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

Eξ̃(n) = 2n−1, Dξ̃(n) = 2n−2. (7.5)
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Ïîëàãàÿ

t =
⌈
n · 2

n
2

⌉
, I =

(
2n−1 − t, 2n−1 + t

)
è ïðèìåíÿÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ̃ ñ ó÷åòîì (7.5)
íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà

P (|X −MX| ⩾ a) ⩽
DX
a2

(a > 0),

ïîëó÷èì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ξ̃ /∈ I , òî åñòü äîëÿ òåõ
ÔÀË f èç P2 (n) , äëÿ êîòîðûõ |Nf | /∈ I , íå áîëüøå, ÷åì

Dξ̃(n)

t2
⩽

1

4n2

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè ñòðåìÿùåìñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè n .
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Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ÔÀË f èç
P2 (n) , âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

|Nf | = 2n−1
(
1±O

(
n · 2−n/2

))
, (7.6)

òî åñòü äëèíà ñîâåðøåííîé ÄÍÔ ó ïî÷òè âñåõ ÔÀË èç P2 (n)
àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 2n−1 .
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Ëåììà 7.2

Äëÿ ïî÷òè âñåõ ÔÀË f , f ∈ P2(n), âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

λ(f) ⩽
3

4
· 2n−1

(
1 +O

(
n · 2−n/2

))
, (7.7)

R(f) ⩽
3

4
· n · 2n−1

(
1 +O

(
n · 2−n/2

))
. (7.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ÔÀË f , f ∈ P2(n) , ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ . Äëÿ êàæäîãî íàáîðà β , β ∈ Bn−1 , ðàññìîòðèì
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ηβ = ξ(0,β) ∨ ξ(1,β) . Çàìåòèì, ÷òî
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ηβ , β ∈ Bn−1 , íåçàâèñèìû, à
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ëþáîé èç íèõ ðàâíû
3
4 è 3

16 ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðàâåíñòâî ηβ = 1
âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ÄÍÔ Af ,
ïîñòðîåííîé ïî ëåììå 7.1 äëÿ ÔÀË f , âõîäèò ñëàãàåìîå,
ñîîòâåòñòâóþùåå íàáîðó β . Èç íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ηβ , β ∈ Bn−1 , ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èõ ñóììû η̃ = η̃(n)

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Eη̃(n) =
3

4
· 2n−1, Dη̃(n) =

3

16
· 2n−1. (7.9)
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïîëàãàÿ

t =
⌈
n · 2

n
2

⌉
, I =

(
3

4
· 2n−1 − t,

3

4
· 2n−1 + t

)
è ïðîâîäÿ íà îñíîâå (7.9) ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ñ
ïîìîùüþ êîòîðûõ èç ñîîòíîøåíèé (7.5) âûâîäèëîñü
ðàâåíñòâî (7.6), ïîëó÷èì, ÷òî λ(Af ) ∈ I ó íå ìåíåå, ÷åì
22

n (
1− 3

32n2

)
ÔÀË f èç P2(n) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè

âñåõ ÔÀË f , f ∈ P2(n) , äëèíà è ðàíã å¼ ÄÍÔ Af ,
ïîñòðîåííîé â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 7.1, óäîâëåòâîðÿåò
(7.7), (7.8).
Ëåììà äîêàçàíà. □
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§ 8. Àëãîðèòìè÷åñêèå òðóäíîñòè ìèíèìèçàöèè
ÄÍÔ è îöåíêè ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé

íåêîòîðûõ ñâÿçàííûõ ñ íåé ïàðàìåòðîâ. Òåîðåìà
Þ.È. Æóðàâëåâà î ÄÍÔ ñóììû ìèíèìàëüíûõ

Ðåøåíèå çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ÄÍÔ äëÿ çàäàííîé ÔÀË
õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè ýòîé ÔÀË è, â
ïåðâóþ î÷åðåäü, çíà÷åíèÿìè èññëåäóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ åå
ñëîæíîñòè. Êðîìå òîãî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ðÿä
ïàðàìåòðîâ (äëèíà ñîêðàùåííîé ÄÍÔ, ÷èñëî òóïèêîâûõ èëè
ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ è äð.) õàðàêòåðèçóþò òðóäîåìêîñòü
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ÄÍÔ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ÔÀË. Â
ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîâåäåíèå ïðè
n = 1, 2, . . . , ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ òîãî èëè èíîãî
ïîäîáíîãî ïàðàìåòðà ψ äëÿ ÔÀË èç P2(n) :

ψ(n) = max
f∈P2(n)

ψ(f),

êîòîðîå, êàê è â ñëó÷àå ôóíêöèîíàëîâ ñëîæíîñòè, íàçûâàþò,
îáû÷íî, ôóíêöèåé Øåííîíà äëÿ ïàðàìåòðà ψ â êëàññå ÄÍÔ.
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Áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷åíèå ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ
ïàðàìåòðîâ, ðàâíûõ ÷èñëó1 òóïèêîâûõ ÄÍÔ, ÷èñëó
ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ è äëèíå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ó ÔÀË èç
P2(n) , ÷åðåç τ(n) , µ (n) è λñîêð.(n) ñîîòâåòñòâåííî.
Èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèîíàëà ψ äëÿ ñëîæíîñòè ÄÍÔ
ñëåäóåò, ÷òî ψ -ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü
ñðåäè òóïèêîâûõ ÄÍÔ. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, ÔÀË ìîãóò èìåòü î÷åíü ìíîãî ðàçëè÷íûõ
òóïèêîâûõ ÄÍÔ, è äàæå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìèíèìàëüíûõ
ÄÍÔ ó íèõ ìîæåò áûòü î÷åíü âåëèêî.

1Âñå ÄÍÔ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ÝÊ è áóêâ
â íèõ.
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Ëåììà 8.1

×èñëî òóïèêîâûõ (ìèíèìàëüíûõ) ÄÍÔ ó ÔÀË f èç
P2 (n) , n ⩾ 4 , âèäà

f (x1, . . . , xn) = g(x1, x2, x3) · (x4 ⊕ · · · ⊕ xn),

ãäå Ng = {(000), (111)} , ðàâíî 52
n−4

(ñîîòâåòñòâåííî

22
n−4

).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Èç ñâîéñòâ ëèíåéíîé ÔÀË è ñâîéñòâ ÔÀË g âûòåêàåò, ÷òî
ëþáàÿ ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà K ÔÀË f èìååò âèä

K = Ki (x1, x2, x3) · xβ4
4 · · ·xβn

n ,

ãäå Ki , i = 1, . . . , 6 , � ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà ÔÀË g (ñì. ðèñ.
2.2a è (2.9)) è β4 ⊕ · · · ⊕ βn = 1 . Òàêèì îáðàçîì,
ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË f ñ ¾ãåîìåòðè÷åñêîé¿ òî÷êè çðåíèÿ
ñîñòîèò èç 2n−4 öèêëîâ äëèíû 6 . Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ
òóïèêîâàÿ (ìèíèìàëüíàÿ) ÄÍÔ ÔÀË f âêëþ÷àåò â ñåáÿ
îäíî èç ïÿòè (ñîîòâåòñòâåííî äâóõ) ðåáåðíûõ ïîêðûòèé,
ñâÿçàííûõ ñ òóïèêîâûìè (ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíûìè)
ÄÍÔ ÔÀË g , ïðèâåäåííûìè â (4.1)�(4.2) (ñîîòâåòñòâåííî
(4.1)), äëÿ êàæäîãî èç 2n−4 óêàçàííûõ öèêëîâ. Ïîýòîìó

÷èñëî òóïèêîâûõ (ìèíèìàëüíûõ) ÄÍÔ ÔÀË f ðàâíî 52
n−4

(ñîîòâåòñòâåííî 22
n−4

).
Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå

τ (n) ⩾ 52
n−4

, µn (n) ⩾ 22
n−4

.
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Âàæíûì ïàðàìåòðîì, âëèÿþùèì íà ðàçìåð òàáëèöû Êâàéíà
è, ñëåäîâàòåëüíî, íà òðóäîåìêîñòü çàäà÷è ìèíèìèçàöèè,
ÿâëÿåòñÿ äëèíà ñîêðàùåííîé ÄÍÔ. Óñòàíîâèì íåêîòîðûå
íèæíèå îöåíêè äëèíû ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ó ÔÀË îò n ÁÏ,
ïîêàçûâàþùèå, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëèíà ñîêðàùåííîé ÄÍÔ
ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî áîëüøå äëèíû ñîâåðøåííîé ÄÍÔ
òîé æå ÔÀË.
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Äëÿ I ⊆ [0, n] ÷åðåç s
I
n (x1, . . . , xn) îáîçíà÷èì ÔÀË èç

P2 (n) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÔÀË
îáúåäèíåíèÿ âñåõ ñëîåâ êóáà Bn ñ íîìåðàìè èç I . Ïðè ýòîì
÷èñëà èç I ñ÷èòàþòñÿ ðàáî÷èìè ÷èñëàìè ÔÀË s

I
n . Çàìåòèì,

÷òî ÔÀË s
I
n ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, òî åñòü íå èçìåíÿåò

ñâîå çíà÷åíèå ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå àðãóìåíòîâ, è
íàîáîðîò, ëþáàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè
ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ÔÀË âèäà s

I
n . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû ñèììåòðè÷åñêàÿ ÔÀË ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííîé ÔÀË. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàáî÷èìè ÷èñëàìè
ñèììåòðè÷åñêèõ ÔÀË ℓn è ℓn ÿâëÿþòñÿ âñå íå÷åòíûå è âñå
÷åòíûå ÷èñëà îòðåçêà [0, n] ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñèììåòðè÷åñêàÿ ÔÀË íàçûâàåòñÿ ïîÿñêîâîé, åñëè åå
ðàáî÷èå ÷èñëà îáðàçóþò îòðåçîê. Ïîÿñêîâîé ÔÀË ÿâëÿåòñÿ,

â ÷àñòíîñòè, ÔÀË ãîëîñîâàíèÿ H (x1, x2, x3) = s
[2,3]
3 , à òàêæå

ÔÀË g = s
[1,2]
3 , ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 2.2a. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ïîÿñêîâîé ÔÀË s
[r,p]
n (x1, . . . , xn) , ãäå

0 ⩽ r ⩽ p ⩽ n , ñîñòîèò èç âñåõ ÝÊ ðàíãà (n+ r − p) , êîòîðûå
ñîäåðæàò r ÁÏ è (n− p) îòðèöàíèé ÁÏ, òî åñòü èìååò âèä

s
[r,p]
n (x1, . . . , xn) =

∨
1⩽i1<···<in+r−p⩽n
σ1+···+σn+r−p=r

xσ1
i1

· · ·xσn+r−p

in+r−p
. (8.1)
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Èç (8.1) ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ÔÀË s
[r,p]
n

ðàâíà
(
n
r

)
·
(
n−r
n−p

)
, è ïîýòîìó ïðè r = n− p =

⌈
n
3

⌉
îíà â

ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà (1.3) íå ìåíüøå, ÷åì
e1

3n

n , ãäå e1 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Òàêèì
îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 8.2

λñîêð.(n) ⩾ e1
3n

n
,

ãäå e1 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ïðåäñòàâëåíèå ÔÀË ñ ïîìîùüþ ÄÍÔ Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ Òóïèêîâûå ÄÍÔ Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÄÍÔ Ìèíèìèçàöèÿ ÄÍÔ

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ àëãîðèòìè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü
òðóäîåìêîé çàäà÷åé. Â òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, ãäå
òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ, îáû÷íî, ÷èñëîì
áèòîâûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ â
¾õóäøåì¿ ñëó÷àå, âûäåëåí öåëûé êëàññ òàê íàçûâàåìûõ
NP-ïîëíûõ ïðîáëåì, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè
òðóäíûìè. Ê NP-ïîëíûì ïðîáëåìàì îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè ÊÍÔ, êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïî çàäàííîé ÊÍÔ âûÿñíèòü, ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ
ðåàëèçóåìàÿ åþ ÔÀË èëè íåò. Òàêèì îáðàçîì, äàæå
ïîñòðîåíèå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ èç ÊÍÔ ÿâëÿåòñÿ
àëãîðèòìè÷åñêè òðóäíîé çàäà÷åé.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Þ.È. Æóðàâëåâ ïðåäëîæèë
ïðèìåíèòåëüíî ê ÄÍÔ ìîäåëü òàê íàçûâàåìûõ ëîêàëüíûõ
èëè îêðåñòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ, êîãäà ïðåîáðàçîâàíèå
ðàññìàòðèâàåìîé ãðàíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
¾ñîñòîÿíèåì¿ åå ¾îêðåñòíîñòè¿ çàäàííîãî ïîðÿäêà. Îí æå
(ñì. òåîðåìó 8.1) äîêàçàë, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîé
ÄÍÔ äëÿ ÔÀË èç P2 (n) , n ⩾ 3 , ïðèõîäèòñÿ, â îáùåì
ñëó÷àå, ðàññìàòðèâàòü îêðåñòíîñòè ïîðÿäêà (n− 3) åå
ìàêñèìàëüíûõ ãðàíåé. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè
ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé è ñ òî÷êè çðåíèÿ óðîâíÿ
ëîêàëüíîñòè èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîâ.
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Îïðåäåëèì ÄÍÔ ñóììû ìèíèìàëüíûõ ÔÀË f (ÄÍÔ ΣM
ÔÀË f ) êàê äèçúþíêöèþ âñåõ òåõ å¼ ïðîñòûõ èìïëèêàíò,
êîòîðûå âõîäÿò õîòÿ áû â îäíó ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ ÔÀË f .
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Ðèñ. 8.1: ìíîæåñòâî Nf äëÿ öåïíîé è öèêëè÷åñêîé ÔÀË f
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Ôóíêöèÿ f (x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ öåïíîé (öèêëè÷åñêîé)
ôóíêöèåé äëèíû t , åñëè åå ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ñ
¾ãåîìåòðè÷åñêîé¿ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïü
(ñîîòâåòñòâåííî öèêë) èç t ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ
ðåáåð N1, N2, . . . , Nt êóáà B

n (ñì. ðèñ. 8.1a è 8.1b).
Çàìåòèì, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ÔÀË äëèíû t ñóùåñòâóåò òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà t ⩾ 6 � ÷åòíîå ÷èñëî, à öåïíàÿ ÔÀË
äëèíû t � ïðè ëþáîì t ⩾ 1 . Ïðèìåð öåïíîé ÔÀË äëèíû 3
äàåò ÔÀË g′′ , ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 4.1, à ÔÀË g (ñì. ðèñ.
2.1a) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ÔÀË äëèíû 6 .
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Ðèñ. 8.2: öåïíàÿ ÔÀË äëèíû (2n− 2) â êóáå Bn
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Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ëþáîé öåïíîé
ÔÀË äëèíû íå ìåíüøå 4 è ëþáîé öèêëè÷åñêîé ÔÀË ÄÍÔ
ΣT ñîâïàäàåò ñ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ. Ïðè ýòîì öåïíàÿ ÔÀË f
íå÷åòíîé äëèíû t = 2k − 1 ⩾ 3 èìååò åäèíñòâåííóþ
ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ åå ÄÍÔ ΣM è
ñîîòâåòñòâóåò ïîêðûòèþ (ñì. ðèñ. 8.1a) N1 ∪N3 ∪ . . . ∪Nt

äëèíû k . Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî Nf â äàííîì ñëó÷àå
ñîñòîèò èç 2k íàáîðîâ è íå ìîæåò áûòü ïîêðûòî (k − 1)
ðåáðîì. Êðîìå òîãî, ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Nf , ñîñòîÿùåå èç
k ðåáåð, íå ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ðåáðà ñ îáùèìè
âåðøèíàìè è äîëæíî ñîäåðæàòü ÿäðîâûå ðåáðà N1 è Nt

ÔÀË f . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîëüêî ïîêðûòèå
N1 ∪N3 ∪ . . . ∪Nt îáëàäàåò âñåìè ýòèìè ñâîéñòâàìè. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ öåïíîé ÔÀË íå÷åòíîé äëèíû t , t ⩾ 5 , ÄÍÔ
ΣT íå ñîâïàäàåò ñ ÄÍÔ ΣM .
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Òåîðåìà 8.1

Ïðè ëþáîì n ∈ N, n ⩾ 3, â P2 (n) ñóùåñòâóþò ÔÀË f ′ è
f ′′ , èìåþùèå îáùóþ ïðîñòóþ èìïëèêàíòó K , êîòîðàÿ
âõîäèò â ÄÍÔ ΣM îäíîé, íî íå âõîäèò â ÄÍÔ ΣM äðóãîé
èç ýòèõ ÔÀË è äëÿ êîòîðîé Sn−3 (NK , f

′) = Sn−3 (NK , f
′′).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü â P2 (n) öåïíóþ ôóíêöèþ f ÷åòíîé
äëèíû t = 2k ⩾ 2n− 2 ⩾ 4 . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè óêàçàííàÿ
ÔÀË f íàéäåíà, à åå ìíîæåñòâî Nf ñîîòâåòñòâóåò ðèñ. 8.1a,
òî, ïîëàãàÿ Nf ′ = Nf \ {α1} è Nf ′′ = Nf \ {αt+1} , ïîëó÷èì
öåïíûå ÔÀË f ′ è f ′′ íå÷åòíîé äëèíû 2k − 1 òàêèå, ÷òî
êàæäîå ðåáðî Ni, ãäå i = 2, . . . , t− 1 , âõîäèò â ÄÍÔ ΣM
îäíîé èç íèõ, íî íå âõîäèò â ÄÍÔ ΣM äðóãîé. Ïðè ýòîì,
î÷åâèäíî, Sk−2 (Nk, f

′) = Sk−2 (Nk, f
′′) è, ñëåäîâàòåëüíî,

èñêîìàÿ ÝÊ K ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó Nk .
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà âîçüìåì â êà÷åñòâå f
öåïíóþ ÔÀË äëèíû (2n− 2) , ó êîòîðîé ìíîæåñòâî Nf

ñîñòîèò èç âñåõ íàáîðîâ αi = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−i

) , ãäå i ∈ [1, n] ,

è íàáîðîâ αn+i = αi , i ∈ [1, n) , à ðåáðî ñ íîìåðîì
j, j ∈ [1, 2n− 2] , èìååò âèä Nj = {αj , αj+1} (ñì. ðèñ. 8.2) è
ïðèìåíèì ê íåé îïèñàííûå âûøå ïîñòðîåíèÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 1

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êðèòåðèé âõîæäåíèÿ ÝÊ â ÄÍÔ
ΣM íå èìååò òàêîãî ëîêàëüíîãî õàðàêòåðà, êàê êðèòåðèé
âõîæäåíèÿ ÝÊ â ÄÍÔ ΣT (ñðàâíèòå ñ òåîðåìîé 4.1).

Çàìå÷àíèå 2

Èçâåñòíî (ðåçóëüòàò À.À. Åâäîêèìîâà), ÷òî ïðè n ⩾ 14 â
P2 (n) èìååòñÿ öåïíàÿ ÔÀË ÷åòíîé äëèíû t, t ⩾ 2n−11−4 , íà
îñíîâå êîòîðîé ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ìîæíî óñòàíîâèòü
äëÿ îêðåñòíîñòè ïîðÿäêà

(
t
2 − 2

)
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî).


	 ,    , , ,  
	         ()   <<>> .  ,   
	     
	 ,     .      ,       ,  
	     .  ,       
	      
	  .            
	             .  . .     

