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Ëåêöèÿ 3.

1. Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ. Àëãåáðà
ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé.

2. Òåîðåìà Êëèíè î ñîîòâåòñòâèè ìåæäó
ðåãóëÿðíûìè âûðàæåíèÿìè è
êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè.

3. Çàäà÷à ïîèñêà ïî øàáëîíó. Àëãîðèòì
Àõî-Êîðàñèê.

4. Äâóñòîðîííèå êîíå÷íûå àâòîìàòû.



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß

À ÌÎÆÍÎ ËÈ ÎÏÈÑÀÒÜ ÓÑÒÐÎÉÑÒÂÎ
ÀÂÒÎÌÀÒÍÎÃÎ ßÇÛÊÀ ÁÅÇ ÏÎÌÎÙÈ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ?

Ñóùåñòâóåò è áîëåå óäîáíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ
àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ ïðè ïîìîùè àëãåáðàè÷åñêèõ
âûðàæåíèé (ôîðìóë) ñïåöèàëüíîãî âèäà �
ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé.
Èìåííî ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â
áîëüøèíñòâå êîìïüþòåðíûõ ïðèëîæåíèé � â
òåêñòîâûõ ðåäàêòîðàõ, ñèíòàêñè÷åñêèõ
àíàëèçàòîðàõ, èíòåðïðåòàòîðàõ êîìàíäíûõ ñòðîê è
äð. � äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòûõ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ.



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß

Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ íàä àëôàâèòîì
Σ = {a1, a2, . . . , an} � ýòî ôîðìóëû, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ íàä ìíîæåñòâîì êîíñòàíò

1. 0, 1 ,

2. a1, a2, . . . , an ,

è ìíîæåñòâîì îïåðàöèé, ñîñòîÿùèì èç

1. äâóõìåñòíûõ îïåðàöèé ·,+ ,

2. îäíîìåñòíîé îïåðàöèè ∗ .



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß

Ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ
ôîðìóëà, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
òðåáîâàíèÿì:

1. êàæäàÿ êîíñòàíòà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì
âûðàæåíèåì;

2. åñëè ôîðìóëû R1 è R2 ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè
âûðàæåíèÿìè, òî ôîðìóëû
(R1 · R2) ,
(R1 + R2) ,
(R∗1 )
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè âûðàæåíèÿìè.



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß

Ïðèìåðû ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé.

(0 + 1) ,
(a1 + a2) ,
((a1 · a2) + (a2 · a1)) ,
(((a1 · ((a1 + a2)∗)) + a2)∗) .

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåì ïðèîðèòåò
îïåðàöèé: âûñîêèé äëÿ ∗ , ñðåäíèé äëÿ · , íèçêèé
äëÿ + . Áóäåì îïóñêàòü íåêîòîðûå ñêîáêè.
Íàïðèìåð, çàïèñü

a1 · a2∗ + 1∗ · a1
îáîçíà÷àåò ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå
((a1 · (a2∗)) + ((1∗) · a1)) .



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß

Çíà÷åíèåì êàæäîãî ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ R
ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûé ÿçûê L(R), L(R) ⊆ Σ∗ ,
êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. L(0) = ∅ ,

2. L(1) = {ε} ,
3. L(ai) = {ai}, 1 ≤ i ≤ n ,

4. L(R1 · R2) = L(R1)L(R2) (êîíêàòåíàöèÿ),

5. L(R1 + R2) = L(R1) ∪ L(R2) (îáúåäèíåíèå),

6. L(R∗1 ) = L∗(R1) (èòåðàöèÿ).



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß

Òàêèì îáðàçîì,

L(0 + 1) = {ε} ,
L(a1 + a2) = {a1, a2} ,
L(a1 · a2 + a2 · a1) = {a1a2, a2a1} ,
L((a1·((a1+a2)∗)+a2)∗)={a1, a2}∗ = L((a1+a1)∗)
.



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß

ßçûê íàçûââåòñÿ ðåãóëÿðíûì , åñëè îí ÿâëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì íåêîòîðîãî ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ.

Íàïðèìåð, ÿçûê L , ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñëîâ ÷åòíîé
äëèíû íàä àëôàâèòîì Σ = {a, b} , ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì, ïîñêîëüêó L = L(((a + b) · (a + b))∗) .

À êàê â ýòîì óáåäèòüñÿ?
Íàïðèìåð, âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâàìè àëãåáðû
ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé.

Äâà ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè,
åñëè èõ çíà÷åíèÿ îäèíàêîâû.



ÀËÃÅÁÐÀ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÂÛÐÀÆÅÍÈÉ

Óòâåðæäåíèå 3.1. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

1. F + G = G + F ;

2. F + 0 = F ;

3. F + (G + H) = (F + G ) + H ;

4. F · 1 = F ;

5. 1 · F = F ;

6. F · (G · H) = (F · G ) · H ;



ÀËÃÅÁÐÀ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÂÛÐÀÆÅÍÈÉ

Óòâåðæäåíèå 3.1. (Ïðîäîëæåíèå)
Äëÿ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

7 F · (G + H) = (F · G ) + (F · H) ;

8 (G + H) · F = (G · F ) + (H · F ) ;

9 F · 0 = 0 ;

10 0 · F = 0 ;

11 F + F = F ;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìîñòîÿòåëüíî
Êàê âèäíî èç ýòèõ òîæäåñòâ, ðåãóëÿðíûå
âûðàæåíèÿ îáðàçóþò àññîöèàòèâíîå ïîëóêîëüöî.



ÀËÃÅÁÐÀ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÂÛÐÀÆÅÍÈÉ

Óïðîñòèì ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå

(a + b)(a + b) + aa + bb =
(a + b) · a + (a + b) · b + aa + bbb =
aa + ba + ab + bb + aa + bb =
aa + aa + bb + bb + ba + ab =
aa + bb + ba + ab =
(a + b)(a + b)



ÀËÃÅÁÐÀ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÂÛÐÀÆÅÍÈÉ

Óòâåðæäåíèå 3.2. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

1. F · F ∗ = F ∗ · F ;

2. (F ∗)∗ = F ∗ ;

3. F ∗ = 1 + F · F ∗ ;
4. F ∗ = (1 + F + FF + · · ·+ F n−1) · (F n)∗ ;

5. (F + G )∗ = (F ∗ · G )∗ · F ∗ ;
6. (F · G )∗ = 1 + F (G · F )∗G .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìîñòîÿòåëüíî



ÀËÃÅÁÐÀ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÂÛÐÀÆÅÍÈÉ

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå òîæäåñòâà, ìîæíî óïðîùàòü
ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ è ðåøàòü óðàâíåíèÿ íàä
ðåãóëÿðíûìè âûðàæåíèÿìè.

Ïðèìåð. Óïðîñòèòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå

(a∗b)∗ + (b∗a)∗

(a∗b)∗+ (b∗a)∗ = 1+ a∗b(a∗b)∗+1+ b∗a(b∗a)∗ =

1 + 1 + (a∗b)∗a∗b + (b∗a)∗b∗a =

1+(a + b)∗b+(b + a)∗a =1+(b + a)∗b+(b + a)∗a =

1 + (b + a)∗(b + a)=1 + (b + a)(b + a)∗= (b + a)∗



ÀËÃÅÁÐÀ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÂÛÐÀÆÅÍÈÉ

Ïóñòü F è G � ïðîèçâîëüíûå ðåãóëÿðíûå
âûðàæåíèÿ.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå X = X · F + G íàä
ðåãóëÿðíûìè ÿçûêàìè ñ íåèçâåñòíîé X .

Óòâåðæäåíèå 3.3. Ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå
G · F ∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
X = X · F + G .

Äîêàçàòåëüñòâî.
G · F ∗ · F + G = G · (1 + F ∗ · F ) = G · F ∗



ÀËÃÅÁÐÀ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÂÛÐÀÆÅÍÈÉ

ÇÀÄÀ×À 8

Äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ε /∈ L(F ) , ýòî ðåøåíèå
åäèíñòâåííîå.
Êàêèå åùå ðåøåíèÿ èìååò óðàâíåíèå
X = X · F + G â ñëó÷àå ε ∈ L(F ) ?

ÇÀÄÀ×À 9

Êàêèå ðåøåíèÿ èìååò óðàâíåíèå X = F · X + G ?



ÀËÃÅÁÐÀ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÂÛÐÀÆÅÍÈÉ

Ïåðåä íàìè îòêðûâàåòñÿ èíòåðåñíàÿ âîçìîæíîñòü:
ÿçûêè ìîæíî çàäàâàòü íåÿâíî, êàê ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé â àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé!

Íàïðèìåð, ÿçûê L îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(X · a + b · X )∗ = 1+ b · X 2 · a.

ÇÀÄÀ×À 10 [Òðóäíàÿ] Äîêàæèòå èëè
îïðîâåðãíèòå ãèïîòåçó:

Êàêîâî áû íè áûëî óðàâíåíèå íàä ðåãóëÿðíûìè
âûðàæåíèÿìè ñ îäíîé ïåðåìåííîé, åñëè ýòî
óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, òî õîòÿ áû îäíî èç åãî
ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé � ýòî ðåãóëÿðíûé ÿçûê .



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

ÊÀÊ ÑÎÎÒÍÎÑßÒÑß ÄÐÓÃ Ñ ÄÐÓÃÎÌ
ÊËÀÑÑÛ ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ È ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ
ßÇÛÊÎÂ?



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Òåîðåìà 3.4. Êàæäûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê
ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì ÿçûêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ßçûêè, êîòîðûå çàäàþòñÿ
êîíñòàíòàìè 0, 1 è a, a ∈ Σ , î÷åâèäíî ÿâëÿþòñÿ
àâòîìàòíûìè.
2) Êëàññ àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ + .
Ïîêàæåì, ÷òî îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
êîíêàòåíàöèè è èòåðàöèè Êëèíè.



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ïóñòü Li =L(Ai), i =1, 2, , ãäå Ai =(Σ, Si , Ii ,Fi ,Ti)
.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé àâòîìàò
A0 = (Σ, S1 ∪ S2, I1,F2,T1 ∪ T2 ∪ T0) , ãäå

T0 = {(s ′, ε, s ′′0 ) : s ′ ∈ F1, s
′′
0 ∈ I2} .

Òîãäà w ∈ L1 · L2 ⇔ w = uv , u ∈ L1, v ∈ L2 ⇔
ñóùåñòâóþò óñïåøíûå âû÷èñëåíèÿ s ′0

u−→∗ s ′ è
s ′′0

v−→∗ s ′′ àâòîìàòîâ A1 è A2 ⇔ ñóùåñòâóåò
óñïåøíîå âû÷èñëåíèå s ′0

u−→∗ s ′
ε−→ s ′′0

v−→∗ s ′′

àâòîìàòà A0 ⇔ w ∈ L(A0)



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî , ÷òî â ñëó÷àå L=L(A)
ñóùåñòâóåò òàêîé êîíå÷íûé àâòîìàò A′ , äëÿ
êîòîðîãî L∗=L(A′) , è çàâåðøèòå òåì ñàìûì
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

QED



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Òåîðåìà 3.5. Êàæäûé àâòîìàòíûé ÿçûê ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì ÿçûêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A=(Σ, S , I ,F ,T ) �
êîíå÷íûé àâòîìàò áåç ε -ïåðåõîäîâ, è ïðè ýòîì
I ∩ F = ∅ . Ïîñòðîèì ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå,
îïèñûâàþùåå àâòîìàòíûé ÿçûê L(A) .
Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
íàä ðåãóëÿðíûìè âûðàæåíèÿìè.

1). Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s, s ∈ S , ââåäåì
ïåðåìåííóþ Xs , à òàêæå ìíîæåñòâî ïàð
In(s) = {(s ′, a) : s ′

a−→ s ∈ T} .



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

2). Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s, s ∈ S , ñîñòàâèì
óðàâíåíèå

Xs =
∑

(s ′,a)∈In(s)

Xs ′ · a + δs ,

ãäå δs = 1 , åñëè s ∈ I , è δs = 0 èíà÷å.



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

À îòêóäà âçÿëèñü ýòè óðàâíåíèÿ?
Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå s0 àâòîìàòà.
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����s1�
�
��

��*
a1

Ls1

����s2
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a2

Ls2

����s3HH
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HHY
a3

Ls3

È ïóñòü Lsi � ýòî ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç ñëîâ,
êîòîðûå ïðî÷èòûâàåò àâòîìàò, äîñòèãíóâ
ñîñòîÿíèÿ si , 0 ≤ i ≤ 3 .



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Òîãäà êàæäîå ñëîâî w ÿçûêà Ls0 ïðåäñòàâèìî â
âèäå w = wi · ai äëÿ íåêîòîðîãî ñëîâà wi , wi ∈ Li .
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ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ls0 = Ls0 · a0 + Ls1 · a1 + Ls2 · a2 + Ls3 · a3.

����s0
�
�
��
?

a0
Ls0

����s1�
��

��
�*

a1
Ls1

����s2
6
a2

Ls2

����s3HH
H

HH
HY

a3
Ls3

Îòñþäà è âîçíèêàåò óðàâíåíèå

Xs0 = Xs0 · a0 + Xs1 · a1 + Xs2 · a2 + Xs3 · a3



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

3). Íàéäåì ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

{Xs = Rs : s ∈ S},

ìåòîäîì Ãàóññà (èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåííûõ),
èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 3.3.
Ñîãëàñíî ýòîìó óòâåðæäåíèþ (à òàêæå
ïîñëåäóþùåé çàäà÷å) òàêîå ðåøåíèå áóäåò
åäèíñòâåííûì.



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

4) Èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà w ïîêàæåì, ÷òî
w ∈ L(Rs) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëîâî w
äîïóñêàåòñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì
As =(Σ, S , I , {s},T ) : ýòî ëåãêî âèäíî èç
óñòðîéñòâà óðàâíåíèé

Xs =
∑

(s ′,a)∈In(s)

Xs ′ · a + δs ,

5). Òîãäà L(A) = L(
∑
s∈F

Rs) . QED



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Çàäà÷à 10. À çà÷åì ìíå ïîíàäîáèëîñü â íà÷àëå
äîêàçàòåëüñòâà îãîâîðèòü óñëîâèå I ∩ F = ∅ ?

È êàê íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 3.5, åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî?



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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X0 = X0 · a + X1 · d + 1

X1 = X0 · b + X1 · c + 0



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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X0 = X0 · a + (X1 · d + 1)

X1 = X0 · b + X1 · c



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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d

X0 = (X1 · d + 1) · a∗

X1 = X0 · b + X1 · c

Óòâåðæäåíèå 3.3 î ðåøåíèè óðàâíåíèé



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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d

X0 = (X1 · d + 1) · a∗

X1 = (X1 · d + 1) · a∗ · b + X1 · c

Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííîé X0



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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d

X0 = (X1 · d + 1) · a∗

X1 = X1 · (da∗b + c) + a∗b

Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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d

X0 = (X1 · d + 1) · a∗

X1 = a∗b(da∗b + c)∗

Óòâåðæäåíèå 3.3 î ðåøåíèè óðàâíåíèé



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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R = a∗b(da∗b + c)∗

Èñêîìîå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Òåîðåìà 3.6. [Ñ. Êëèíè] Ôîðìàëüíûé ÿçûê
ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

Ýòà òåîðåìà î÷åíü âàæíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ
àëãîðèòìîâ ïîèñêà ñòðîê (òåêñòîâ, ïîòîêîâ äàííûõ
è ïð.), ïîäïàäàþùèõ ïîä çàäàííûé øàáëîí.

Îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ: èíòåðíåò-ïîèñê, ïîñòðîåíèå
òàáëèö ìàðøðóòèçàöèè, îáíàðóæåíèå
âðåäîíîñíîãî êîäà, âûÿâëåíèå ïëàãèàòà, è ïð.



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß È ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ïðèíöèï ïðèìåíåíèÿ:

1. Èíòåðåñóþùåå ìíîæåñòâî ñòðîê îïèñûâàåì â
âèäå øàáëîíà P , êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå R .

2. Äëÿ ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ R ñòðîèì
(íåäåòåðìèíèðîâàííûé) êîíå÷íûé àâòîìàò A .

3. Ïðîâîäèì äåòåðìèíèçàöèþ àâòîìàòà A è
ïîëó÷àåì äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò A0 .

4. Íà âõîä àâòîìàòà A0 ïîäàåì ñòðîêó w .
Àâòîìàò A0 äîñòèãàåò ôèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w ïîäïàäàåò ïîä
øàáëîí P .



ÇÀÄÀ×À ÏÎÈÑÊÀ ÏÎ ØÀÁËÎÍÓ

Îñíîâíûå êîíñòðóêöèè ÿçûêà îïèñàíèÿ øàáëîíîâ:

I ? � ëþáàÿ áóêâà;
I ∗ � ëþáîå ñëîâî;
I {a1, a2, a3 : +} � ëþáàÿ èç áóêâ a1, a2, a3 ;
I {b1, b2 : −} � ëþáàÿ èç áóêâ êðîìå b1, b2 ;
I R[5 : 8] � øàáëîí R , ïîâòîðÿþùèéñÿ ïîäðÿä
íå ìåíåå 5 è íå áîëåå 8 ðàç;

I R1&R2 � ïåðåñå÷åíèå øàáëîíîâ R1 è R2 ;
I R1 + R2 � àëüòåðíàòèâíûé âûáîð
(îáúåäèíåíèå) øàáëîíîâ R1 è R2 .



ÇÀÄÀ×À ÏÎÈÑÊÀ ÏÎ ØÀÁËÎÍÓ

Ïðèìåð. Ïóñòü Σ = {a, b, c} . Òîãäà øàáëîíó

{b : −}[1 : 2] ∗ b?

ñîîòâåòñòâóåò ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå

((a + c) + (a + c)(a + c))(a + b + c)∗b(a + b + c)



ÇÀÄÀ×À ÏÎÈÑÊÀ ÏÎ ØÀÁËÎÍÓ

Íàèáîëüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ òðóäíîñòü èìååò
ýòàï ïðåîáðàçîâàíèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî
êîíå÷íîãî àâòîìàòà â äåòåðìèíèðîâàííûé,
ïîñêîëüêó çäåñü âîçìîæåí ýôôåêò
¾êîìáèíàòîðíîãî âçðûâà¿ ÷èñëà ñîñòîÿíèé.

Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ øèðîêî èñïîëüçóåìûõ
øàáëîíîâ ñîîòâåòñòâóþùèå äåòåðìèíèðîâàííûå
àâòîìàòû èìåþò ïðîñòîå óñòðîéñòâî è ñòðîÿòñÿ
äîâîëüíî ýôôåêòèâíî.



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÀÕÎ�ÊÎÐÀÑÈÊ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà âõîæäåíèé çàäàííîãî
ñëîâà w = x1x2 . . . xk â ïðîèçâîëüíîé ñòðîêå.

Ôîðìàëüíî ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïîñòàâèòü òàê:
ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé âñå ñëîâà,
èìåþùèå ñóôôèêñ w .
Ñëîâà ýòîãî ÿçûêà îïèñûâàþòÿ øàáëîíîì
∗x1x2 . . . xk è ðàñïîçíàþòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì
êîíå÷íûì àâòîìàòîì ïðîñòîãî âèäà
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÀÕÎ�ÊÎÐÀÑÈÊ

Íî êàê ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò?
Óäîáíîå ðåøåíèå ïðèäóìàëè â 1965 ãîäó Àëüôðåä
Àõî è Ìàðãåðåò Êîðàñèê.

Ìèíèìàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò,
ðàñïîçíàþùèé âñå òåêñòû, îêàí÷èâàþùèåñÿ
ñòðîêîé w = x1x2 . . . xk , èìååò âèä
Aw = (Σ, S , {s0}, {sk},T ) , ãäå

I S = {s0, s1, . . . , sk} ;
I äëÿ ëþáûõ si , si ∈ S , è y , y ∈ Σ, â ìíîæåñòâå

T åñòü ïåðåõîä si
y−→ sj , ãäå

j = max(` : x1x2 . . . x` ∈ Suff (x1x2 . . . xiy)) :
¾èùè ìàêñèìàëüíûé ïðåôèêñ w , ÿâëÿþùèéñÿ
ñóôôèêñîì ïðî÷èòàííîé ÷àñòè òåêñòà¿



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÀÕÎ�ÊÎÐÀÑÈÊ

Åñëè Σ = {a, b} è w = abaaba , òî ìèíèìàëüíûé
äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò Aw , ðàñïîçíàþùèé
ÿçûê (a + b)∗abaaba èìååò ñëåäóþùèé âèä.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÀÕÎ�ÊÎÐÀÑÈÊ

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ñòðîèò àâòîìàò Aw çà
âðåìÿ O(|w |2) è îáíàðóæèâàåò âñå âõîæäåíèÿ
ñòðîêè w â òåêñòå äëèíû n çà âðåìÿ O(n) .

ÇÀÄÀ×À 11.

Ðàçðàáîòàéòå îáîáùåíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà,
êîòîðîå ïîçâîëÿåò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà
ñòðîê D = {w1,w2, . . . ,wm} ïîñòðîèòü
ìèíèìàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé
àâòîìàò AD , ðàñïîçíàþùèé âñå ñëîâà,
îêàí÷èâàþùèåñÿ õîòÿ áû îäíîé èç ñòðîê
ìíîæåñòâà D .



ÒÅÕÍÎËÎÃÈß ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó ïîèñêà èëè ðàñïîçíàâàíèÿ

íà ÿçûêå ñëîâàðíûõ øàáëîíîâ

⇓
Òðàíñëèðóéòå øàáëîí

â ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå

⇓
Ïîñòðîéòå äëÿ ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ

íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò

⇓
Äåòåðìèíèçèðóéòå ýòîò àâòîìàò

⇓
Ìèíèìèçèðóéòå ïîëó÷åííûé àâòîìàò

Âû ïîñòðîèëè îïòèìàëüíóþ ïðîãðàììó ïîèñêà!



ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Êîíå÷íûé àâòîìàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ìåõàíè÷åñêîå óñòðîéñòâî, êîòîðîå äâèæåòñÿ â
îäíó ñòîðîíó ïî ëåíòå, íà êîòîðîé çàïèñàíî
çàäàííîå ñëîâî â àëôàâèòå Σ . Ëåíòà
îêàí÷èâàåòñÿ ãðàíè÷íûì ìàðêåðîì a, a/∈ Σ .
Ñëîâî äîïóñêàåòñÿ àâòîìàòîì, åñëè ïðè
äîñòèæåíèè ãðàíè÷íîãî ìàðêåðà àâòîìàò
îêàçûâàåòñÿ â ôèíàëüíîì ñîñòîÿíèè.

x1 x2 x3 · · · · · · xN a
⇑
q0

-



ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Êîíå÷íûé àâòîìàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ìåõàíè÷åñêîå óñòðîéñòâî, êîòîðîå äâèæåòñÿ â
îäíó ñòîðîíó ïî ëåíòå, íà êîòîðîé çàïèñàíî
çàäàííîå ñëîâî â àëôàâèòå Σ . Ëåíòà
îêàí÷èâàåòñÿ ãðàíè÷íûì ìàðêåðîì a, a/∈ Σ .
Ñëîâî äîïóñêàåòñÿ àâòîìàòîì, åñëè ïðè
äîñòèæåíèè ãðàíè÷íîãî ìàðêåðà àâòîìàò
îêàçûâàåòñÿ â ôèíàëüíîì ñîñòîÿíèè.

x1 x2 x3 · · · · · · xN a

-

⇑
qi1



ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Êîíå÷íûé àâòîìàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ìåõàíè÷åñêîå óñòðîéñòâî, êîòîðîå äâèæåòñÿ â
îäíó ñòîðîíó ïî ëåíòå, íà êîòîðîé çàïèñàíî
çàäàííîå ñëîâî â àëôàâèòå Σ . Ëåíòà
îêàí÷èâàåòñÿ ãðàíè÷íûì ìàðêåðîì a, a/∈ Σ .
Ñëîâî äîïóñêàåòñÿ àâòîìàòîì, åñëè ïðè
äîñòèæåíèè ãðàíè÷íîãî ìàðêåðà àâòîìàò
îêàçûâàåòñÿ â ôèíàëüíîì ñîñòîÿíèè.

x1 x2 x3 · · · · · · xN a

-

⇑
qi2



ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Êîíå÷íûé àâòîìàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ìåõàíè÷åñêîå óñòðîéñòâî, êîòîðîå äâèæåòñÿ â
îäíó ñòîðîíó ïî ëåíòå, íà êîòîðîé çàïèñàíî
çàäàííîå ñëîâî â àëôàâèòå Σ . Ëåíòà
îêàí÷èâàåòñÿ ãðàíè÷íûì ìàðêåðîì a, a/∈ Σ .
Ñëîâî äîïóñêàåòñÿ àâòîìàòîì, åñëè ïðè
äîñòèæåíèè ãðàíè÷íîãî ìàðêåðà àâòîìàò
îêàçûâàåòñÿ â ôèíàëüíîì ñîñòîÿíèè.

x1 x2 x3 · · · · · · xN a

-

⇑
qiN−1



ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Êîíå÷íûé àâòîìàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ìåõàíè÷åñêîå óñòðîéñòâî, êîòîðîå äâèæåòñÿ â
îäíó ñòîðîíó ïî ëåíòå, íà êîòîðîé çàïèñàíî
çàäàííîå ñëîâî â àëôàâèòå Σ . Ëåíòà
îêàí÷èâàåòñÿ ãðàíè÷íûì ìàðêåðîì a, a/∈ Σ .
Ñëîâî äîïóñêàåòñÿ àâòîìàòîì, åñëè ïðè
äîñòèæåíèè ãðàíè÷íîãî ìàðêåðà àâòîìàò
îêàçûâàåòñÿ â ôèíàëüíîì ñîñòîÿíèè.

x1 x2 x3 · · · · · · xN a

-

⇑
qiN ∈ F



ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

À ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ðàçðåøèòü òàêîìó
àâòîìàòó ïåðåìåùàòü ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó ïî
ëåíòå â îáå ñòîðîíû?

` x1 x2 x3 · · · · · · xN a
⇑
q0

-



ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

À ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ðàçðåøèòü òàêîìó
àâòîìàòó ïåðåìåùàòü ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó ïî
ëåíòå â îáå ñòîðîíû?

` x1 x2 x3 · · · · · · xN a
⇑
qi1

-



ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

À ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ðàçðåøèòü òàêîìó
àâòîìàòó ïåðåìåùàòü ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó ïî
ëåíòå â îáå ñòîðîíû?

` x1 x2 x3 · · · · · · xN a
⇑
qi2

�



ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

À ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ðàçðåøèòü òàêîìó
àâòîìàòó ïåðåìåùàòü ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó ïî
ëåíòå â îáå ñòîðîíû?

` x1 x2 x3 · · · · · · xN a
⇑
qi3

�



ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

À ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ðàçðåøèòü òàêîìó
àâòîìàòó ïåðåìåùàòü ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó ïî
ëåíòå â îáå ñòîðîíû?

` x1 x2 x3 · · · · · · xN a
⇑
qi4

-



ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

À ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ðàçðåøèòü òàêîìó
àâòîìàòó ïåðåìåùàòü ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó ïî
ëåíòå â îáå ñòîðîíû?

` x1 x2 x3 · · · · · · xN a

Íàñêîëüêî ðàñøèðèòñÿ êëàññ ÿçûêîâ,
ðàñïîçíàâàåìûõ òàêèìè äâóñòîðîííèìè
àâòîìàòàìè?



ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Äâóñòîðîííèì êîíå÷íûì àâòîìàòîì íàçûâàåòñÿ
ñèñòåìà B = (Σ, S , I ,F ,T ) , â êîòîðîé

I Σ � ëåíòî÷íûé àëôàâèò, S � êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, I ,F � ïîäìíîæåñòâà
íà÷àëüíûõ è ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé;

I T ⊆ S × Σ ∪ {`,a} × S × {−,+} �
îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ.

×åòâåðêà (ïåðåõîä) (s ′, y , s ′′, δ) îçíà÷àåò, ÷òî
àâòîìàò, ïðåáûâàþùèé â ñîñòîÿíèè s ′ è
îáîçðåâàþùèé áóêâó èëè ãðàíè÷íûé ìàðêåð y ,
ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå s ′′ è ïåðåìåùàåò
ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó ê ñîñåäíåìó ñèìâîëó ïî
íàïðàâëåíèþ δ .
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Áîëåå ôîðìàëüíî âû÷èñëåíèå äâóñòîðîííåãî
àâòîìàòà îïðåäåëÿåòñÿ òàê.

Êîíôèãóðàöèåé êîíå÷íîãî äâóñòîðîííåãî
àâòîìàòà B = (Σ, S , I ,F ,T ) íàçûâàåòñÿ âñÿêîå
ñëîâî îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ: s ` w a ,
` usv a , ãäå w , u, v � ñëîâà, è s � ñîñòîÿíèå.

Êîíôèãóðàöèÿ ` sw a íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíîé ,
åñëè s ∈ I .

Êîíôèãóðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ôèíàëüíîé , åñëè s ∈ F
.
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Îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ α −→ β íà ìíîæåñòâå
êîíôèãóðàöèé àâòîìàòà B âûïîëíÿåòñÿ â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
1. α = s ` w a , β =` s ′w a , è (s,`, s ′,+1)∈T ;
2. α=`usav a , β=`uas ′v a , è (s, a, s ′,+1)∈T ;
3. α=`ubsav a , β=`us ′bav a , è

(s, a, s ′,−1)∈T

4. α =` wbs a , β =` ws ′b a , è (s,a, s ′,−1)∈T .
Âû÷èñëåíèå äâóñòîðîííåãî àâòîìàòà B � ýòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ

α0 −→ α1 −→ α2 −→ · · · −→ αn.
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Äâóñòîðîííèé êîíå÷íûé àâòîìàò B äîïóñêàåò
ñëîâî w , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âû÷èñëåíèå ýòîãî
àâòîìàòà

α0 −→ α1 −→ α2 −→ · · · −→ αn,

â êîòîðîì α0 =` q0w a � íà÷àëüíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ, à αn� ôèíàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ.

ßçûê L(B) äâóñòðîíííåãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà B
� ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, êîòîðûå äîïóñêàåò
ýòîò àâòîìàò.
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ÇÀÄÀ×À 10 [Òðóäíàÿ]

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî äâóñòîðîííåãî
êîíå÷íîãî àâòîìàòà B ÿçûê L(B) � ýòî
ðåãóëÿðíûé (àâòîìàòíûé) ÿçûê.

Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå ¾ïîäâèæíîñòè¿
êîíå÷íîãî àâòîìàòà íå ïðèâîäèò ê ðàñøèðåíèþ
åãî âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé.

À óïðîùàåòñÿ ëè ïðè ýòîì ðàñïîçíàâàíèå ÿçûêîâ?
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Ðàññìîòðèì íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò

An, n ≥ 1 ,

������
��
s0

�
�
��

?

0, 1

-0 ����s2 -0, 1 r r r -0, 1������
��
��
��
sn

êîòîðûé ðàñïîçíàåò ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âñåõ äâîè÷íûõ ñëîâ,

ñîäåðæàùèõ 0 íà n -îé ïîçèöèè ñïðàâà.

Òîãäà ìèíèìàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé îäíîñòîðîííèé

êîíå÷íûé àâòîìàò, ýêâèâàëåíòíûé àâòîìàòó An , èìååò 2n

ñîñòîÿíèé, à ìèíèìàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé äâóñòîðîííèé

êîíå÷íûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé òîò æå ÿçûê, èìååò n + 2
ñîñòîÿíèå.

Òàêèì îáðàçîì, äâóñòîðîííèå êîíå÷íûå àâòîìàòû ìîãóò áûòü

ãîðàçäî êîìïàêòíåå îäíîñòîðîííèõ. Îäíàêî äî êîíöà ýòîò

âîïðîñ âñå åùå íå ðåøåí.
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ÎÒÊÐÛÒÀß ÏÐÎÁËÅÌÀ

Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ðåãóëÿðíûé ÿçûê, äëÿ
ðàñïîçíàâàíèÿ êîòîðîãî ìîæíî ïîñòðîèòü
íåäåòåðìèíèðîâàííûé äâóñòîðîííèé àâòîìàò,
èìåþùèé ñóùåñòâåííî ìåíüøèé ðàçìåð, íåæåëè
ìèíèìàëüíûé íåäåòåðìèíèðîâàííûé îäíîñòî-
ðîííèé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé òîò æå ÿçûê?
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