
Ñåìèíèðñêîå çàíÿòèå 3. Ôîðìàëüíûå ãðàììàòèêè. ×àñòü 1.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ÊÑ-ãðàììàòèêà ñ ìíîæåñòâîì ïðàâèë

1. S → aSb|bSa|SS|ε,

2. S → aB|bA A→ aS|bAA|a B → bS|aBB|b,

ïîðîæäàåò ÿçûê âñåõ ñëîâ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì âõîæäåíèé áóêâ a è b.

Çàäà÷à 2. Ïîñòðîéòå ÊÑ-ãðàììàòèêó áåç ε-ïðàâèë è ïðàâèë�ïåðåèìåíîâàíèé, ýêâèâà-

ëåíòíóþ ãðàììàòèêå ñ ìíîæåñòâîì ïðàâèë

S → aSbb|T T → bTaa|S|ε .

Çàäà÷à 3. Ïîñòðîéòå ÊÑ-ãðàììàòèêó äëÿ ÿçûêà ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ âûðàæåíèé ñ

äâóìÿ òèïàìè ñêîáîê (, ) è [, ]. Ïðèâåäèòå ïîñòðîåííóþ ãðàììàòèêó ê íîðìàëüíîé ôîðìå

Õîìñêîãî.

Çàäà÷à 4. Ïîñòðîéòå ÊÑ-ãðàììàòèêè â íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî äëÿ ñëåäóþùèõ ÿçû-

êîâ

1. {anb2nck : k, n ≥ 1};

2. {anbkcn : k, n ≥ 1};

3. {akbmcn : k,m, n ≥ 1, 2k ≥ n};

4. âñå ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïàëèíäðîìàìè;

5. âñå ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, â êîòîðûõ áóêâà a âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà

÷àùå, ÷åì áóêâà b;

6. L(a∗b∗c∗) \ {anbncn : n ≥ 0}.
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Ðåøåíèå çàäà÷è 1.1. (⇒) Èíäóêöèåé ïî äëèíå n ëåâîñòîðîííåãî ãðàììàòè÷åñêîãî âû-

âîäà ïîêàæåì, ÷òî â ëþáîì òåðìèíàëüíîì ñëîâå w, âûâîäèìîì èç ñòàðòîâîãî íåòåðìèíàëà

S, ÷èñëî âõîæäåíèé áóêâû a ðàâíî ÷èñëó âõîæäåíèé áóêâû b.

Áàçèñ. n = 1. Åäèíñòâåííûé óñïåøíûé ãðàììàòè÷åñêèé âûâîä äëèíû 1: S
G−→ ε. Äëÿ

ïóñòîãî ñëîâà âñå î÷åâèäíî.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. n→ n+ 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé óñïåøíûé ëåâîñòîðîííèé

âûâîä äëèíû n+ 1. Âîçìîæíû 3 âàðèàíòà âûâîäà.

1. S
G−→ aSb

G−→ · · · G−→ awb.
Òîãäà âûâîä ñëîâà w èç ñòàðòîâîãî íåòåðìèíàëà S ïðîâîäèòñÿ çà n øàãîâ, è ïî èí-

äóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ â íåì ðàâíîå ÷èñëî âõîæäåíèé áóêâ a è b.

2. S
G−→ bSa

G−→ · · · G−→ bwa.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

3. S
G−→ SS

G−→ · · · G−→ uS
G−→ · · · G−→ uv.

Òîãäà âûâîä ñëîâ u è v èç ñòàðòîâîãî íåòåðìèíàëà S ïðîâîäèòñÿ ìåíåå, ÷åì çà n øàãîâ,
è ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ â íèõ ðàâíîå ÷èñëî âõîæäåíèé áóêâ a è b.

(⇐) Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî ëþáîå ñëîâî äëèíû 2n ñ ðàâíûì ÷èñëîì âõîæäåíèé

áóêâ a è b ïîðîæäàåòñÿ ãðàììàòèêîé G. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî w óêàçàííîãî âèäà.

Áàçèñ. Åñëè |w| = 0, òî î÷åâèäíî, ÷òî w = ε ∈ L(G).

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ðàññìîòðèì ñëîâî w äëèíû 2n + 2 è äîïóñòèì, ÷òî w = aw′

(åñëè w = bw′, òî ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû). Åñëè w′ = ub, òî ñëîâî u äëèíû 2n èìååò

ðàâíîå ÷èñëî âõîæäåíèé áóêâ a è b. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ S
G−→∗ u. Ïîýòîìó

S
G−→ aSb

G−→∗ aub = w.

Åñëè w = aua, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå ñëîâà u = u′u′′, ÷òî â ïîäñëîâàõ u′ è u′′

÷èñëî âõîæäåíèé b íà 1 áîëüøå ÷èñëà âõîæäåíèé a. Òîãäà ñëîâà au′ è u′′a èìåþò äëèíó íå
áîëüøóþ 2n è ðàâíîå ÷èñëî âõîæäåíèé â íèõ áóêâ a è b. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

S
G−→∗ a′u è S

G−→∗ u′′au. Ïîýòîìó S
G−→ SS

G−→∗ au′S
G−→∗ au′u′′a = w. �

2



Ðåøåíèå çàäà÷è 2. 1) Èçáàâèìñÿ îò ïðàâèë�ïåðåèìåíîâàíèé. Áóäåì äîáàâëÿòü â ãðàì-

ìàòèêó äëÿ êàæäîé ïàðû ïðàâèë � ïðàâèëà-ïåðåèìåíîâàíèÿ N → M è âñÿêîãî ïðàâèëà

âèäà M → α � íîâîå ïðàâèëî N → α. Ïðîäîëæàåì äåëàòü ýòî, äî òåõ ïîð ïîêà íîâûå

ïðàâèëà íå ïåðåñòàíóò ïîÿâëÿòüñÿ. Ïîñëå ýòîãî óñòðàíèì âñå ïðàâèëà�ïåðåèìåíîâàíèÿ.

Íîâûå ïðàâèëà: S → bTaa, S → S, S → ε, T → aSbb, T → T .

Íîâàÿ ãðàììàòèêà: S → aSbb|bTaa|ε, T → bTaa|aSbb|ε.

2) Èçáàâèìñÿ îò ε-ïðàâèë. Áóäåì äîáàâëÿòü â ãðàììàòèêó äëÿ êàæäîé ïàðû ïðàâèë � ε-
ïðàâèëà N → ε è âñÿêîãî ïðàâèëà âèäà M → αNβ � íîâîå ïðàâèëî M → αβ. Ïðîäîëæàåì
äåëàòü ýòî, äî òåõ ïîð ïîêà íîâûå ïðàâèëà íå ïåðåñòàíóò ïîÿâëÿòüñÿ. Ïîñëå ýòîãî óñòðàíèì

âñå ε-ïðàâèëà N → ε, ãäå N 6= S.

Íîâûå ïðàâèëà: S → abb, S → baa, T → baa, T → abb.

Íîâàÿ ãðàììàòèêà: S → aSbb|bTaa|abb|baa|ε, T → bTaa|aSbb|baa|abb.
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Ðåøåíèå çàäà÷è 4.1. Íåòðóäíî ïîêàçàòü (èñïîëüçóÿ òîò æå ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî

è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 1), ÷òî ÿçûê L = {anb2nck : k, n ≥ 1} ïîðîæäàåòñÿ ãðàììàòèêîé ñ

ìíîæåñòâîì ïðàâèë:

S → DC, D → aDbb|abb, C → cC|c.

Èçáàâèìñÿ îò âñåõ íåñóùåñòâåííûõ ïðàâèë (èõ íåò).

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå íåòåðìèíàëû 1-ãî âèäà è ïðàâèëà äëÿ íèõ:

Ta → a, Tb → b, Tc → c,

è çàìåíèì âî âñåõ îñòàëüíûõ ïðàâèëà òåðìèíàëüíûå áóêâû ñîîòâåòñòâóþùèìè íåòåðìèíà-

ëàìè:

D → TaDTbTb|TaTbTb, C → TcC|Tc.

Ââîäÿ âñïîìîãàòåëüíûå íåòåðìèíàëû ñîêðàòèì äëèíó ïðàâûõ ÷àñòåé ïðàâèë:

D → TaDTbTb ⇒ D → TaD
′
1, D

′
1 → DD′′1 , D

′′
1 → TbTb,

D → TaTbTb ⇒ D → TaD
′
2, D

′
2 → TbTb.

Èçáàâèìñÿ ïðàâèë ïåðåèìåíîâàíèé (èõ íåò), ε-ïðàâèë (èõ íåò).

Ïîëó÷èì ãðàììàòèêó â íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî:

S → DC,
D → TaD

′
1, D′1 → DD′′1 , D′′1 → TbTb,

D → TaD
′
2, D′2 → TbTb,

C → TcC, C → c,
Ta → a, Tb → b, Tc → c.
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