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Ëåêöèÿ 4.

Ïîäñòàíîâêè.

Òàáëè÷íûé âûâîä.

Êîððåêòíîñòü òàáëè÷íîãî âûâîäà.



ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ

Ïîäñòàíîâêà � ýòî âñÿêîå îòîáðàæåíèå θ : Var → Term,

ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ïåðåìåííîé íåêîòîðûé òåðì.

Ïîäñòàíîâêè íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü

ïåðåõîäèòü îò îáùèõ óòâåðæäåíèé ∀x∀yP(x , y) ê èõ ÷àñòíûì
âàðèàíòàì P(f (z), c).

Ìíîæåñòâî Domθ = {x : θ(x) 6= x} íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ

ïîäñòàíîâêè . Åñëè îáëàñòü ïîäñòàíîâêè � ýòî êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, òî òàêàÿ ïîäñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ

êîíå÷íîé. Ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäñòàíîâîê îáîçíà÷èì Subst .

Åñëè θ ∈ Subst è Domθ = {x1, x2, . . . , xn}, òî ïîäñòàíîâêà θ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïàð

{x1/θ(x1), x2/θ(x2), . . . , xn/θ(xn)}.
Êàæäàÿ ïàðà xi/θ(xi ) íàçûâàåòñÿ ñâÿçêîé .



ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ

Äëÿ çàäàííîãî ëîãè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ E è ïîäñòàíîâêè θ
çàïèñü Eθ îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè θ ê E ,
êîòîðûé îïðåäåëåòñÿ òàê:

Åñëè E = x , x ∈ Var , òî Eθ = θ(x);

Åñëè E = c , c ∈ Const, òî Eθ = c ;

Åñëè E = f (t1, t2, . . . , tk), òî Eθ = f (t1θ, t2θ, . . . , tnθ);

Åñëè E = P(t1, t2, . . . , tk), òî Eθ = P(t1θ, t2θ, . . . , tnθ);

Åñëè E = ϕ&ψ, òî Eθ = ϕθ & ψθ
(àíàëîãè÷íî äëÿ ôîðìóë ϕ ∨ ψ, ϕ→ ψ, ¬ϕ);
Åñëè E = ∀x0 ϕ, òî Eθ = ∀x0 (ϕθ′), ãäå η � íîâàÿ

ïîäñòàíîâêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

θ′(x) =

{
x0, åñëè x = x0,
θ(x), åñëè x 6= x0,

(àíàëîãè÷íî äëÿ ôîðìóë ∃x0 ϕ).



ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ

Ïðèìåð

ϕ : ∀x(P(x) → ¬R(y)) → R(f (x)) ∨ ∃yP(y)

θ = { x/g(x , c), y/x , z/f (z) }

Âûäåëÿþòñÿ âñå ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ â ϕ

ϕ : ∀x(P(x) → ¬R(y)) → R(f (x)) ∨ ∃yP(y)

Ê ñâîáîäíûì âõîæäåíèÿì ïåðåìåííûõ ïðèìåíÿåòñÿ θ

ϕθ : ∀x(P(x) → ¬R(x)) → R(f (g(x , c))) ∨ ∃yP(y)



ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðûõ ïîäñòàíîâîê ñìûñë

óòâåðæäåíèé (ôîðìóë) ìîæåò çíà÷èòåëüíî èñêàçèòüñÿ.

¾Åñëè ó êàæäîãî åñòü äåä, òî ó ñóáúåêòà x òîæå åñòü äåä¿

ϕ(x) : ∀x∃yP(x , y) → ∃yP(x , y)

Î÷åâèäíî, |= ϕ(x)

Ïðèìåíèì ê ϕ(x) ïîäñòàíîâêó θ = { x/y }
ϕ(x)θ : ∀x∃yP(x , y) → ∃yP(y , y)

¾Åñëè ó êàæäîãî åñòü äåä, òî åñòü è òàêèå, êîòîðûå ïðèõîäÿòñÿ

äåäîì ñàìèì ñåáå¿

Î÷åâèäíî, 6|= ϕ(x)θ

Êàê ñòðàííî: îáùåå óòâåðæäåíèå ϕ(x) âåðíî, à åãî ÷àñòíûé

ñëó÷àé ϕ(x)θ � íåò.



ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ

Ïåðåìåííàÿ x íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé äëÿ òåðìà t â ôîðìóëå
ϕ(x), åñëè ëþáîå ñâîáîäíîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â

ôîðìóëå ϕ(x) íå ëåæèò â îáëàñòè äåéñòâèÿ íè îäíîãî

êâàíòîðà, ñâÿçûâàþùåãî ïåðåìåííóþ èç ìíîæåñòâà Vart .

Ïîäñòàíîâêà θ = { x1/t1, . . . , xn/tn} íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé äëÿ

ôîðìóëû ϕ, åñëè äëÿ ëþáîé ñâÿçêè xi/ti ïåðåìåííàÿ xi
ñâîáîäíà äëÿ òåðìà ti â ôîðìóëå ϕ.

Ïðèìåð

Ïåðåìåííàÿ y íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé äëÿ òåðìà f (x , z) â
ôîðìóëå ϕ
ϕ : ∀x(P(x) → ¬R(y)) → R(f (x)) ∨ ∃yP(y)

À âîò äëÿ òåðìà f (y , z) ïåðåìåííàÿ y â ôîðìóëå ϕ ñâîáîäíà.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Ïðàâèëà òàáëè÷íîãî âûâîäà èìåþò âèä

T0
T1

èëè
T0

T1, T2
,

ãäå T0,T1,T2 � ñåìàíòè÷åñêèå òàáëèöû. Ïðî÷òåíèå ïðàâèëà

òàêîâî:

Òàáëèöà T0 âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíèìà òàáëèöà T1 (èëè T2).

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òàáëèöà T0 ðåäóöèðóåòñÿ â ïàðó òàáëèö

T1,T2, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðàâèëî èìååò àëüòåðíàòèâû.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Ïðàâèëà òàáëè÷íîãî âûâîäà

L&
〈Γ, ϕ&ψ|∆〉
〈Γ, ϕ, ψ|∆〉 R&

〈Γ|∆, ϕ&ψ〉
〈Γ|∆, ϕ〉, 〈Γ | ∆, ψ〉

L∨ 〈Γ, ϕ ∨ ψ|∆〉
〈Γ, ϕ|∆〉, 〈Γ, ψ|∆〉 R∨ 〈Γ|∆, ϕ ∨ ψ〉

〈Γ|∆, ϕ, ψ〉

L→ 〈Γ, ϕ→ ψ|∆〉
〈Γ, ψ|∆〉, 〈Γ|ϕ,∆〉 R → 〈Γ|∆, ϕ→ ψ〉

〈Γ, ϕ|∆, ψ〉

L¬ 〈Γ,¬ϕ|∆〉
〈Γ|∆, ϕ〉 R¬ 〈Γ|∆,¬ϕ〉

〈Γ, ϕ|∆〉



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Ïðàâèëà òàáëè÷íîãî âûâîäà

L∀ 〈Γ,∀xϕ(x)|∆〉
〈Γ,∀xϕ(x), ϕ(x){x/t}|∆〉

ïåðåìåííàÿ x ñâîáîäíà äëÿ òåðìà t
â ôîðìóëå ϕ(x)

R∀ 〈Γ|∆,∀xϕ(x)〉
〈Γ|∆, ϕ(x){x/c}〉

êîíñòàíòà c íå ñîäåðæèòñÿ â ôîðìóëàõ

èç Γ, ∆ è â ôîðìóëå ϕ(x)



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Ïðàâèëà òàáëè÷íîãî âûâîäà

L∃ 〈Γ,∃xϕ(x)|∆〉
〈Γ, ϕ(x){x/c}|∆〉

êîíñòàíòà c íå ñîäåðæèòñÿ â ôîðìóëàõ

èç Γ, ∆ è â ôîðìóëå ϕ(x)

R∃ 〈Γ|∆,∃xϕ(x)〉
〈Γ|∆,∃xϕ(x), ϕ(x){x/t}〉

ïåðåìåííàÿ x ñâîáîäíà äëÿ òåðìà t
â ôîðìóëå ϕ(x)



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Çà÷åì íóæíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïîäñòàâëÿåìûå òåðìû
â ïðàâèëàõ L∀, R∀, L∃, R∃?

Åñëè â ïðàâèëå òàáëè÷íîãî âûâîäà L∀ íå ïðèäåðæèâàòüñÿ
ïðàâèëüíûõ ïîäñòàíîâîê, òî âûïîëíèìàÿ òàáëèöà

− L∀ :
〈 ∀x∃yR(x , y) | ∃yR(y , y) 〉

〈 ∀x∃yR(x , y), ∃yR(y , y) | ∃yR(y , y) 〉

ïðåîáðàçóåòñÿ â çàêðûòóþ, ò.å. íåâûïîëíèìóþ òàáëèöó .

Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ïåðåìåííàÿ x íåñâîáîäíà äëÿ òåðìà y â

ôîðìóëå ∃yR(x , y).



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Çà÷åì íóæíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïîäñòàâëÿåìûå òåðìû
â ïðàâèëàõ L∀, R∀, L∃, R∃?

Åñëè â ïðàâèëå òàáëè÷íîãî âûâîäà L∃ ïîäñòàâèòü ¾íåñâåæóþ¿
êîíñòàíòó, òî âûïîëíèìàÿ òàáëèöà

− L∃ :
〈 ∃x P(x) | P(c) 〉
〈 P(c) | P(c) 〉

ïðåîáðàçóåòñÿ â çàêðûòóþ, ò.å. íåâûïîëíèìóþ òàáëèöó .

Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî êîíñòàíòà, ïîäñòàâëÿåìàÿ âìåñòî

ïåðåìåííîé x, äîëæíà áûòü îòëè÷íà îò âñåõ ðàíåå
èñïîëüçîâàííûõ êîíñòàíò.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Îïðåäåëåíèå òàáëè÷íîãî âûâîäà

Òàáëè÷íûé âûâîä äëÿ òàáëèöû T0 � ýòî êîðíåâîå äåðåâî,

âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò ñåìàíòè÷åñêèå òàáëèöû è ïðè ýòîì

1) êîðíåì äåðåâà ÿâëÿåòñÿ òàáëèöà T0;y
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ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Îïðåäåëåíèå òàáëè÷íîãî âûâîäà

2) èç âåðøèíû Ti èñõîäÿò äóãè â âåðøèíû Tj (Tk)
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ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Îïðåäåëåíèå òàáëè÷íîãî âûâîäà

3) ëèñòüÿìè äåðåâà ìîãóò áûòü òîëüêî çàêðûòûå è

àòîìàðíûå òàáëèöû. y
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ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Îïðåäåëåíèå òàáëè÷íîãî âûâîäà

Òàáëè÷íûé âûâîä áóäåì íàçûâàòü óñïåøíûì (èëè òàáëè÷íûì

îïðîâåðæåíèåì ), åñëè äåðåâî âûâîäà � êîíå÷íîå, è âñå ëèñòüÿ

äåðåâà � çàêðûòûå òàáëèöû.

Ñóùåñòâîâàíèå óñïåøíîãî âûâîäà îçíà÷àåò, ÷òî êîðíåâàÿ

ñåìàíòè÷åñêàÿ òàáëèöà T0 íåâûïîëíèìà.

Åñëè T0 = 〈 ∅ | ϕ 〉, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |= ϕ.



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)∀xB(x) 〉

?
T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),∀xP(x) | B(x) 〉

?
T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(x) | B(c) 〉

?
T4 = 〈 (P(x)→ B(x)),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)B(c),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

�����)

PPPPPq

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |〉
∀xP(x), ,P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c), 〉
∀xP(x),

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),∀xP(x) | B(x) 〉

?
T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(x) | B(c) 〉

?
T4 = 〈 (P(x)→ B(x)),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)B(c),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

�����)

PPPPPq

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |〉
∀xP(x), ,P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c), 〉
∀xP(x),

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(x) | B(c) 〉

?
T4 = 〈 (P(x)→ B(x)),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)B(c),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

�����)

PPPPPq

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |〉
∀xP(x), ,P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c), 〉
∀xP(x),

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | B(c) 〉

?
T4 = 〈 (P(x)→ B(x)),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)B(c),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

�����)

PPPPPq

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |〉
∀xP(x), ,P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c), 〉
∀xP(x),

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | B(c) 〉

?
(L∀)

T4 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)B(c),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

�����)

PPPPPq

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |〉
∀xP(x), ,P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c), 〉
∀xP(x),

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | B(c) 〉

?
(L∀)

T4 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
(L∀)

T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)→ B(c), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉
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PPPPPq

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |〉
∀xP(x), ,P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c), 〉
∀xP(x),

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | B(c) 〉

?
(L∀)

T4 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
(L∀)

T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)→ B(c), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉
�����)

PPPPPq
(L→)

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c)〉
∀xP(x),B(c),P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c),P(c)〉
∀xP(x),P(c)

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | B(c) 〉

?
(L∀)

T4 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
(L∀)

T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)→ B(c), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉
�����)

PPPPPq
(L→)

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c)〉
∀xP(x),B(c),P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c),P(c)〉
∀xP(x),P(c)

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | B(c) 〉

?
(L∀)

T4 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
(L∀)

T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)→ B(c), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉
�����)

PPPPPq
(L→)

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c)〉
∀xP(x),B(c),P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c),P(c)〉
∀xP(x),P(c)

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∃x(P(x)→ ∀xP(x) 〉

?
T1 = 〈 P(x) | ∀xP(x) 〉

?
T2 = 〈 P(c1) | P(x) 〉

?
T3 = 〈 P(c1) | P(c2) 〉
àòîìàðíàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∃x(P(x)→ ∀xP(x) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∃xP(x) | ∀xP(x) 〉

?
T2 = 〈 P(c1) | P(x) 〉

?
T3 = 〈 P(c1) | P(c2) 〉
àòîìàðíàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∃x(P(x)→ ∀xP(x) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∃xP(x) | ∀xP(x) 〉

?
(L∃)

T2 = 〈 P(c1) | ∀xP(x) 〉

?
T3 = 〈 P(c1) | P(c2) 〉
àòîìàðíàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∃x(P(x)→ ∀xP(x) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∃xP(x) | ∀xP(x) 〉

?
(L∃)

T2 = 〈 P(c1) | ∀xP(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 P(c1) | P(c2) 〉

àòîìàðíàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∃x(P(x)→ ∀xP(x) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∃xP(x) | ∀xP(x) 〉

?
(L∃)

T2 = 〈 P(c1) | ∀xP(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 P(c1) | P(c2) 〉
àòîìàðíàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T1 = 〈 ∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∀yP(x , y) 〉

?
T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(x , c1) | ∀yP(c2, y),∃x∀yP(x , y) 〉

?
T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T5 = 〈 ∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀y∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∀yP(x , y) 〉

?
T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(x , c1) | ∀yP(c2, y),∃x∀yP(x , y) 〉

?
T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T5 = 〈 ∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀y∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∀)

T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(x , c1) | ∀yP(c2, y),∃x∀yP(x , y) 〉

?
T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T5 = 〈 ∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀y∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∀)

T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R∃)

T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y), ∃xP(x , c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T5 = 〈 ∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀y∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∀)

T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R∃)

T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y), ∃xP(x , c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∃)

T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T5 = 〈 ∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀y∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∀)

T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R∃)

T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y), ∃xP(x , c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∃)

T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R∀)

T5 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀y∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∀)

T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R∃)

T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y), ∃xP(x , c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∃)

T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R∀)

T5 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Ëåììà î êîððåêòíîñòè ïðàâèë âûâîäà

Êàêîâî áû íè áûëî ïðàâèëî òàáëè÷íîãî âûâîäà
L&,R&, L∨,R∨, L→,R →, L¬,R¬, L∀,R∀, L∃,R∃

T0
T1, (T2)

,

òàáëèöà T0 âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíèìà òàáëèöà T1 (èëè âûïîëíèìà òàáëèöà T2).



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Ðàññìîòðèì ïðàâèëî L→:
〈Γ, ϕ→ ψ|∆〉
〈Γ, ψ|∆〉, 〈Γ|ϕ,∆〉 .

Òàáëèöà 〈Γ, ϕ→ ψ|∆〉 âûïîëíèìà ⇐⇒
ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ I è íàáîð d̄ = 〈d1, . . . , dn〉 çíà÷åíèé
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ

I |= Γ[d̄],
I 6|= ∆[d̄],
I |= (ϕ→ ψ)[d̄]

⇐⇒


I |= Γ[d̄],
I 6|= ∆[d̄],
I |= ψ[d̄] èëè I 6|= ϕ[d̄]

⇐⇒

⇐⇒


I |= Γ[d̄],
I 6|= ∆[d̄],
I |= ψ[d̄]

èëè


I |= Γ[d̄],
I 6|= ∆[d̄],
I 6|= ϕ[d̄]

⇐⇒

îäíà èç òàáëèö T1 = 〈Γ, ψ|∆〉 èëè T2 = 〈Γ|ϕ,∆〉 âûïîëíèìà.



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü îñòàëüíûõ 7 ïðàâèë

äëÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Ðàññìîòðèì ïðàâèëî L∀: 〈Γ,∀x0ϕ(x0)|∆〉
〈Γ,∀x0ϕ(x0), ϕ(x0){x0/t}|∆〉

.

Òàáëèöà 〈Γ, ∀x0ϕ(x0)|∆〉 âûïîëíèìà ⇐⇒ ñóùåñòâóåò

èíòåðïðåòàöèÿ I è íàáîð d1, . . . , dn çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ

ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ
I |= Γ[d1, . . . , dn],
I 6|= ∆[d1, . . . , dn],
I |= (∀x0ϕ)[d1, . . . , dn]

Ïóñòü d0 = t[d1, . . . , dn]. Òîãäà

I |= (∀x0ϕ)[d1, . . . , dn] ⇒ I |= ϕ[d0, d1, . . . , dn] ⇒
⇒ I |= ϕ[t[d1, . . . , dn], d1, . . . , dn] ⇒ I |= ϕ{x0/t}[d1, . . . , dn].
Ñëåäîâàòåëüíî, òàáëèöà 〈Γ,∀x0ϕ(x0), ϕ(x0){x0/t}|∆〉
âûïîëíèìà â èíòåðïðåòàöèè I .

Íà êàêîì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òîò

ôàêò, ÷òî ïåðåìåííàÿ x0 ñâîáîäíà äëÿ òåðìà t â ôîðìóëå ϕ ?



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Ðàññìîòðèì ïðàâèëî L∃: 〈Γ, ∃xϕ(x)|∆〉
〈Γ, ϕ(x){x/c}|∆〉 .

Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíèìîñòü òàáëèöû 〈Γ, ϕ(x){x/c}|∆〉 âëå÷åò
âûïîëíèìîñòü òàáëèöû 〈Γ, ∃xϕ(x)|∆〉

Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíèìà òàáëèöà 〈Γ,∃xϕ(x)|∆〉. Òîãäà
ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ I è íàáîð d1, . . . , dn çíà÷åíèé

ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ
I |= Γ[d1, . . . , dn],
I 6|= ∆[d1, . . . , dn],
I |= (∃xϕ)[d1, . . . , dn]

Âûïîëíèìîñòü ∃xϕ[d1, . . . , dn] îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé

ýëåìåíò d0 ∈ DI , ÷òî I |= ϕ[d0, d1, . . . , dn].



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ J, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò I , òîëüêî
òåì, ÷òî â J êîíñòàíòà c èìååò äðóãîå çíà÷åíèå, à èìåííî

c̄ = d0.

Òîãäà J |= (ϕ{x/c})[d1, . . . , dn].

Êðîìå òîãî, J |= Γ[d1, . . . , dn] è J 6|= ∆[d1, . . . , dn].

Ñëåäîâàòåëüíî, òàáëèöà 〈Γ, ϕ(x){x/c}|∆〉 âûïîëíèìà â
èíòåðïðåòàöèè J.

Íà êàêîì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òîò

ôàêò, ÷òî êîíñòàíòà c íå âõîäèò â ñîñòàâ ôîðìóë èç Γ, ∆ è

ôîðìóëû ϕ ?



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Òåîðåìà êîððåêòíîñòè òàáëè÷íîãî âûâîäà

Åñëè äëÿ ñåìàíòè÷åñêîé òàáëèöû T0 ñóùåñòâóåò
óñïåøíûé òàáëè÷íûé âûâîä, òî òàáëèöà T0

íåâûïîëíèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ñëåäóåò èç

I îïðåäåëåíèÿ òàáëè÷íîãî âûâîäà,

I ëåììû î êîððåêòíîñòè ïðàâèë òàáëè÷íîãî âûâîäà,

I è óòâåðæäåíèÿ î íåâûïîëíèìîñòè çàêðûòûõ òàáëèö.

Ñëåäñòâèå

Åñëè äëÿ òàáëèöû Tϕ = 〈 ∅ |ϕ 〉 ìîæíî ïîñòðîèòü óñïåøíûé

òàáëè÷íûé âûâîä, òî |= ϕ.



ÊÎÍÅÖ ËÅÊÖÈÈ 4.


