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§ 1. Ñàìîêîððåêòèðóþùèåñÿ êîíòàêòíûå ñõåìû è
ìåòîäû èõ ïîñòîðîåíèÿ. Àñèìïòîòè÷åñêè

íàèëó÷øèé ìåòîä ñèíòåçà êîíòàêòíûõ ñõåì,
êîððåêòèðóþùèõ îäèí îáðûâ (îäíî çàìûêàíèå)
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Ðàññìîòðèì âîïðîñ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ñõåì íà ïðèìåðå
ò. í. ñàìîêîððåêòèðóþùèõñÿ ÊÑ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
êîíòàêòû ðàññìàòðèâàåìûõ ÊÑ ìîãóò âûõîäèòü èç ñòðîÿ,
ïåðåõîäÿ â îäíî èç äâóõ âîçìîæíûõ íåèñïðàâíûõ ñîñòîÿíèé:
ñîñòîÿíèå îáðûâà, êîãäà êîíòàêò íå ïðîâîäèò, è ñîñòîÿíèå
çàìûêàíèÿ, êîãäà êîíòàêò ïðîâîäèò ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
óïðàâëÿþùåé èì ÁÏ.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÊÑ Σ ÿâëÿåòñÿ
(p, q)-ñàìîêîððåêòèðóþùåéñÿ ÊÑ èëè, èíà÷å, êîððåêòèðóåò
p îáðûâîâ è q çàìûêàíèé, ãäå p ⩾ 0 è q ⩾ 0 , åñëè ëþáàÿ ÊÑ
Σ′ , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ÊÑ Σ â ðåçóëüòàòå
îáðûâà íå áîëåå ÷åì p êîíòàêòîâ è çàìûêàíèÿ íå áîëåå ÷åì
q êîíòàêòîâ, ýêâèâàëåíòíà Σ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç UK

(p,q)

ìíîæåñòâî âñåõ (p, q)-ñàìîêîððåêòèðóþùõñÿ ÊÑ è çàìåòèì,
÷òî UK

(0,0) = UK . Çàìåòèì, òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîé ÊÑ Σ ÊÑ

Σ(p,q) , ïîëó÷àþùàÿñÿ èç Σ â ðåçóëüòàòå çàìåíû ëþáîãî åå
êîíòàêòà âèäà xσi π -ñõåìîé, ñîñòîÿùåé èç (q + 1)
ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííîãî ïó÷êà, êàæäûé èç êîòîðûõ,
âêëþ÷àåò â ñåáÿ (p+ 1) ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûé êîíòàêò
âèäà xσi , ïðèíàäëåæèò UK

(p,q) .
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Ïîñòðîåíèå ÊÑ Σ(p,q) , îñíîâàííîå íà ïîñëåäîâàòåëüíîì
è/èëè ïàðàëëåëüíîì äóáëèðîâàíèè êîíòàêòîâ ÊÑ Σ ,
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ
ñàìîêîððåêòèðóþùèõñÿ ÊÑ, ýêâèâàëåíòíûõ çàäàííîé ÊÑ.
Îí äàåò ñëåäóþùóþ òðèâèàëüíóþ âåðõíóþ îöåíêó
ñëîæíîñòè ñàìîêîððåêòèðóþùèõñÿ ÊÑ, ýêâèâàëåíòíûõ
äàííîé.

Ëåììà 1.1

Äëÿ ëþáûõ p ⩾ 0 , q ⩾ 0 è ëþáîé ÊÑ Σ ñóùåñòâóåò

ýêâèâàëåíòíàÿ åé ÊÑ Σ′ , Σ′ ∈ UK
(p,q) , äëÿ êîòîðîé

L(Σ′) ⩽ (p+ 1)(q + 1)L(Σ).
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Ðàññìîòðèì, äàëåå, íåòðèâèëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ (1, 0)-
èëè (0, 1)-ñàìîêîððåêòèðóþùèõñÿ ÊÑ, ñâÿçàííûé ñ
êîððåêöèåé îäíîãî îáðûâà èëè îäíîãî çàìûêàíèÿ â ò. í.
îäíîðîäíûõ ïîäñõåìàõ. Áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíîé ëþáóþ
ñâÿçíóþ ÊÑ ñ íåðàçäåëåííûìè ïîëþñàìè, ñîñòîÿùóþ èç
êîíòàêòîâ îäíîãî è òîãî æå òèïà. Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîé
òàêîé ÊÑ, ñîñòîÿùåé èç êîíòàêòîâ âèäà xσi , ÔÀË
ïðîâîäèìîñòè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïîëþñàìè ðàâíà xσi .
Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ëþáûå äâå îäíîðîäíûå ÊÑ,
ñîñòîÿùèå èç êîíòàêòîâ îäíîãî òèïà è èìåþùèå îäèí è òîò
æå íàáîð ïîëþñîâ, ýêâèâàëåíòíû.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cm(xσi ) (Zm(xσi )) m-ïîëþñíóþ
îäíîðîäíóþ ÊÑ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç m êîíòàêòîâ âèäà xσi è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå ïîëþñà
(ñîîòâåòñòâåííî çâåçäó èç êîíòàêòîâ, ñîåäèíÿþùèõ åå öåíòð
ñ ïîëþñàìè). Î÷åâèäíî, ÷òî Cm(xσi ) ∈ UK

(1,0) è

Zm(xσi ) ∈ UK
(0,1) .
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Ïðåäñòàâëåíèå ÊÑ Σ â âèäå îáúåäèíåíèÿ åå îäíîðîäíûõ
ïîäñõåì áåç îáùèõ êîíòàêòîâ áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíûì
ðàçáèåíèåì ÊÑ Σ , à ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïîäñõåì â òàêèõ
ðàçáèåíèÿõ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ζ(Σ) . Åñëè Σ1 ∪ · · · ∪ Σζ

� îäíîðîäíîå ðàçáèåíèå ÊÑ Σ , à ýêâèâàëåíòíàÿ åé ÊÑ Σ′

(ÊÑ Σ′′ ) ïîëó÷àåòñÿ èç ÊÑ Σ â ðåçóëüòàòå çàìåíû êàæäîé
ïîäñõåìû Σi ýêâèâàëåíòíîé åé ÊÑ Σ′

i âèäà Cm

(ñîîòâåòñòâåííî ÊÑ Σ′′
i âèäà Zm ), òî Σ′ ∈ UK

(1,0)

(ñîîòâåòñòâåííî Σ′′ ∈ UK
(0,1) ). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì

L(Σ′
i) ⩽ L(Σi) + 1, L(Σ′′

i ) ⩽ L(Σi) + 1

è, ñëåäîâàòåëüíî,

L(Σ′) ⩽ L(Σ) + ζ, L(Σ′′) ⩽ L(Σ) + ζ
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Óêàçàííûé íåòðèâèàëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ (0, 1)- èëè
(1, 0)-ñàìîêîððåêòèðóþùèõñÿ ÊÑ, ýêâèâàëåíòíûõ çàäàííîé,
äàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó èõ ñëîæíîñòè.

Ëåììà 1.2

Äëÿ ëþáîé ÊÑ Σ ñóùåñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå åé (1, 0)- è
(0, 1)-ñàìîêîððåêòèðóþùèåñÿ ÊÑ Σ′ è Σ′′ ñîîòâåòñòâåííî
òàêèå, ÷òî

L(Σ′) ⩽ L(Σ) + ζ(Σ), L(Σ′′) ⩽ L(Σ) + ζ(Σ). (1.1)
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Ýòîò ñïîñîá ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü àñèìïòîòèêó ôóíêöèè
Øåííîíà äëÿ ñëîæíîñòè ÊÑ èç UK

(0,1) è UK
(1,0) .

Äëÿ ÔÀË f è p ⩾ 0 , q ⩾ 0 îïðåäåëèì åå
(p, q)-ñàìîêîððåêòèðóþùóþñÿ êîíòàêòíóþ ñëîæíîñòü
LK
(p,q)(f) êàê ìèíèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ÊÑ Σ , Σ ∈ UK

(p,q) ,

ðåàëèçóþùåé f , à çàòåì ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ
Øåííîíà

LK
(p,q)(n) = max

f∈P2(n)
LK
(p,q)(f).

Î÷åâèäíî, ÷òî

LK(f) ⩽ LK
(p,q)(f) LK(n) ⩽ LK

(p,q)(n) (1.2)

òàê êàê UK
(p,q) ⊆ UK .
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Òåîðåìà 1.1

Äëÿ n = 1, 2, ... èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå

ðàâåíñòâà

LK
(1,0)(n) ∼ LK

(0,1)(n) ∼
2n

n
.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Òðåáóåìûå íèæíèå îöåíêè äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà LK
(1,0)(n)

è LK
(0,1)(n) âûòåêàþò èç (1.2) è ìîùíîñòíûõ íèæíèõ îöåíîê

ôóíêöèè Øåííîíà LK(n) èç òåîðåìû 4.1 ÷àñòè 3.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðõíèõ îöåíîê âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ ÔÀË f , f ∈ P2(n) , è ïîñòðîèì äëÿ íåå ÊÑ Σf

ïî òåîðåìå 6.1 ãëàâû 3. Èç çàìå÷àíèÿ ê ýòîé òåîðåìå
âûòåêàåò, ÷òî ïðè óêàçàííûõ òàì çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

ζ(Σf ) = o

(
2n

n
√
n

)
è ïîýòîìó, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.2 è (1.1), ñóùåñòâóþò
ÊÑ Σ′

f ∈ UK
(1,0) è ÊÑ Σ′′

f ∈ UK
(0,1) , êîòîðûå ðåàëèçóþò ÔÀË f

ñî ñëîæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè íå ïðåâîñõîäÿùåé 2n

n .
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ÊÑ, êîððåêòèðóþùèõ áîëåå
îäíîãî îáðûâà èëè çàìûêàíèÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Ïóñòü ÊÑ Σi, i = 1, . . . , r,
ðåàëèçóåò ÔÀË f è êîððåêòèðóåò ti îáðûâîâ (çàìûêàíèé),
òîãäà ÊÑ Σ , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïàðàëëåëüíîãî
(ïîñëåäîâàòåëüíîãî) ñîåäèíåíèÿ Σ1, . . . , Σr , ðåàëèçóåò ÔÀË
f ñ êîððåêöèåé t1 + . . .+ tr + r − 1 îáðûâîâ (çàìûêàíèé).
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Èíòåðåñíûé ïðèìåð íåòðèâèàëüíîé ñàìîêîððåêöèè ÊÑ äà¼ò
êîíòàêòíàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ÔÀË ℓn è êîððåêòèðóþùàÿ
îäèí îáðûâ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñõåìû Êàðäî
äîáàâëåíèåì 4 äîïîëíèòåëüíûõ êîíòàêòîâ, ïðîâåäåííûõ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî σ , σ ∈ B , èç âõîäà
(âûõîäà) ýòîé ñõåìû, ïðîâåäåì êîíòàêò âèäà xσn
(ñîîòâåòñòâåííî xσ1 ) â âåðøèíó, ñîåäèíåííóþ êîíòàêòîì
âèäà xσ̄n (ñîîòâåòñòâåííî xσ̄1 ) ñ åå âûõîäîì (ñîîòâåòñòâåííî
âõîäîì). Óêàçàííàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé â ñèëó
ëåììû 1.4 ãëàâû 3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.3

Äëÿ n = 2, 3, . . . èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

LK
(1,0) (ℓn) = LK

(1,0)

(
ℓn
)
= 4n.
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§ 2. Çàäà÷à êîíòðîëÿ ñõåì è òåñòû äëÿ òàáëèö.
Ïîñòðîåíèå âñåõ òóïèêîâûõ òåñòîâ, îöåíêè

äëèíû äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà
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Äëÿ óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû (ñõåìû) áåç ïàìÿòè,
ôóíêöèîíèðîâàíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ äèñêðåòíîé
ôóíêöèåé èëè, â îáùåì ñëó÷àå, âåêòîð-ôóíêöèåé, ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü, â ðàìêàõ êîòîðîé
îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû åå íàäåæíîñòè è êîíòðîëÿ.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðûé ¾âíåøíèé¿
èñòî÷íèê íåèñïðàâíîñòåé (èñòî÷íèê ïîìåõ) È, ïîä
äåéñòâèåì êîòîðîãî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñõåìà Σ ìîæåò
ïåðåõîäèòü â îäíî èç ñâîèõ ¾íåèñïðàâíûõ ñîñòîÿíèé¿ (ñõåì),
îïðåäåëÿåìûõ ýòèì èñòî÷íèêîì. Ïóñòü ñõåìå Σ = Σ1 ,
ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ f = f1 îò âõîäíûõ ïåðåìåííûõ
x = (x1, . . . , xn) , è èñòî÷íèêó íåèñïðàâíîñòåé È
ñîîòâåòñòâóþò ¾íåèñïðàâíûå¿ ñîñòîÿíèÿ (ñõåìû) Σ2, . . . ,Σs ,
ãäå ñõåìà Σi, i = 2, . . . , s , ðåàëèçóåò ôóíêöèþ fi îò
ïåðåìåííûõ x . Ïðè ýòîì âñå ñîñòîÿíèÿ (êàê èñïðàâíîå
Σ = Σ1 , òàê è íåèñïðàâíûå Σ2, . . . ,Σs ) ðàçáèâàþòñÿ íà
êëàññû (ôóíêöèîíàëüíî) íåîòëè÷èìûõ ñîñòîÿíèé, òî åñòü
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ðàâåíñòâà
ðåàëèçóåìûõ ôóíêöèé, è ðàññìàòðèâàþòñÿ äàëåå ñ
òî÷íîñòüþ äî íåîòëè÷èìîñòè.
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Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î íåíàäåæíîé ñõåìå Σ , áóäåì èìåòü â
âèäó ïàðó (Σ,È) è (èëè) ñîîòâåòñòâóþùåå åé ìíîæåñòâî
ñõåì âìåñòå ñ òåìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå îíè ðåàëèçóþò. Äëÿ
ïðîñòîòû ðàññìîòðåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïåðåìåííûå è
ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áóëåâñêèìè, õîòÿ ìíîãèå èçëàãàåìûå
äàëåå ðåçóëüòàòû áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ
íà ñëó÷àé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ñëó÷àé âåêòîð-ôóíêöèé è
äðóãèå áîëåå îáùèå ñëó÷àè.
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Ïóñòü (Σ,È) � óêàçàííàÿ âûøå ìîäåëü íåíàäåæíîé ñõåìû
Σ ñ âîçìîæíûìè ñîñòîÿíèÿìè Σ = Σ1,Σ2, . . . ,Σs , â êîòîðûõ
ðåàëèçóþòñÿ ÔÀË f = f1, f2, . . . , fs ñîîòâåòñòâåííî îò ÁÏ
X (n) , îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ
A = {α1, . . . , αp} ⊆ Bn . Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M, M ∈ Bp,s ,
ãäå

M ⟨i, j⟩ = fj (αi) ,

ñ÷èòàÿ, ÷òî i-é ñòðîêå (j -ìó ñòîëáöó) ýòîé òàáëèöû
ñîîòâåòñòâóåò íàáîð αi (ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿ fj è
ñîñòîÿíèå Σj ).
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Ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ (ñòðîê)
íàçûâàåòñÿ îòäåëèìîé ïî ñòîëáöàì (ñîîòâåòñòâåííî
ñòðîêàì) ìàòðèöåé. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó êëàññó
íåîòëè÷èìûõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè (Σ,È) ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïà
îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû M è ðàññìîòðèì îòäåëèìóþ

ïî ñòîëáöàì ìàòðèöó M̂ , ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ðàçëè÷íûõ
ñòîëáöîâ ìàòðèöû M . Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé

ñòîëáåö ìàòðèöû M̂ ñâÿçàí ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êëàññîì
íåîòëè÷èìîñòè ñîñòîÿíèé ìîäåëè (Σ,È) , è áóäåì íàçûâàòü

M̂ òàáëèöåé êîíòðîëÿ äàííîé ìîäåëè. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì,
êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè (Σ,È)

ïîïàðíî îòëè÷èìû, òî åñòü, M = M̂ . Ýòî ïðåäïîëîæåíèå,
î÷åâèäíî, íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé.
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Ïóñòü, äàëåå, ïîìèìî òàáëèöû êîíòðîëÿ M äëÿ ìîäåëè
(Σ,È) çàäàíà öåëü êîíòðîëÿ, òî åñòü óêàçàíî ìíîæåñòâî N ,
ñîñòîÿùåå èç òåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ÷èñåë
îòðåçêà [1, s] , äëÿ êîòîðûõ ïàðû ñîñòîÿíèé (ñòîëáöîâ
ìàòðèöû M ) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè íåîáõîäèìî
îòëè÷àòü äðóã îò äðóãà, ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûå
â òåõ èëè èíûõ ñòðîêàõ äàííîé ïàðû ñòîëáöîâ. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè N ñîñòîèò èç âñåõ ïàð óêàçàííîãî âèäà, òî öåëüþ
êîíòðîëÿ ÿâëÿåòñÿ äèàãíîñòèêà ñõåìû, à åñëè
N = {(1, 2) , . . . , (1, s)} , òî � ïðîâåðêà èñïðàâíîñòè ñõåìû.
Ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç T, T ⊆ [1, p] ,
íàçûâàåòñÿ òåñòîì äëÿ ìàòðèöû M îòíîñèòåëüíî

ìíîæåñòâà N , èëè, èíà÷å, òåñòîì äëÿ (M,N) , åñëè äëÿ
ëþáîé ïàðû (i, j) èç N ñóùåñòâóåò t, t ∈ T , òàêîå, ÷òî
M ⟨t, i⟩ ≠ M ⟨t, j⟩ . Ìîùíîñòü òåñòà íàçûâàåòñÿ òàêæå åãî
äëèíîé.
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Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñòðîê òàáëèöû
êîíòðîëÿ, âñåãäà îáðàçóåò òåñò. Òåñò, êîòîðûé ïåðåñòàåò
áûòü òåñòîì ïðè óäàëåíèè ëþáîé ñâîåé ñòðîêè, íàçûâàåòñÿ
òóïèêîâûì, à òåñò, êîòîðûé èìååò ìèíèìàëüíóþ ìîùíîñòü,
� ìèíèìàëüíûì. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà öåëüþ êîíòðîëÿ
ÿâëÿåòñÿ äèàãíîñòèêà ñõåìû (ïðîâåðêà èñïðàâíîñòè ñõåìû),
òåñò íàçûâàåòñÿ äèàãíîñòè÷åñêèì (ñîîòâåòñòâåííî
ïðîâåðÿþùèì).
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî íàáîðîâ τ, τ ⊆ A , îáðàçóåò
òåñò äëÿ ìîäåëè (Σ,È) îòíîñèòåëüíî öåëè êîíòðîëÿ N ,
èëè, èíà÷å, òåñò äëÿ (Σ,È,N) , åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
íàáîðàì èç τ ñòðîêè ìàòðèöû M îáðàçóþò òåñò äëÿ (M,N) .
Âñå ââåäåííûå âûøå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå êàñàþòñÿ òåñòîâ äëÿ
òàáëèö, áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé òåñòîâ äëÿ
íåíàäåæíûõ ñõåì.
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Äëÿ îïèñàíèÿ òåñòîâ ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ, àíàëîãè÷íóþ
ôóíêöèè ïîêðûòèÿ èç §6 ãëàâû 1. Ïóñòü M, M ∈ Bp,s , �
îòäåëèìàÿ ïî ñòîëáöàì ìàòðèöà, à N � ñâÿçàííàÿ ñ íåé
öåëü êîíòðîëÿ. Ñîïîñòàâèì i-é ñòðîêå, i ∈ [1, p] , ìàòðèöû M
ÁÏ yi , à êàæäîìó íàáîðó β, β ∈ Bp , çíà÷åíèé ýòèõ
ïåðåìåííûõ y = (y1, . . . , yp) � ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû M
ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà I = I (β) ⊆ [1, p] , ãäå i ∈ I (β)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β ⟨i⟩ = 1 . Ðàññìîòðèì ÔÀË
F (y) , äëÿ êîòîðîé F (β) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñèñòåìà ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç I (β) îáðàçóåò
òåñò äëÿ (M,N) , è áóäåì íàçûâàòü ýòó ÔÀË ôóíêöèåé

òåñòà äëÿ (M, N) . Ñîïîñòàâèì ïàðå (M,N) ìàòðèöó M èç
ìíîæåñòâà Bp,S , S = |N| , ñòîëáöû êîòîðîé ïðîíóìåðîâàíû
ïàðàìè èç N , à åå ñòîëáåö ñ íîìåðîì (i, j) ∈ N ïîëó÷àåòñÿ â
ðåçóëüòàòå ïîðàçðÿäíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ñòîëáöîâ ñ
íîìåðàìè i è j ìàòðèöû M .
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Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà
T, T ⊆ [1, p] , îáðàçóþò òåñò (òóïèêîâûé òåñò, ìèíèìàëüíûé
òåñò) äëÿ ïàðû (M,N) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòðîêè
ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç T îáðàçóþò ïîêðûòèå (òóïèêîâîå
ïîêðûòèå, ïîêðûòèå ìèíèìàëüíîé äëèíû) ìàòðèöû M .
Îòñþäà âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ÔÀË òåñòà F äëÿ ïàðû
(M,N) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ÔÀË ïîêðûòèÿ äëÿ ìàòðèöû
M è îáðàòíî, à çíà÷èò äëÿ íåå, â ñèëó ëåììû 6.1 ãëàâû 1,
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.1

Ôóíêöèÿ òåñòà F (y1, . . . , yp) äëÿ îòäåëèìîé ïî ñòîëáöàì

ìàòðèöû M, M ∈ Bp,s , è öåëè êîíòðîëÿ N ìîæåò áûòü

çàäàíà ñ ïîìîùüþ ÊÍÔ

F (y1, . . . , yp) =
∧

(i,j)∈N

( ∨
1⩽t⩽p

M⟨t,i⟩≠M⟨t,j⟩

yt

)
, (2.1)
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Ñëåäñòâèå

Êàæäàÿ ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà âèäà yt1 · · · ytr ñîêðàùåííîé

ÄÍÔ ôóíêöèè F (y1, . . . , yp) , ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ÊÍÔ (2.1) â
ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ,

ñîîòâåòñòâóåò òóïèêîâîìó òåñòó, ñâÿçàííîìó ñ

ìíîæåñòâîì T = {t1, . . . , tr} , è îáðàòíî.
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Íà äàííîé ëåììå îñíîâàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
âñåõ òóïèêîâûõ òåñòîâ äëÿ ìàòðèöû M îòíîñèòåëüíî öåëè
êîíòðîëÿ N :
âûïèñûâàåì äëÿ ôóíêöèè òåñòà ÊÍÔ âèäà (2.1);
ðàñêðûâàÿ â íåé ñêîáêè è, ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì
ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ôóíêöèè òåñòà;
ñîïîñòàâëÿåì êàæäîé ïðîñòîé èìïëèêàíòå ýòîé ñîêðàùåííîé
ÄÍÔ òóïèêîâûé òåñò.
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Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ òóïèêîâûõ
äèàãíîñòè÷åñêèõ òåñòîâ ìàòðèöû M âèäà

M =


0 1 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0


âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ÊÍÔ (2.1):

F (y1, y2, y3, y4) = (y1 ∨ y2 ∨ y3) · (y2 ∨ y4) · (y1 ∨ y3 ∨ y4) .

Ðàñêðûâàÿ â ýòîé ÊÍÔ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå,
ïîëó÷èì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ äëÿ ôóíêöèè òåñòà:

F (y1, y2, y3, y4) = y1y2 ∨ y1y4 ∨ y2y3 ∨ y2y4 ∨ y3y4.

Ñëåäîâàòåëüíî, òóïèêîâûìè äèàãíîñòè÷åñêèìè òåñòàìè
ìàòðèöû M ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà åå ñòðîê ñ íîìåðàìè

{1, 2} , {1, 4} , {2, 3} , {2, 4} , {3, 4} .
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Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì
îïèñàííîãî àëãîðèòìà, âìåñòî èñõîäíîé ìàòðèöû M ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü îòäåëèìóþ ïî ñòðîêàì ìàòðèöó M̌ ,
ïîëó÷àþùóþñÿ èç M óäàëåíèåì ïîâòîðíûõ âõîæäåíèé
îäèíàêîâûõ ñòðîê. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ëþáîé òóïèêîâûé
òåñò ìàòðèöû M ïîëó÷àåòñÿ èç òóïèêîâîãî òåñòà òîé æå
äëèíû ìàòðèöû M̌ â ðåçóëüòàòå çàìåíû êàæäîé åãî ñòðîêè
ðàâíîé åé ñòðîêîé ìàòðèöû M (âåðíî è îáðàòíîå).
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Ðàññìîòðèì, äàëåå, íåêîòîðûå îöåíêè äëèíû
äèàãíîñòè÷åñêèõ òåñòîâ äëÿ ìàòðèö ñ çàäàííûì ÷èñëîì
ñòîëáöîâ.

Ëåììà 2.2

Äëèíà ëþáîãî òóïèêîâîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà äëÿ

îòäåëèìîé ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû èç ìíîæåñòâà Bp,s

çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ îò ⌈log s⌉ äî (s− 1).
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü M ∈ Bp,s è ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïåðâûå t
ñòðîê ìàòðèöû M îáðàçóþò åå òóïèêîâûé äèàãíîñòè÷åñêèé
òåñò. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå ñòîëáöû ìàòðèöû

M̃ , ñîñòîÿùåé èç ïåðâûõ t ñòðîê ìàòðèöû M , ðàçëè÷íû
è, ñëåäîâàòåëüíî, s ⩽ 2t , òî åñòü t ⩾ ⌈log s⌉ , ïîñêîëüêó ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ ñòîëáöîâ âûñîòû t ðàâíî 2t . Òðåáóåìàÿ
íèæíÿÿ îöåíêà äëèíû äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà óñòàíîâëåíà.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî t ⩽ (s− 1) . Äëÿ ýòîãî íà ìíîæåñòâå

ñòîëáöîâ ìàòðèöû M̃ ïðè ëþáîì q, q ∈ [1, t] , îïðåäåëèì
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼

q
òàê, ÷òî m′ ∼

q
m′′ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòîëáöû m′ è m′′ ìàòðèöû M̃
ñîâïàäàþò â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè èç îòðåçêà [1, q] . Ïóñòü, ïî
îïðåäåëåíèþ, ∼

0
� òðèâèàëüíîå îòíîøåíèå ñ îäíèì êëàññîì

ýêâèâàëåíòíîñòè. ×èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî
îòíîøåíèþ ∼

q
, q ∈ [1, t] , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç θ (q) .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Èç îáùèõ ñâîéñòâ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè âûòåêàåò, ÷òî
ïðè ëþáîì q, q ∈ [1, t) , êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî
îòíîøåíèþ ∼

q
ëèáî ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ïî

îòíîøåíèþ ∼
q+1

, ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ

òàêèõ êëàññîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, θ (q) ⩽ θ (q + 1) . Â ñèëó
òóïèêîâîñòè òåñòà ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãèì, òàê êàê ðàâåíñòâî θ (q) = θ (q + 1) âîçìîæíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
îòíîøåíèÿ ∼

q
ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîøåíèÿ

∼
q+1

è îáðàòíî, òî åñòü ñòðîêà ñ íîìåðîì (q + 1) ÿâëÿåòñÿ

¾ëèøíåé¿ â ðàññìàòðèâàåìîì òåñòå.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Èç äèàãíîñòè÷íîñòè òåñòà âûòåêàåò, ÷òî θ (t) = s , è, òàêèì
îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

1 = θ (0) < θ (1) < · · · < θ (t) = s,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî t ⩽ (s− 1) .
Ëåììà äîêàçàíà. □
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Çàìå÷àíèå

Óêàçàííûå â ëåììå ãðàíèöû äîñòèãàþòñÿ: íèæíÿÿ � íà
ëþáîé îòäåëèìîé ïî ñòîëáöàì ìàòðèöå èç Bp,s , ãäå
p = ⌈log s⌉ , à âåðõíÿÿ � íà ìàòðèöå èç Bs−1,s , âñå ñòîëáöû
êîòîðîé ðàçëè÷íû è ñîäåðæàò íå áîëåå îäíîé åäèíèöû (îáå
ìàòðèöû èìåþò åäèíñòâåííûé äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò,
ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñòðîê).
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õàðàêòåðèçóåò ¾òèïè÷íîå¿
çíà÷åíèå äëèíû äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà, òî åñòü äëèíó
ìèíèìàëüíîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà ó ¾ïî÷òè âñåõ¿ òàáëèö
êîíòðîëÿ.

Ëåììà 2.3

Ïóñòü φ (s) , t (s) è p (s) � öåëî÷èñëåííûå

íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà s , äëÿ
êîòîðûõ

t (s) = ⌈2 log s⌉+ φ (s) , p (s) ⩾ t (s) , φ (s) −−−→
s→∞

∞.

Òîãäà ó ïî÷òè âñåõ îòäåëèìûõ ïî ñòîëáöàì ìàòðèö èç

Bp(s),s ïåðâûå t (s) ñòðîê îáðàçóþò äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ìàòðèöû èç Bp,s , ãäå p = p (s) , ó êîòîðûõ
ñîñòàâëåííûå èç ïåðâûõ t = t (s) ñòðîê ïîäìàòðèöû
îòäåëèìû ïî ñòîëáöàì, è ñàìè îòäåëèìû ïî ñòîëáöàì. Ëåãêî
âèäåòü òàêæå, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ìàòðèö ðàâíî

2t
(
2t − 1

)
· · ·

(
2t − s+ 1

)
· 2(p−t)s =

= 2ps
(
1− 1

2t

)
· · ·

(
1− (s− 1)

2t

)
,

à èõ äîëÿ ñðåäè âñåõ îòäåëèìûõ ïî ñòîëáöàì ìàòðèö èç Bp,s

íå ìåíüøå, ÷åì(
1− 1

2t

)
· · ·

(
1− (s− 1)

2t

)
⩾ 1− s2

2t
⩾ 1− 2−φ(s),

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè s ñòðåìÿùåìñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé è íåîãðàíè÷åííî

âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè φ (s) ó ïî÷òè âñåõ îòäåëèìûõ ïî

ñòîëáöàì ìàòðèö èç Bp,s , ãäå p ⩾ ⌈2 log s⌉+ φ (s), äëèíà
ìèíèìàëüíîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà íå áîëüøå, ÷åì

⌈2 log s⌉+ φ (s).
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