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§ 1. Çàäà÷à ñèíòåçà. Ïðîñòåéøèå ìåòîäû ñèíòåçà
ñõåì è ñâÿçàííûå ñ íèìè âåðõíèå îöåíêè

ñëîæíîñòè ôóíêöèé
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Â îáùåì âèäå çàäà÷à ñèíòåçà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïî
çàäàííîé ñèñòåìå ôóíêöèé ðåàëèçóþùåé åå ñõåìû, êîòîðàÿ
ïðèíàäëåæèò çàäàííîìó êëàññó è íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà ñëîæíîñòè.
×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåííàÿ â §7
ãëàâû 1 çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ÄÍÔ. Äàäèì îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ çàäà÷åé ñèíòåçà ñõåì, è ââåäåì
íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ.
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Ïóñòü U � îäèí èç ââåäåííûõ â ãëàâå 2 êëàññîâ ñõåì,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäóþ
ñèñòåìó ÔÀË F ìîæíî ðåàëèçîâàòü íåêîòîðîé åãî ñõåìîé
Σ , à Ψ � êàêîé-ëèáî ôóíêöèîíàë ñëîæíîñòè ñõåì êëàññà U ,
òî åñòü îòîáðàæåíèå U âî ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë
ñëîæíîñòè Ψ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè, òî åñòü
Ψ(Σ) ⩾ Ψ(Σ′) , åñëè Σ,Σ′ ∈ U , è Σ′ ïîëó÷àåòñÿ èç Σ â
ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ âåðøèí èëè ðåáåð (ñð. ñ §7 ãë. 1). Âñå
ââåäåííûå â ãëàâå 2 ôóíêöèîíàëû ñëîæíîñòè ýòèì
ñâîéñòâîì îáëàäàþò.
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Îïðåäåëèì ñëîæíîñòü Ψ(F ) ñèñòåìû ÔÀË F îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèîíàëà Ψ â êëàññå U êàê ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
âåëè÷èíû Ψ(Σ) íà ìíîæåñòâå òåõ ñõåì Σ èç U , êîòîðûå
ðåàëèçóþò F . Ïðè ýòîì ñõåìà Σ , ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó U ,
êîòîðàÿ ðåàëèçóåò F è äëÿ êîòîðîé Ψ(Σ) = Ψ (F ) ,
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ñõåìîé â êëàññå U îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèîíàëà Ψ . Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèîíàëà Ψ ,
ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà âñåãäà ìîæåò áûòü íàéäåíà ñðåäè
ïðèâåäåííûõ ñõåì.
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Âåëè÷èíó Ψ(F ) â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèîíàë Ψ
ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûì â ãëàâå 2 ôóíêöèîíàëîì L (D , R ,
è ò. ä.), áóäåì íàçûâàòü ñëîæíîñòüþ (ñîîòâåòñòâåííî
ãëóáèíîé, ðàíãîì, è ò. ä.) ñèñòåìû ÔÀË F . Ââåäåì ôóíêöèþ

Ψ(n) = max
f∈P2(n)

Ψ(f) ,

êîòîðàÿ, îáû÷íî, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Øåííîíà äëÿ êëàññà
U îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà ñëîæíîñòè Ψ . Â
äàëüíåéøåì ñëîæíîñòü ñèñòåìû ÔÀË F îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèîíàëà Ψ äëÿ ëþáîãî èç ââåäåííûõ êëàññîâ âèäà UA

Á

(âèäà UA ) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ΨA
Á
(F ) (ñîîòâåòñòâåííî

ΨA (F )), à ôóíêöèþ Øåííîíà äëÿ ýòîãî êëàññà
îòíîñèòåëüíî Ψ � ÷åðåç ΨA

Á
(n) (ñîîòâåòñòâåííî ΨA (n)). Â

îáîçíà÷åíèÿõ êëàññîâ UC
Á
, UΦ

Á
, à òàêæå ñâÿçàííûõ ñ íèìè

ôóíêöèîíàëîâ ñëîæíîñòè è ôóíêöèé Øåííîíà, íèæíèé
èíäåêñ Á âèäà Á0 áóäåì, êàê îáû÷íî, îïóñêàòü.
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Îòìåòèì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ââåäåííûìè ôóíêöèÿìè. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñëîæíîñòåé
Ψ′ (F ) è Ψ′′ (F ) ñèñòåìû ÔÀË F îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà
Ψ â êëàññàõ ñõåì U′ è U′′ ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

Ψ′ (F ) ⩽ Ψ′′ (F ) ,

åñëè U′ ⊇ U′′ . Â ÷àñòíîñòè,

ΨC
Á (F ) ⩽ ΨΦ

Á (F ) , ΨK (F ) ⩽ Ψπ (F )

è ò. ä. Äîâîëüíî ÷àñòî âûäåëåíèå ïîäêëàññîâ èç îñíîâíûõ
êëàññîâ ñõåì ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò íàëîæåíèÿ ðàçëè÷íûõ
äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ íà ðàññìàòðèâàåìûå ñõåìû. Â
÷àñòíîñòè, èç êëàññà ÊÑ âûäåëÿþò π -ñõåìû, ÊÑ,
îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè ðàçäåëèòåëüíîñòè, è ò. ï.
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëîæíîñòè L (F ) ñèñòåìû ÔÀË
F = (f1, . . . , fm) â ëþáîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ ñõåì
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

max
1⩽i⩽m

L (fi) ⩽ L (F ) ⩽
m∑
i=1

L (fi) .

Çàäà÷à ñèíòåçà äîïóñêàåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ñâÿçàííîå ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïåðåáîðíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé, îäíàêî,
èìååò áîëüøóþ òðóäîåìêîñòü è ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíèì,
åñëè ÷èñëî ÁÏ áîëüøå 5 .
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Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ ÔÀË è ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ
îöåíîê èõ ñëîæíîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãîé
ïðîñòåéøèé ìåòîä ñèíòåçà ñõåì, îñíîâàííûé íà
ìîäåëèðîâàíèè ñîâåðøåííîé ÄÍÔ. Íà îñíîâå ýòîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.1

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè f (x1, . . . , xn) , f ̸= 0,
ñóùåñòâóþò ôîðìóëà Ff , Ff ∈ UΦ , è π -ñõåìà Σf , êîòîðûå
ðåàëèçóþò f è äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

L (Ff ) ⩽ 2n · |Nf | − 1, L (Σf ) ⩽ n |Nf | . (1.1)
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Ñëåäñòâèå 1

Â ñèëó (1.1), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ÔÀË 0 ìîæíî
ðåàëèçîâàòü π -ñõåìîé ñëîæíîñòè 2 , à òàêæå ôîðìóëîé èç
UΦ , èìåþùåé ñëîæíîñòü 2 , âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

LC (n) ⩽ LΦ (n) ⩽ n · 2n+1 − 1,

LK (n) ⩽ Lπ (n) ⩽ n · 2n.

Ñëåäñòâèå 2

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 è ñ ó÷¼òîì ñëåäñòâèÿ 2 èç òåîðåìû 2.1
ãëàâû 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

D(n) ⩽ n+ ⌈log n⌉+ 2.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ìîäåëèðîâàíèåì
ñîâåðøåííîé ÄÍÔ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíòàêòíîãî äåðåâà.

Ëåììà 1.2

Äëÿ ëþáîé ÔÀË f, f ∈ P2 (n) è f ̸= 0, ñóùåñòâóþò
π -ñõåìà Σf è ôîðìóëà Ff , Ff ∈ UΦ , êîòîðûå ðåàëèçóþò f
è äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

L (Σf ) ⩽ 2n + |Nf | − 2, L (Ff ) ⩽ 2n+1 + |Nf | − 4.
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Ðèñ. 1.1: (1, 2n) -êîíòàêòíîå äåðåâî ïîðÿäêà n
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Äîêàçàòåëüñòâî

Â êà÷åñòâå Σf ìîæíî âçÿòü π -ñõåìó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç
(1, 2n)-ÊÄ ïîðÿäêà n îò ÁÏ x1, . . . , xn (ðèñ. 1.1) â
ðåçóëüòàòå ñíÿòèÿ òåõ åãî âûõîäîâ, ãäå ðåàëèçóþòñÿ ÝÊ, íå
âõîäÿùèå â ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ ÔÀË f , îòîæäåñòâëåíèÿ
îñòàëüíûõ âûõîäîâ ÊÄ è ïåðåõîäà ê ñîîòâåòñòâóþùåé
ïðèâåäåííîé ÊÑ. Òàê êàê ïðè óäàëåíèè âåðøèíû óäàëÿþòñÿ
è âñå èíöèäåíòíûå åé êîíòàêòû, òî

L (Σf ) ⩽ 2 (2n − 1)− (2n − |Nf |) = 2n + |Nf | − 2.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ôîðìóëà Ff ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ
ïîñòðîåííîé π -ñõåìû Σf â êëàññå ôîðìóë ñ ïîäíÿòûìè
îòðèöàíèÿìè (ñì. §2 ãë. 2), è ïîýòîìó

R (Ff ) = L (Σf ) , L (Ff ) = R (Ff ) + L− (Σf )− 1,

ãäå L− (Σf ) � ÷èñëî ðàçìûêàþùèõ êîíòàêòîâ â ñõåìå Σ .
Ñëåäîâàòåëüíî,

L (Ff ) ⩽ L (Σf ) + 2n − 2 ⩽ 2n+1 + |Nf | − 4,

òàê êàê ÷èñëî ðàçìûêàþùèõ êîíòàêòîâ â ÊÄ ïîðÿäêà n
ðàâíî 2n − 1 .
Ëåììà äîêàçàíà. □
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Çàìå÷àíèå

Ïîñòðîåííàÿ π -ñõåìà Σf ÿâëÿåòñÿ ÊÊÑ, ñëîæíîñòü êîòîðîé
óäîâëåòâîðÿåò (1.1).

Ñëåäñòâèå

Lπ (n) ⩽ 2n+1 − 2, (1.2)

LΦ (n) ⩽ 3 · 2n − 4. (1.3)
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Ê ñõåìàì, ïîëó÷åííûì íà îñíîâå ïðîñòåéøèõ ìåòîäîâ
ñèíòåçà, ïîëåçíî ïðèìåíÿòü ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ èõ
ñëîæíîñòè ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóþùèå îïåðàöèè ïðèâåäåíèÿ.
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Ïóñòü âåðøèíà w ÑÔÝ Σ íå äîñòèæèìà èç åå âåðøèíû v , à
ÑÔÝ Σ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ÑÔÝ Σ â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ
âåðøèíû v , îáúÿâëåíèÿ âåðøèíû w íà÷àëüíîé âåðøèíîé
âñåõ èñõîäèâøèõ èç v äóã è ïåðåíîñà â âåðøèíó w âñåõ
âûõîäíûõ ÁÏ, ïðèïèñàííûõ âåðøèíå v . Òîãäà ÑÔÝ Σ′

ñ÷èòàåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ê ÑÔÝ Σ îïåðàöèè
ïðèñîåäèíåíèÿ âåðøèíû v ê âåðøèíå w . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
ëþáûõ äâóõ âåðøèí ñõåìû îäíó èç íèõ âñåãäà ìîæíî
ïðèñîåäèíèòü ê äðóãîé. Äâå âåðøèíû ÑÔÝ íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè â íèõ ðåàëèçóþòñÿ ðàâíûå ÔÀË.
Ïðèìåíÿÿ ê ÑÔÝ Σ îïåðàöèþ ïðèñîåäèíåíèÿ îäíîé èç äâóõ
ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí ê äðóãîé, ìû ïîëó÷èì ÑÔÝ Σ′ ,
êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíà Σ .
Ïðèâåäåííàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïðèâåäåííîé, åñëè â
íåé íåò ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí. Èç ëþáîé ÑÔÝ ìîæíî
ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíóþ åé ñòðîãî ïðèâåäåííóþ ÑÔÝ ñ
ïîìîùüþ îïåðàöèè ïðèñîåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí è
îïåðàöèè óäàëåíèÿ âèñÿ÷èõ âåðøèí.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàöèÿ
ïðèñîåäèíåíèÿ âåðøèí â ÊÑ, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî íà
íåå íå íàêëàäûâàþòñÿ êàêèå-ëèáî îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ
äîñòèæèìîñòüþ âåðøèí.

Äëÿ ìíîæåñòâà ÔÀË G , G ⊆ P2 (n) , ÷åðåç
−→
G áóäåì

îáîçíà÷àòü ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ðàçëè÷íûõ ÔÀË
ìíîæåñòâà G , óïîðÿäî÷åííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðàìè èõ

ñòîëáöîâ çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì ñèñòåìó ÔÀË
−→
P 2 (n) áóäåì

íàçûâàòü óíèâåðñàëüíîé ñèñòåìîé ïîðÿäêà n .
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Ëåììà 1.3

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n â UC
Á
ñóùåñòâóåò ÑÔÝ Un ,

êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË
−→
P 2(n) è ñëîæíîñòü

êîòîðîé ðàâíà 22
n − n .
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ñèëó ïîëíîòû áàçèñà, â UC
Á
ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ôîðìóë Σ

îò ÁÏ x1, . . . , xn , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË
−→
P 2 (n) .

Èñêîìàÿ ÑÔÝ Un ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïðèâåäåííîé ÑÔÝ,
êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà Σ è ïîëó÷àåòñÿ èç íåå â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé ïðèñîåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ
âåðøèí, à òàêæå îïåðàöèé óäàëåíèÿ âèñÿ÷èõ âåðøèí (ñì. §4
ãëàâû 2). Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî
âñåõ âåðøèí ÑÔÝ Un , âêëþ÷àÿ n åå âõîäîâ, ðàâíî 22

n
è

ïîýòîìó
L (Un) = 22

n − n.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå

LC
Á

(−→
P 2(n)

)
⩽ 22

n − n.
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§ 2. Íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ÔÀË, ðåàëèçàöèÿ
íåêîòîðûõ ÔÀË è ìèíèìàëüíîñòü íåêîòîðûõ

ñõåì
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè
ÔÀË è ñâÿçàííûå ñ íèìè ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ ñõåì.

Ëåììà 2.1

Åñëè ÔÀË f (x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ
ñâîèõ ÁÏ, òî

LC (f) ⩾ n− 1, LK (f) ⩾ n. (2.1)

Åñëè ïðè ýòîì ÔÀË f íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ÔÀË
(êàæäàÿ ÁÏ xi , i ∈ [1, k], íå ÿâëÿåòñÿ íè ìîíîòîííîé, íè
èíìîíîòîííîé ÁÏ ÔÀË f ), òî

LC (f) ⩾ n (ñîîòâåòñòâåííî LK (f) ⩾ n+ k). (2.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü Σf � ìèíèìàëüíàÿ ïî ñëîæíîñòè ÑÔÝ èç UC ,
ðåàëèçóþùàÿ ÔÀË f . Èç ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè ÔÀË f
îò ÁÏ x1, . . . , xn ñëåäóåò, ÷òî R (Σf ) ⩾ n , è ïîýòîìó, â ñèëó
ñîîòíîøåíèé (4.1) ãëàâû 2,

LC (f) ⩾ L&, ∨ (Σf ) ⩾ n− 1.

Åñëè æå, êðîìå òîãî, ÔÀË f íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ÔÀË,
òî ñõåìà Σf äîëæíà ñîäåðæàòü õîòÿ áû îäèí ÔÝ ¬ è,
ñëåäîâàòåëüíî, â óêàçàííîì ñëó÷àå

LC (f) = L (Σf ) ⩾ n.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå èç íåðàâåíñòâ (2.1) è (2.2) äîêàçàíû.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïóñòü òåïåðü Σf � ìèíèìàëüíàÿ ïî ñëîæíîñòè (1, 1)-ÊÑ,
ðåàëèçóþùàÿ ÔÀË f . Èç ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè ÔÀË f
îò ÁÏ xi , i ∈ [1, n] , ñëåäóåò, ÷òî ëèáî êîíòàêò âèäà xi , ëèáî
êîíòàêò âèäà xi âñòðå÷àåòñÿ â ÊÑ Σf , è ïîýòîìó

LK (f) = L (Σf ) ⩾ n.

Åñëè æå, êðîìå òîãî, ÁÏ xi , i ∈ [1, k] , íå ÿâëÿåòñÿ íè
ìîíîòîííîé, íè èíìîíîòîííîé ÁÏ ÔÀË f , òî êàê êîíòàêò
âèäà xi , òàê è êîíòàêò âèäà xi âõîäÿò â Σf , è,
ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå

LK (f) = L (Σf ) ⩾ n+ k.

Ëåììà äîêàçàíà. □
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Ñëåäñòâèå

LC(ℓn) ⩾ n, LK(ℓn) ⩾ 2n,

LC(µn) ⩾ 2n + n, LK(µn) ⩾ 2n + 2n.

Çàìå÷àíèå

Íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ÔÀË f = s
[0,n−1]
n , âûòåêàþùèå èç

ëåììû 2.1, äîêàçûâàþò ìèíèìàëüíîñòü π -ñõåìû,
ìîäåëèðóþùåé ÝÄ x1 ∨ · · · ∨ xn = f , â êëàññå ÊÑ è
ìèíèìàëüíîñòü ôîðìóëû (x1 · · ·xn) = f â êëàññå ÑÔÝ, ÷òî
óñòàíàâëèâàåò ðàâåíñòâà LK(f) = n è LC(f) = n .
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Ëåììà 2.2

Äëÿ ñèñòåìû F = (f1, . . . , fm) , ñîñòîÿùåé èç ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ÔÀË îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò (îò ïåðåìåííûõ),
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

LK (F ) ⩾ m (ñîîòâåòñòâåííî LC
Á (F ) ⩾ m). (2.3)
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (2.3) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî âñå ÔÀË
fi , i = 1, . . . ,m , ðåàëèçóþòñÿ íà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âûõîäàõ
ÑÔÝ, îòëè÷íûõ îò åå âõîäîâ.
Ïóñòü òåïåðü ΣF � ïðèâåäåííàÿ (1,m)-ÊÑ, ðåàëèçóþùàÿ
ñèñòåìó ÔÀË F . Èç ïðèâåäåííîñòè ΣF è óñëîâèé ëåììû
âûòåêàåò, ÷òî ΣF � ñâÿçíûé ãðàô ñ íå ìåíåå ÷åì (m+ 1)
âåðøèíîé, è ïîýòîìó, â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.2) ãëàâû 2,

L (ΣF ) ⩾ |V (ΣF )| − 1 ⩾ m.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå

LC
(−→
Qn

)
⩾ 2n, LK

(−→
Qn

)
⩾ 2n,

LC
(−→
J n

)
⩾ 2n, LK

(−→
J n

)
⩾ 2n,

LC
Á

(−→
P 2 (n)

)
⩾ 22

n − n, LK
(−→
P 2 (n)

)
⩾ 22

n − 2.

Çàìå÷àíèå

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ óíèâåðñàëüíàÿ ÑÔÝ Un , ïîñòðîåííàÿ â
ëåììå 1.3, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïî ñëîæíîñòè ÑÔÝ â
êëàññå UC

Á
.
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Äîâîëüíî ÷àñòî çàäà÷ó ñèíòåçà ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü äëÿ
ñëåäóþùèõ ÔÀË è ñèñòåì ÔÀË:
ëèíåéíîé ÔÀË ïîðÿäêà n , òî åñòü ÔÀË ℓn èëè ÔÀË ℓn ;
ìóëüòèïëåêñîðíîé ÔÀË µn ïîðÿäêà n ;

äåøèôðàòîðà
−→
Qn (äèçúþíêòèâíîãî äåøèôðàòîðà

−→
J n )

ïîðÿäêà n ;

óíèâåðñàëüíîé ñèñòåìû
−→
P 2 (n) ïîðÿäêà n .

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñõåìíûå ðåàëèçàöèè è
ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ
óêàçàííûõ ÔÀË è ñèñòåì ÔÀË. Áóäåì, êàê îáû÷íî,
íàçûâàòü (ñõåìíûì) ìóëüòèïëåêñîðîì, äåøèôðàòîðîì,
äèçúþíêòèâíûì äåøèôðàòîðîì è óíèâåðñàëüíûì
ìíîãîïîëþñíèêîì ëþáóþ ñõåìó, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò
ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó ÔÀË.
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Ëåììà 2.3

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

LC(
−→
Qn) ⩽ 2n +O(n · 2

n
2 ), LK(

−→
Qn) ⩽ 2n+1 − 2; (2.4)

LC(
−→
J n) ⩽ 2n +O(n · 2

n
2 ), LK(

−→
J n) ⩽ 2n+2 − 6; (2.5)

Lπ(µn) ⩽ 3 · 2n − 2, LΦ(µn) ⩽ 2n+2 − 4; (2.6)

LC(ℓn) ⩽ 4n− 4, LC(ℓn) ⩽ 4n− 4 +

⌊
1

n

⌋
. (2.7)



Çàäà÷à ñèíòåçà Íèæíèå îöåíêè Ìåòîä êàñêàäîâ äëÿ ÊÑ è ÑÔÝ Íèæíèå ìîùíîñòíûå îöåíêè Ìåòîä Ëóïàíîâà ñèíòåçà ÑÔÝ Ðåãóëÿðíûå ðàçáèåíèÿ åäèíè÷íîãî êóáà Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä ñèíòåçà ÊÑ Ñèíòåç ñõåì äëÿ êîíòàêòíûõ äåøèôðàòîðîâ

Äîêàçàòåëüñòâî

Â êëàññå UC ïîñòðîèì ñõåìíûé äåøèôðàòîð ïîðÿäêà n ,
óäîâëåòâîðÿþùèé ïåðâîìó íåðàâåíñòâó (2.4), ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
ðàçîáüåì íàáîð ÁÏ X(n) íà ãðóïïû x′ =
= (x1, . . . , xq), x

′′ = (xq+1, . . . , xn) , ãäå q = ⌈n/2⌉ ;
âîçüìåì äåøèôðàòîðû Σ′ è Σ′′ îò ÁÏ x′ è x′′ ïîðÿäêà q è
(n− q) ñîîòâåòñòâåííî, ðåàëèçóþùèå êàæäóþ ñâîþ ñèñòåìó
ÝÊ ïî ëåììå 1.1;
îáúåäèíèì ÑÔÝ Σ′ è Σ′′ , ïîñëå ÷åãî êîíúþíêòèðóåì
êàæäûé âûõîä Σ′ ñ êàæäûì âûõîäîì Σ′′ , à âûõîäû âñåõ
èñïîëüçîâàííûõ äëÿ ýòîãî 2n ÔÝ & (è òîëüêî èõ) îáúÿâèì
âûõîäàìè èñêîìîãî äåøèôðàòîðà.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ äèçúþíêòèâíûé äåøèôðàòîð
ïîðÿäêà n â êëàññå UC , óäîâëåòâîðÿþùèé (2.5).
Èñêîìûì êîíòàêòíûì (êàñêàäíûì) äåøèôðàòîðîì ïîðÿäêà
n ÿâëÿåòñÿ (1, 2n)-êîíòàêòíîå äåðåâî, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 1.1,
à èíâåðñíàÿ ê íåìó êàñêàäíàÿ êîíòàêòíàÿ ñõåìà
(ñì. §10 ãë. 2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêòèâíûé
êîíòàêòíûé äåøèôðàòîð ïîðÿäêà n , óäîâëåòâîðÿþùèé (2.5).
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Ðèñ. 2.1: π -ñõåìà äëÿ ìóëüòèïëåêñîðíîé ôóíêöèè
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Èñêîìûì êîíòàêòíûì ìóëüòèïëåêñîðîì ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ
π -ñõåìà, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 2.1. Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü
ñõåì, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 1.1 è 2.1, ðàâíà 2n+1 − 2 è 3 · 2n − 2
ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.4) è
(2.6), ïðè÷åì ÷èñëî ðàçìûêàþùèõ êîíòàêòîâ â êàæäîé èç
íèõ ðàâíî 2n − 1 .
Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ óêàçàííîé π -ñõåìû ìîæíî
ïîñòðîèòü áåñïîâòîðíóþ ïî èíôîðìàöèîííûì ÁÏ ôîðìóëó

Fn (x1, . . . , xn, y0, . . . , y2n−1) =

=
∨

σ1∈B
xσ1
1

 ∨
σ2∈B

xσ2
2

(
· · ·

( ∨
σn∈B

xσn
n yν(σ1,...,σn)

)
· · ·

) ,

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó íåðàâåíñòâó (2.6), òàê êàê
ðåàëèçóåò ÔÀË µn è èìååò ñëîæíîñòü 4 · 2n − 4 .
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Ðèñ. 2.2: ïðèìåð ñóïåðïîçèöèè ÑÔÝ
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Íåðàâåíñòâà (2.7) ïðè n = 1 , î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ.
Èñêîìîé ÑÔÝ, ðåàëèçóþùåé ëèíåéíóþ ÔÀË ℓn , n ⩾ 2 , ñî
ñëîæíîñòüþ (2.7), ÿâëÿåòñÿ ÑÔÝ Σ⊕

n , ïîêàçàííàÿ íà
ðèñ. 2.2a,b. Àíàëîãè÷íàÿ ÑÔÝ äëÿ ÔÀË ℓn ïîëó÷àåòñÿ â
ðåçóëüòàòå çàìåíû ÔÝ & íà ÔÝ ∨ è ÔÝ ∨ íà ÔÝ & â
ïåðâîé ïîäñõåìå âèäà Σ⊕

2 ñõåìû Σ⊕
n (ñì. ðèñ. 2.2a).

Ëåììà äîêàçàíà. □

Ñëåäñòâèå

LÑ(
−→
Qn) ∼ LÑ(

−→
J n) ∼ 2n.
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Óñòàíîâèì, â çàêëþ÷åíèå, ðÿä áîëåå òî÷íûõ íèæíèõ îöåíîê
ñëîæíîñòè ÔÀË è íà èõ îñíîâå äîêàæåì ìèíèìàëüíîñòü
íåêîòîðûõ ñõåì.
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî (1, 2n)-êîíòàêòíîå äåðåâî �
ìèíèìàëüíûé êîíòàêòíûé äåøèôðàòîð ïîðÿäêà n â êëàññå
ðàçäåëèòåëüíûõ (ïî âûõîäàì) ÊÑ.

Ëåììà 2.4

Åñëè ðàçäåëèòåëüíàÿ ïî âûõîäàì (1,m)-ÊÑ Σ ðåàëèçóåò m
ðàçëè÷íûõ ÔÀË, îòëè÷íûõ îò 0 , òî

L (Σ) ⩾ 2m− 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Σ � ïðèâåäåííàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçíàÿ ÊÑ îò ÁÏ
x1, . . . , xn . Èç ðàçäåëèòåëüíîñòè Σ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì
α , α ∈ Bn , ñåòü Σ|α ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç m ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò. Çàìåòèì, ÷òî óäàëåíèå âñÿêîãî ðåáðà
óâåëè÷èâàåò ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà íå áîëåå ÷åì
íà åäèíèöó, è ïîýòîìó ÷èñëî |E (Σ|α)| � ÷èñëî êîíòàêòîâ, íå
ïðîâîäÿùèõ íà íàáîðå α , � óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|E (Σ|α)| ⩾ m− 1. (2.8)

Ñóììèðóÿ (2.8) ïî âñåì α , α ∈ Bn , è ó÷èòûâàÿ, ÷òî êàæäûé
êîíòàêò ÊÑ Σ íå ïðîâîäèò ðîâíî íà ïîëîâèíå âñåõ íàáîðîâ
êóáà Bn , ïîëó÷èì

2n−1L (Σ) ⩾ 2n (m− 1) , L (Σ) ⩾ 2m− 2.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå

Êîíòàêòíîå äåðåâî ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé
ðàçäåëèòåëüíîé (1, 2n)-ÊÑ, ðåàëèçóþùåé ñèñòåìó ÔÀË Qn .

Äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.4, ñëîæíîñòü
ðàçäåëèòåëüíîé (1, 2n)-ÊÑ íå ìåíüøå ÷åì 2n+1 − 2 , òî åñòü
íå ìåíüøå ñëîæíîñòè (1, 2n)-êîíòàêòíîãî äåðåâà ïîðÿäêà n .
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Ëåììà 2.5

Åñëè ñèñòåìà ÔÀË F = (f1, . . . , fm) ñîñòîèò èç ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ÔÀË îò ÁÏ X(n), îòëè÷íûõ îò 0 è 1 , òî

LK(F ) ⩾ 21−n
m∑
j=1

∣∣Nfj

∣∣ .
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîçüìåì ïðèâåäåííóþ (1,m)-ÊÑ Σ , ðåàëèçóþùóþ ñèñòåìó
ÔÀË F , è çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì α, α ∈ Bn , â ñåòè Σ|α
èìååòñÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âõîä Σ è òå
åå âûõîäû, ãäå ðåàëèçóåìûå ÔÀË îáðàùàþòñÿ â 1 íà íàáîðå
α . Èç íåðàâåíñòâà (1.2) ãëàâû 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ýòîì

|E (Σ|α)| ⩾ f1(α) + · · ·+ fm(α).

Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïî âñåì íàáîðàì
α, α ∈ Bn , ïðèäåì (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4) ê
íåðàâåíñòâó

2n−1L(Σ) ⩾
m∑
j=1

∣∣Nfj

∣∣ ,
èç êîòîðîãî âûòåêàåò íåðàâåíñòâî ëåììû.
Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå

LK(Jn) ⩾ 2n+1 − 2.

Çàìå÷àíèå

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ (1, 4)-ÊÑ ñ âõîäîì a , êîòîðàÿ ñîñòîèò èç
äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âíóòðåííèì âåðøèíàì
(a− a)-öåïåé (öèêëîâ) ñ ÝÊ ïðîâîäèìîñòè x1x2x1 è x1x2x1 ,
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äèçúþíêòèâíûì êîíòàêòíûì
äåøèôðàòîðîì ïîðÿäêà 2 .
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Ëåììà 2.6

Åñëè äëÿ ÔÀË f , f ∈ P2 (n) , è äëÿ ëþáîãî σ , σ ∈ B , ÔÀË
fσ = f (x1, . . . , xn−1, σ) ̸≡ 0, 1 , òî

LC
&,∨(f) ⩾ min{LC

&,∨(f0), L
C
&,∨(f1)}+ 2. (2.9)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü Σ � ìèíèìàëüíàÿ ïî ÷èñëó ÔÝ & è ∨ ÑÔÝ èç
êëàññà UC , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ÔÀË f è êîòîðàÿ íå
ñîäåðæèò öåïî÷åê èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ
ÔÝ ¬ . Ïóñòü êîíñòàíòà σ , σ ∈ B , ðàâíà 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ÁÏ xn ïîäàåòñÿ â Σ ëèáî íà âõîä ÔÝ & , ëèáî
íà âõîä ÔÝ ¬ , âûõîä êîòîðîãî ïîñòóïàåò íà âõîä ÔÝ ∨ .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ðàññìîòðèì ÑÔÝ Σ̂ , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ÔÀË fσ , fσ ̸≡ 0, 1 , è
ïîëó÷åíà èç ÑÔÝ Σ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè xn = σ , à
òàêæå ïîñëåäóþùåãî ÝÏ íà îñíîâå òîæäåñòâ τÏÊ (ñì. §5
ãë. 2) âïëîòü äî óñòðàíåíèÿ âñåõ âõîæäåíèé êîíñòàíò.
Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïðè óêàçàííîì ÝÏ áóäóò óäàëåíû ïî
êðàéíåé ìåðå äâà ÔÝ òèïà & èëè ∨ .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå σ = 0 èç ÑÔÝ Σ áóäåò óäàëåí ÔÝ
E′ , ÿâëÿþùèéñÿ ëèáî ÔÝ òèïà & , íà âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ
ÁÏ xn , ëèáî ÔÝ òèïà ∨ , íà âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ âûõîä
ÔÝ ¬ , ïðèñîåäèíåííîãî ê âõîäó xn . Çàìåòèì, ÷òî âûõîä ÔÝ
E′ íå ìîæåò áûòü âûõîäîì ñõåìû è íå ìîæåò áûòü âõîäîì
ÔÝ ¬ , âûõîä êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû, òàê êàê ïðè
ýòîì ÔÀË fσ áûëà áû ðàâíà êîíñòàíòå. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ÑÔÝ Σ èìååòñÿ ÔÝ E′′ òèïà & èëè ∨ , íà âõîä êîòîðîãî
ïîñòóïàåò ëèáî âûõîä E′ , ëèáî âûõîä ÔÝ ¬ ,
ïðèñîåäèíåííîãî ê âûõîäó E′ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÔÝ E′′

òîæå áóäåò óäàëåí ïðè ïåðåõîäå îò Σ ê Σ̂ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

L&,∨(f) = L&,∨(Σ) ⩾ L&,∨(Σ̂) + 2 ⩾ L&,∨(fσ) + 2,

èç êîòîðûõ âûòåêàåò (2.9).
Ëåììà äîêàçàíà. □
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Ñëåäñòâèå 1

LC (µn) ⩾ 2n+1 + n− 1. (2.10)

Äåéñòâèòåëüíî, (2.10) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ëåììû 2.6 ïîñëåäîâàòåëüíî êî âñåì èíôîðìàöèîííûì ÁÏ
y2n−1, . . . , y1 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êàæäàÿ ïîëó÷èâøàÿñÿ â
ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñòàíîâîê êîíñòàíò ÔÀË
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ÁÏ x1, . . . , xn, y0 , à ñàìà ôóíêöèÿ
µn íåìîíîòîííà.
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Ñëåäñòâèå 2

Èç (2.10) â ñèëó ëåììû 4.1 ãëàâû 2 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

D(µn) ⩾ n+ 1.

Çàìå÷àíèå

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 ôîðìóëà x1y0 ∨ x1y1 ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíîé ÑÔÝ, ðåàëèçóþùåé ÔÀË µ1 , è LC(µ1) = 4 .
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§ 3. Ìåòîä êàñêàäîâ äëÿ êîíòàêòíûõ ñõåì è ñõåì
èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ìåòîä Øåííîíà
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Ïðèâåäåííûå â ïåðâîì ïàðàãðàôå ýòîé ÷àñòè ïðîñòåéøèå
ìåòîäû ñèíòåçà ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ôîðìóëû è π -ñõåìû,
ñïåöèôèêà êîòîðûõ íå äîïóñêàåò ìíîãîêðàòíîãî
èñïîëüçîâàíèÿ ¾ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ¿. Ìåòîä
êàñêàäîâ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì è â òî æå âðåìÿ
äîâîëüíî ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ñèíòåçà êàê ÊÑ, òàê è
ÑÔÝ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ýòî äåëàòü. Îí ñâÿçàí ñ
ïîñëåäîâàòåëüíûì ðàçëîæåíèåì çàäàííûõ ÔÀË ïî ÁÏ è
ðåêóðñèâíûì ïîñòðîåíèåì ñõåìû, ðåàëèçóþùåé ýòè ÔÀË.
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Ìåòîä êàñêàäîâ ïîçâîëÿåò ïî ïðîèçâîëüíîé çàäàííîé
ñèñòåìå ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè F = (f1, . . . , fm) ,
F ∈ Pm

2 (n) , ñòðîèòü (1,m)-ÊÑ ΣF , ΣF ∈ UK , è ÑÔÝ UF ,
UF ∈ UC , êîòîðûå ðåàëèçóþò F . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
ÔÀË f1, f2, . . . , fm ñèñòåìû F ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò
êîíñòàíò, è äëÿ êàæäîé ÁÏ xi, 1 ⩽ i ⩽ n , ñðåäè íèõ åñòü
ÔÀË, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò xi .
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Ðàçëîæèì ÔÀË f1, f2, . . . , fm ñíà÷àëà ïî ÁÏ x1 , ïîòîì ïî
ÁÏ x2 è òàê äàëåå. Ïðè ýòîì ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìíîæåñòâ Gi è Ĝi , ñîñòîÿùèõ èç ÔÀË îò ÁÏ
xi, xi+1, . . . , xn , ãäå i = 1, 2, . . . , n , òàêèå, ÷òî:
Gi ñîñòîèò èç âñåõ ðàçëè÷íûõ ÔÀË g (xi, . . . , xn) âèäà

g = fj (σ1, . . . , σi−1, xi, xi+1, . . . , xn) ,

ãäå 1 ⩽ j ⩽ m, (σ1, . . . , σi−1) ∈ Bi−1 ;

Ĝi ñîñòîèò èç âñåõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé g, g ∈ Gi , êîòîðûå
ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò xi .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

G1 = {f1, . . . , fm} , Ĝn ⊆ {xn, xn} ,

à ìíîæåñòâà ÔÀË Ĝ1, . . . , Ĝn íå ïóñòû è ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþòñÿ.
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Çàìåòèì, ÷òî ëþáóþ ÔÀË g, g ∈ Ĝi , ãäå 1 ⩽ i ⩽ n , ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

g = µ (xi, g0, g1) = xig0 ∨ xig1, (3.1)

ãäå gσ = g (σ, xi+1, . . . , xn) , è, ñëåäîâàòåëüíî,
gσ ∈ Gi+1 ∪ {0, 1} äëÿ âñåõ σ, σ ∈ B .
Åñëè ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðîãî σ, σ ∈ B , ÔÀË gσ ðàâíà 0, òî
âìåñòî (3.1) áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå

g = xσi gσ, (3.2)

ãäå gσ ∈ Gi+1 ∪ {1} .
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Ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ïðèñîåäèíåíèÿ îäíîãî èëè äâóõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíòàêòîâ ïîñòðîèì ÊÊÑ Σ̌F , êîòîðàÿ

ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË
−→
GF , ãäå GF = Ĝ1 ∪ . . . ∪ Ĝn . Ïðè

ýòîì äëÿ êàæäîãî i , i = n, (n− 1), . . . , 1 , êàæäàÿ ÔÀË

g, g ∈ Ĝi , ðåàëèçóåòñÿ ñîãëàñíî (3.1) ((3.2)) íà âûõîäå v ,
êîòîðûé ïðè α = 0, 1 (ñîîòâåòñòâåííî α = σ ) ñîåäèíåí
êîíòàêòîì âèäà xαi ñ òåì âûõîäîì vα , ãäå ðåàëèçóåòñÿ ÔÀË
gα = g (α, xi+1, . . . , xn) òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.1a
(ñîîòâåòñòâåííî ðèñ. 3.1b).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîé ÊÑ ΣF äîñòàòî÷íî ¾ñíÿòü¿ ïîìåòêè
ñ òåõ âûõîäíûõ âåðøèí ÊÑ Σ̌F , â êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ
ÔÀË, îòëè÷íûå îò f1, . . . , fm .
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Ðèñ. 3.1: ïðèñîåäèíåíèå îäíîãî èëè äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ
êîíòàêòîâ
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïî ìåòîäó êàñêàäîâ ñòðîèòñÿ è ÑÔÝ

ǓF , ðåàëèçóþùàÿ ñèñòåìó ÔÀË
−→
GF , ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,

÷òî:
ñíà÷àëà ðåàëèçóþòñÿ âñå ÔÀË âèäà xi, 1 ⩽ i ⩽ n , êîòîðûå
âñòðå÷àþòñÿ â ÊÑ ΣF ;
äëÿ âñåõ i, i = (n− 1) , . . . , 1 , ðàçëîæåíèå (3.1), ãäå g ∈ Ĝi è
g0, g1 ∈ Gi+1 , ðåàëèçóåòñÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.2a, à
ðàçëîæåíèå (3.2), ïðèìåíÿåìîå â ñëó÷àå gσ = 0 (ðàçëîæåíèå

g = xσi ∨ gσxσi = xσi ∨ gσ (3.3)

â ñëó÷àå gσ = 1), � òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.2b
(ñîîòâåòñòâåííî 3.2c);
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êàæäàÿ ÔÀË âèäà gσx
σ
i , èñïîëüçóåìàÿ â ïðåäûäóùåì

ïóíêòå ïðè ðåàëèçàöèè ðàçëîæåíèé âèäà (3.1) èëè (3.2) äëÿ
ðàçëè÷íûõ ÔÀË g , ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç.
Êàê è â ñëó÷àå ÊÑ, ÑÔÝ UF , ðåàëèçóþùàÿ ñèñòåìó ÔÀË F
è ïîñòðîåííàÿ ïî ìåòîäó êàñêàäîâ, ïîëó÷àåòñÿ èç ÑÔÝ ǓF â
ðåçóëüòàòå ¾ñíÿòèÿ¿ òåõ âûõîäîâ, â êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ
ÔÀË, îòëè÷íûå îò ÔÀË èç F .
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Ðèñ. 3.2: ê ìîäåëèðîâàíèþ îïåðàöèé ïðèñîåäèíåíèÿ êîíòàêòîâ â
êëàññå ÑÔÝ
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Ïóñòü, íàïðèìåð, F = (f1, f2) , ãäå

f1 = x1x2 (x3 ⊕ x4) ∨ x1 (x2 ∨ x3x4) ,
f2 = x1 (x3 ⊕ x4) ∨ x1x4.

Òîãäà:

Ĝ1 = G1 = {f1, f2} ;
Ĝ2 = {x2 (x3 ⊕ x4) , x2 ∨ x3x4} , G2 = Ĝ2 ∪ {x3 ⊕ x4, x4} ;
Ĝ3 = {x3 ⊕ x4, x3x4} , G3 = Ĝ3 ∪ {x4} ;
Ĝ4 = {x4, x4} .

Íà ðèñ. 3.3 ïîêàçàíà ïîñòðîåííàÿ äëÿ äàííîé ñèñòåìû ÔÀË
ÊÑ Σ̌F , âåðøèíû êîòîðîé ïîìå÷åíû ñîïîñòàâëåííûìè èì
ÔÀË, íà ðèñ. 3.4 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ÊÑ ΣF , à íà
ðèñ. 3.5 � ÑÔÝ UF .
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Ðèñ. 3.3: ïðèìåð ÊÑ ñ ïîìå÷åííûìè âåðøèíàìè,
ïîñòðîåííîé ìåòîäîì êàñêàäîâ
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Ðèñ. 3.4: ïðèìåð ÊÑ, ïîñòðîåííîé ìåòîäîì êàñêàäîâ
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Ðèñ. 3.5: ÑÔÝ äëÿ ñèñòåìû ÔÀË F , ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì
êàñêàäîâ
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Ðèñ. 3.6: ñõåìà Êàðäî äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè ℓn
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Äðóãèì ïðèìåðîì ÊÑ, ïîñòðîåííîé ïî ìåòîäó êàñêàäîâ äëÿ
ëèíåéíîé ÔÀË ℓn , ãäå n ⩾ 2 , ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ ñõåìà
Êàðäî, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 3.6. Çàìåòèì, ÷òî ýòà ÊÑ èìååò
ñëîæíîñòü (4n− 4) è ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé. Â òî æå âðåìÿ
ÑÔÝ, ïîñòðîåííàÿ äëÿ ℓn, n ⩾ 2 , ïî ìåòîäó êàñêàäîâ èìååò
ñëîæíîñòü (7n− 9) è íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé, òàê êàê
èìååò á�îëüøóþ ñëîæíîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìîé Σ⊕

n

ñëîæíîñòè (4n− 4) , ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2.2. Àíàëîãè÷íûå
îöåíêè ñïðàâåäëèâû äëÿ ÔÀË ℓn (ñì. ëåììó 2.3).
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Ïðè ïîñòðîåíèè ïî ìåòîäó êàñêàäîâ (1, 2n)-ÊÑ,

ðåàëèçóþùåé ñèñòåìó ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè
−→
Qn , ìû

ïîëó÷èì êîíòàêòíîå äåðåâî ïîðÿäêà n , ïîêàçàííîå íà
ðèñ. 1.1. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â §6, ýòî ÊÄ íå ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì êîíòàêòíûì äåøèôðàòîðîì.



Çàäà÷à ñèíòåçà Íèæíèå îöåíêè Ìåòîä êàñêàäîâ äëÿ ÊÑ è ÑÔÝ Íèæíèå ìîùíîñòíûå îöåíêè Ìåòîä Ëóïàíîâà ñèíòåçà ÑÔÝ Ðåãóëÿðíûå ðàçáèåíèÿ åäèíè÷íîãî êóáà Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä ñèíòåçà ÊÑ Ñèíòåç ñõåì äëÿ êîíòàêòíûõ äåøèôðàòîðîâ

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êàñêàäîâ ìîæíî
ïîñòðîèòü êîíòàêòíûé óíèâåðñàëüíûé ìíîãîïîëþñíèê
ñëîæíîñòè íå áîëüøå, ÷åì 2 · 22n , à òàêæå êîíòàêòíûé
ìóëüòèïëåêñîð ïîðÿäêà n è ñëîæíîñòè 3 · 2n − 2 ,
ïîêàçàííûé íà ðèñ. 2.1 (ñì. ëåììó 2.3). Çàìåòèì, ÷òî
óêàçàííûé ìóëüòèïëåêñîð ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè ÔÀË
µn ñíà÷àëà ïî àäðåñíûì, à çàòåì ïî èíôîðìàöèîííûì ÁÏ. Â
òî æå âðåìÿ, êîíòàêòíûé ìóëüòèïëåêñîð ïîðÿäêà n ,
ïîñòðîåííûé ïî ìåòîäó êàñêàäîâ ïðè ðàçëîæåíèè ÔÀË µn
ñíà÷àëà ïî èíôîðìàöèîííûì, à çàòåì ïî àäðåñíûì ÁÏ,
ñîäåðæèò ÊÄ ïîðÿäêà 2n îò èíôîðìàöèîííûõ ÁÏ è ïîýòîìó
èìååò ñëîæíîñòü íå ìåíüøå, ÷åì 22

n+1 . Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî
âûáîð ¾ïðàâèëüíîãî¿ ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ ïðè ðàçëîæåíèè
ÔÀË ìîæåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ñëîæíîñòü ÊÑ,
ïîñòðîåííîé ïî ìåòîäó êàñêàäîâ.
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Ó÷èòûâàÿ âñå ñêàçàííîå âûøå, äîïîëíèì ëåììû 1.3 è 2.3
ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà 3.1

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è σ ∈ B âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà:

LK (ℓσn) ⩽ 4n− 4 +

⌊
1

n

⌋
, LK

(−→
P 2(n)

)
⩽ 2 · 22n .
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Ðàññìîòðèì, â çàêëþ÷åíèå, ìåòîä Øåííîíà äëÿ ñèíòåçà ÊÑ
è ÑÔÝ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ïîðÿäîê ðîñòà
ôóíêöèé Øåííîíà LK (n) è LC (n) .
Ìåòîä Øåííîíà çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà
q, 1 ⩽ q ⩽ n , è ïîñòðîåíèè ñõåìû Σf , ðåàëèçóþùåé
ïðîèçâîëüíóþ ÔÀË f (x1, . . . , xn) íà îñíîâå åå ðàçëîæåíèÿ
ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ (ñì. ðàâåíñòâî (2.5) èç ãë. 1):

f
(
x′, x′′

)
=

∨
σ′′=(σq+1,...,σn)

x
σq+1

q+1 · · ·xσn
n · fσ′′

(
x′
)
, (3.4)

ãäå x′ = (x1, . . . , xq) , x
′′ = (xq+1, . . . , xn) è fσ′′ (x′) =

= f (x′, σ′′) ïðè âñåõ σ′′, σ′′ ∈ Bn−q .
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Ïðè ýòîì ÊÑ (ÑÔÝ â áàçèñå Á0 ) Σf ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîððåêòíóþ ñóïåðïîçèöèþ âèäà Σ′′ (Σ′) , ãäå Σ′′ �
(2n−q, 1)-êîíòàêòíîå äåðåâî (ñîîòâåòñòâåííî ìóëüòèïëåêñîð
ïîðÿäêà (n− q)) îò àäðåñíûõ ÁÏ x′′ , ÷üè âõîäû
(ñîîòâåòñòâåííî èíôîðìàöèîííûå âõîäû) ïðè âûïîëíåíèè
óêàçàííîé ñóïåðïîçèöèè ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê âûõîäàì
óíèâåðñàëüíîãî ìíîãîïîëþñíèêà Σ′ ïîðÿäêà q îò ÁÏ x′ â
ñîîòâåòñòâèè ñ (3.4).
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Ïîëàãàÿ
q = ⌊log (n− 2 log n)⌋ ,

ïîñòðîèì äëÿ ÔÀË f (x1, . . . , xn) óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì
ÊÑ (ÑÔÝ â áàçèñå Á0 ) Σf , ãäå Σ′′ � (2n−q, 1)-ÊÄ ïîðÿäêà
(n− q) (ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëà Fn−q èç ëåììû 2.3), à Σ′ �
óíèâåðñàëüíûé ìíîãîïîëþñíèê èç ëåììû 3.1 (ñîîòâåòñòâåííî
ëåììû 1.3). Êîððåêòíîñòü ïîñòðîåííîé ñóïåðïîçèöèè â
ñëó÷àå ÊÑ îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàçäåëèòåëüíîñòüþ ÊÄ.
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Äëÿ ñëîæíîñòè ïîëó÷åííîé ñõåìû Σf áóäóò ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

L (Σf ) ⩽ 2 · 22q + 2 · 2n−q ⩽
2n+2

n− 2 log n
+O

(
2n

n2

)
,

åñëè Σf ∈ UK , è

L (Σf ) ⩽ 22
q
+ 4 · 2n−q ⩽

8 · 2n

n− 2 log n
+O

(
2n

n2

)
,

åñëè Σf ∈ UC . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1

Äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà LK (n) è LC (n) âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ:

LK (n) ≲ 4 · 2
n

n
, LC (n) ≲ 8 · 2

n

n
.
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§ 4. Íèæíèå ìîùíîñòíûå îöåíêè ôóíêöèé
Øåííîíà



Çàäà÷à ñèíòåçà Íèæíèå îöåíêè Ìåòîä êàñêàäîâ äëÿ ÊÑ è ÑÔÝ Íèæíèå ìîùíîñòíûå îöåíêè Ìåòîä Ëóïàíîâà ñèíòåçà ÑÔÝ Ðåãóëÿðíûå ðàçáèåíèÿ åäèíè÷íîãî êóáà Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä ñèíòåçà ÊÑ Ñèíòåç ñõåì äëÿ êîíòàêòíûõ äåøèôðàòîðîâ

Óñòàíîâèì òåïåðü ðÿä íèæíèõ îöåíîê äëÿ ôóíêöèé
Øåííîíà, ââåäåííûõ â ïåðâîì ïàðàãðàôå ýòîé ÷àñòè êóðñà.
Âñå ýòè îöåíêè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìîùíîñòíîãî ìåòîäà,
ïðåäëîæåííîãî Øåííîíîì è îñíîâàííîãî íà òîì, ÷òî ÷èñëî
ÔÀË îò ÁÏ x1, . . . , xn íå ìîæåò áûòü áîëüøå ÷èñëà òåõ
ïîïàðíî íå ýêâèâàëåíòíûõ ñõåì, ñëîæíîñòü êîòîðûõ íå
ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Øåííîíà
îò àðãóìåíòà n .
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Ïóñòü U � îäèí èç ðàññìîòðåííûõ â ãëàâå 2 êëàññîâ ñõåì, Ψ
� ââåäåííûé òàì ôóíêöèîíàë ñëîæíîñòè, à Ψ(n) �
ôóíêöèÿ Øåííîíà äëÿ êëàññà U îòíîñèòåëüíî Ψ .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç U (Ψ, n) ìíîæåñòâî òåõ ñõåì Σ, Σ ∈ U ,
êîòîðûå ðåàëèçóþò îäíó ÔÀË èç P2 (n) è äëÿ êîòîðûõ
Ψ(Σ) ⩽ Ψ . Ñëåäóþùåå ¾ìîùíîñòíîå¿ ðàâåíñòâî âûòåêàåò
íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé:

∥U (Ψ (n) , n)∥ = 22
n
. (4.1)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n è
äåéñòâèòåëüíûõ Ψ̂, δ , ãäå 0 < δ < 1 , âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ∥∥∥U(Ψ̂, n)∥∥∥ ⩽ δ · 22n , òî Ψ(f) ⩾ Ψ̂ (4.2)

äëÿ íå ìåíåå ÷åì (1− δ) · 22n ÔÀË f èç P2(n) .
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Âåðõíèå îöåíêè âåëè÷èíû ∥U(Ψ, n)∥ , óñòàíîâëåííûå â
ãëàâå 2 äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñõåì è ôóíêöèîíàëîâ
ñëîæíîñòè, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ (4.1)�(4.2) ñëóæàò îñíîâîé
äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ ìîùíîñòíûõ îöåíîê
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Øåííîíà è ñëîæíîñòè ïî÷òè âñåõ
ÔÀË. Íàïîìíèì, ÷òî (ñì. ëåììû 4.3, 4.4, 6.2, 6.3 èç ãëàâû 2)
äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è L ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:∥∥UC (L, n)

∥∥ ⩽ (8 (L+ n))L+1 , (4.3)∥∥UΦ (L, n)
∥∥ ⩽ (8n)L+1 , (4.4)∥∥UK (L, n)
∥∥ ⩽ (8nL)L , (4.5)

∥Uπ (L, n)∥ ⩽ (12n)L , (4.6)∥∥UΦ[D,n]
∥∥ ⩽ (8n)2

D

. (4.7)
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Ëåììà 4.1

Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, y, q èç
íåðàâåíñòâ

a log q > 1, (ay)y ⩾ q, (4.8)

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

y ⩾
log q

log (a log q)

(
1 +

log log (a log q)

log (ae log q)

)
, (4.9)

ãäå e � îñíîâàíèå íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ, à èç
íåðàâåíñòâ a > 1, ay ⩾ q � íåðàâåíñòâî

y ⩾
log q

log a
. (4.10)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà a = 1 è log q > 1 . Â ýòîì
ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (4.9) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü
(4.8) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî y , è äëÿ

ŷ = (1 + ε)
log q

log log q
, ãäå ε =

log log log q

log (e log q)
,

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ŷ log ŷ =

= (1 + ε)
log q

log log q
(log log q − log log log q + log e ln (1 + ε)) ⩽

⩽ log q (1 + ε)

(
1− log log log q

log log q
+

ε log e

log log q

)
=

= log q (1 + ε) (1− ε) = log q
(
1− ε2

)
⩽ log q.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå a > 0 íåðàâåíñòâî (4.8) ýêâèâàëåíòíî
íåðàâåíñòâó

(ay)ay ⩾ qa,

è ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (4.9) ïîëó÷àåòñÿ èç íåðàâåíñòâà y ⩾ ŷ
â ðåçóëüòàòå çàìåíû y íà ay è log q íà a log q , åñëè
âûïîëíåíî óñëîâèå a log q > 1 .
Íåðàâåíñòâî (4.10) â ñëó÷àå a > 1 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íåðàâåíñòâà ay ⩾ q è äåëåíèÿ îáåèõ
÷àñòåé ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà log a .
Ëåììà äîêàçàíà. □
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Òåîðåìà 4.1

Äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé εi=εi(n) , ãäå
i = 1, . . . , 5 è n = 1, 2, . . ., òàêèõ, ÷òî εi (n) ⩾ 0 ïðè n ⩾ n0
è εi (n) ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n , ñòðåìÿùåìñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè, äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé f èç P2(n)
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

LC (f) ⩾ (1 + ε1 (n))
2n

n
, (4.11)

LΦ (f) ⩾ (1− ε2 (n))
2n

log n
, (4.12)

LK (f) ⩾ (1− ε3 (n))
2n

n
, (4.13)

Lπ (f) ⩾ (1− ε4 (n))
2n

log n
, (4.14)

D (f) ⩾ n− log log n− ε5(n). (4.15)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Çàíóìåðóåì âñå ôóíêöèè èç P2(n) ïî íåóáûâàíèþ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèîíàëà L èõ ñëîæíîñòè â êëàññå ñõåì U è îáîçíà÷èì
÷åðåç f̂ ôóíêöèþ ñ íîìåðîì ⌈22n/n⌉ , òîãäà äëÿ δ = 1

n è

ñëîæíîñòè ôóíêöèè f̂ â êà÷åñòâå Ψ̂ áóäåò, î÷åâèäíî,
âûïîëíÿòüñÿ ãîäíîå äëÿ ïðèìåíåíèÿ ëåììû 4.1 íåðàâåíñòâî∥∥∥U(Ψ̂, n)∥∥∥ ⩾ δ · 22n . (∗)
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Íåðàâåíñòâà (4.11)�(4.14) âûâîäÿòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó ñõåì U ñ ôóíêöèîíàëîì
ñëîæíîñòè L íåðàâåíñòâà (4.3)�(4.6) íà îñíîâå ìîùíîñòíîãî
íåðàâåíñòâà (∗) , â êîòîðîì δ = 1/n , ñ èñïîëüçîâàíèåì
ëåììû 4.1, ãäå q = 22

n
/n , à òàêæå

1) a = 8, y = LC(f̂) + n, åñëè U = UC;

2) a = 8n, y = LΦ(f̂) + 1, åñëè U = UΦ;

3) a = 8n, y = LK(f̂), åñëè U = UK;

4) a = 12n, y = Lπ(f̂), åñëè U = Uπ.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ óêàçàííûå çíà÷åíèÿ â (4.9),
ïîëó÷èì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè íå ìåíüøå, ÷åì (1− 1/n) ,
äîëÿ òåõ ÔÀË f èç P2(n) (à èìåííî, ôóíêöèé, ñëîæíîñòü

ðåàëèçàöèè êîòîðûõ íå ìåíüøå, ÷åì ó f̂ ), äëÿ êîòîðûõ

1) LC(f) ⩾
2n − log n

n+ 3− o(1)

(
1 +

log(n+ 3− o(1))

n+ log(8e)− o(1)

)
− n ⩾

⩾
2n

n

(
1 +

log n− 3− o(1)

n

)
;

(4.16)

2) LΦ(f) ⩾
2n − log n

log n+ 3
− 1 ⩾

2n

log n

(
1− 3 + o(1)

log n

)
; (4.17)

3) LK(f) ⩾
2n

n+ 3 + log n

(
1 +

log(n+ 3 + log n)− o(1)

n+ 5 + log n

)
⩾

⩾
2n

n

(
1− 3 + o(1)

n

)
.

(4.18)
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (4.11) ((4.12), (4.13)) áóäåò

ñïðàâåäëèâî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïðè ε1 (n) =
logn−4

n

(ñîîòâåòñòâåííî ε2 (n) =
4

logn , ε3 (n) =
4
n ).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü
(4.14) è (4.15) ïðè ε4(n) =

6
logn = ε5(n) .

Òåîðåìà äîêàçàíà. □
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Ñëåäñòâèå 1

LC (n) ≳
2n

n
, LΦ (n) ≳

2n

log n
, LK (n) ≳

2n

n
,

Lπ (n) ≳
2n

log n
.



Çàäà÷à ñèíòåçà Íèæíèå îöåíêè Ìåòîä êàñêàäîâ äëÿ ÊÑ è ÑÔÝ Íèæíèå ìîùíîñòíûå îöåíêè Ìåòîä Ëóïàíîâà ñèíòåçà ÑÔÝ Ðåãóëÿðíûå ðàçáèåíèÿ åäèíè÷íîãî êóáà Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä ñèíòåçà ÊÑ Ñèíòåç ñõåì äëÿ êîíòàêòíûõ äåøèôðàòîðîâ

Ìîùíîñòíûå ñîîáðàæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè
ïîëó÷åíèè íèæíèõ îöåíîê äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà,
ñâÿçàííûõ ñ ðåàëèçàöèåé ÔÀË èç êëàññà Q ,
Q = Q (1) ∪ Q (2) ∪ . . . ∪ Q (n) ∪ . . . , ãäå

Q ⊆ P2 è Q (n) = Q ∩ P2 (n) , n = 1, 2, . . . .

Ïóñòü U � îäèí èç ðàññìîòðåííûõ â ãëàâå 2 êëàññîâ ñõåì,
Ψ � ââåäåííûé òàì ôóíêöèîíàë ñëîæíîñòè, à Ψ(Q (n)) �
ôóíêöèÿ Øåííîíà (äëÿ êëàññà ñõåì U îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèîíàëà ñëîæíîñòè Ψ), ñâÿçàííàÿ ñ êëàññîì ÔÀË Q ,
òî åñòü

Ψ(Q (n)) = max
f∈Q(n)

Ψ(f) .
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Ñëåäóþùåå ¾ìîùíîñòíîå¿ íåðàâåíñòâî îáîáùàåò
ðàâåíñòâî (4.1) è âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé:

∥U (Ψ (Q (n)) , n)∥ ⩾ |Q (n)| . (4.19)

Îíî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó ôóíêöèè Øåííîíà
Ψ(Q (n)) íà îñíîâå èçâåñòíîé âåðõíåé îöåíêè âåëè÷èíû
∥U (Ψ, n)∥ .
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Ðàññìîòðèì, â ÷àñòíîñòè, íèæíèå ìîùíîñòíûå îöåíêè äëÿ
ôóíêöèé LC (Q (n)) è LK (Q (n)) , òî åñòü ôóíêöèé Øåííîíà
äëÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ÔÀË èç êëàññà Q ñõåìàìè èç
êëàññîâ UC è UK ñîîòâåòñòâåííî. Íà îñíîâå ìîùíîñòíûõ
ñîîáðàæåíèé (ñì. (4.19)) àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî â òåîðåìå 4.1 äëÿ ñëó÷àÿ Q = P2 , äîêàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.2

Äëÿ êëàññà ÔÀË Q òàêîãî, ÷òî n = o
(

log|Q(n)|
log log|Q(n)|

)
(log n = o (log log |Q(n)|)), âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
àñèìïòîòè÷åñêèå íåðàâåíñòâà

LC (Q (n)) ≳
log |Q (n)|

log log |Q(n)|
, (4.20)

(ñîîòâåòñòâåííî LK (Q (n)) ≳
log |Q (n)|

log log |Q(n)|
). (4.21)
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Ïóñòü, íàïðèìåð, êëàññ Q ñîñòîèò èç âñåõ ÔÀË,
ñèììåòðè÷íûõ ïî ïåðâûì äâóì ÁÏ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè

ýòîì |Q (n)| = 2
3
4
2n , òàê êàê f ∈ Q(n) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âòîðàÿ è òðåòüÿ ÷åòâåðòè ñòîëáöà çíà÷åíèé α̃f

ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 4.2, îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî

LC(Q(n)) ≳
3

4
· 2

n

n
, LK (Q (n)) ≳

3

4
· 2

n

n
. (4.22)
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§ 5. Äèçúþíêòèâíî-óíèâåðñàëüíûå ìíîæåñòâà
ôóíêöèé. Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä

Î.Á. Ëóïàíîâà äëÿ ñèíòåçà ñõåì èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå {&,∨,¬}
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Ðàññìîòðèì ìåòîä ñèíòåçà ñõåì èç êëàññà UC , êîòîðûé áûë
ïðåäëîæåí Î.Á. Ëóïàíîâûì è ïîçâîëèë âïåðâûå óñòàíîâèòü
àñèìïòîòèêó ôóíêöèè Øåííîíà LC (n) . Ýòîò ìåòîä, êàê è
ìåòîä Øåííîíà (ñì. ïàðàãðàô 3 ýòîé ÷àñòè), îñíîâàí íà
ïðåäñòàâëåíèè ðåàëèçóåìîé ÔÀË f, f ∈ P2 (n) , â âèäå (3.4)
è ïîñòðîåíèè èñêîìîé ÑÔÝ Σf , ðåàëèçóþùåé ÔÀË f , êàê
ñóïåðïîçèöèè ñõåì âèäà Σf = Σ′′ (Σ′) .
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Ïðè ýòîì ñõåìà Σ′′ ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëåêñîðîì
ïîðÿäêà (n− q) îò àäðåñíûõ ÁÏ x′′ = (xq+1, . . . , xn) , à ñõåìà
Σ′ ðåàëèçóåò âñå ÔÀË âèäà fσ′′ (x′) , ãäå
x′ = (x1, . . . , xq) , σ

′′ ∈ Bn−q , è fσ′′ (x′) = f (x′, σ′′) . Îäíàêî, â
îòëè÷èå îò ìåòîäà Øåííîíà, êàæäàÿ ÔÀË fσ′′ (x′) áåðåòñÿ
íå ñ âûõîäà óíèâåðñàëüíîãî ìíîãîïîëþñíèêà îò ÁÏ x′ , à
ðåàëèçóåòñÿ íà âûõîäå Σ′ êàê äèçúþíêöèÿ íåêîòîðûõ ÔÀË,
âûáðàííûõ èç ñïåöèàëüíîãî ìíîæåñòâà G, G ⊆ P2 (q) ,
ðåàëèçîâàííîãî íà âûõîäàõ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäñõåìû
ñõåìû Σ′ .
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Ìíîæåñòâî ÔÀË G, G ⊆ P2 (m) , íàçûâàåòñÿ
äèçúþíêòèâíî-óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì (ÄÓÌ) ïîðÿäêà
m è ðàíãà p , åñëè ëþáàÿ ÔÀË g, g ∈ P2 (m) , ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

g = g1 ∨ . . . ∨ gp,

ãäå gi ∈ G ïðè âñåõ i, i = 1, . . . , p . Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ ñâÿçàí ñ ðàçáèåíèÿìè
åäèíè÷íîãî êóáà.
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Ïóñòü Π = (π1, . . . , πp) � ðàçáèåíèå êóáà Bm , è ïóñòü äëÿ
âñåõ i, i = 1, . . . , p , ÔÀË ψi (x1, . . . , xm) �
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÔÀË ìíîæåñòâà πi , à G

(i) � ìíîæåñòâî
âñåõ òåõ ÔÀË g, g ∈ P2 (m) , êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â 0 âíå
πi . Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ÔÀË G âèäà

G = G(1) ∪ . . . ∪G(p)

ÿâëÿåòñÿ ÄÓÌ ïîðÿäêà m è ðàíãà p . Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ
ÔÀË g, g ∈ P2 (m) , ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

g = g1 ∨ . . . ∨ gp, (5.1)

ãäå gi = ψig è, ñëåäîâàòåëüíî, gi ∈ G(i) äëÿ âñåõ i ,
i = 1, . . . , p .
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà G(i), i = 1, . . . , p ,
ðàâíà 2si , ãäå si = |πi| , è ÷òî ìíîæåñòâî G(i) ∩G(j) ñîñòîèò
èç ÔÀË, òîæäåñòâåííî ðàâíîé 0 , åñëè 1 ⩽ i < j ⩽ p .
Ñëåäîâàòåëüíî,

λ = |G| =
p∑

i=1

∣∣∣G(i)
∣∣∣− (p− 1) ⩽

p∑
i=1

2si ⩽ p2s,

ãäå
s = max

1⩽i⩽p
si.
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Óêàçàííîå ÄÓÌ G áóäåì íàçûâàòü ÄÓÌ, ñâÿçàííûì ñ
ðàçáèåíèåì Π . Êîìïîíåíòû ðàçáèåíèÿ Π áóäåì ïðè ýòîì
íàçûâàòü ïîëîñàìè ÄÓÌ G , à ÔÀË ψ1 = χδ1 , . . . , ψp = χδp �
åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÔÀË. Çàìåòèì, ÷òî
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÔÀË ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî åñòü
îäíîâðåìåííî â 1 íå îáðàùàþòñÿ, è ïðèíàäëåæàò G .
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (5.1) â ñëó÷àå
ðàññìàòðèâàåìîãî ÄÓÌ G ðàâíîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèþ:

g = ψ1g1 ∨ ψ2g2 ∨ · · · ∨ ψpgp (5.2)
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Áóäåì ñ÷èòàòü ñòàíäàðòíûì ÄÓÌ ïîðÿäêà m è âûñîòû s ,
ãäå

s ⩽2m, (5.3)

ÄÓÌ, ñâÿçàííîå ñ ðàçáèåíèåì Π = (π1, . . . , πp) êóáà B
m íà

ïîñëåäîâàòåëüíûå îòðåçêè, äëÿ êîòîðîãî íîìåð ëþáîãî
íàáîðà èç ìíîæåñòâà πi ìåíüøå íîìåðà ëþáîãî íàáîðà èç
ìíîæåñòâà πj , åñëè i < j , è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

p =

⌈
2m

s

⌉
, s1 = s2 = · · · = sp−1 = s,

sp = 2m − (p− 1) s ⩽ s.

(5.4)

Òàáëèöà çíà÷åíèé ÔÀË ÄÓÌ G ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5.1.
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Ðèñ. 5.1: ê îïðåäåëåíèþ äèçúþíêòèâíî-óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà
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Èç ïðîâåäåííûõ ïîñòðîåíèé è îòìå÷åííûõ âûøå ñâîéñòâ
ñòàíäàðòíîãî ÄÓÌ âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 5.1

Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ p , m è s , ãäå p =
⌈
2m

s

⌉
,

ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíîå ÄÓÌ G ïîðÿäêà m, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ÄÓÌ ðàíãà p è â êîòîðîì:
λ = |G| ⩽ p2s ;
èìååòñÿ ñèñòåìà èç p îðòîãîíàëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ÔÀË ψ1, . . . , ψp ÄÓÌ G , îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
äëÿ ëþáîé ÔÀË g , g ∈ P2 (m), è íåêîòîðûõ ÔÀË g1, . . . , gp
èç G ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî ïðåäñòàâëåíèå (5.1), íî è
ïðåäñòàâëåíèå (5.2).
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Òåîðåìà 5.1

Äëÿ ëþáîé ÔÀË f, f ∈ P2(n) , ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùàÿ åå
ÑÔÝ Σf , Σf ∈ UC , òàêàÿ, ÷òî

L (Σf ) ⩽
2n

n

(
1 +

5 log n+O (1)

n

)
. (5.5)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü x′=(x1, . . . , xq), x
′′=(xq+1, . . . , xn) è fσ′′ (x′) = f (x′, σ′′)

äëÿ âñåõ σ′′ èç Bn−q . Ïóñòü, äàëåå, Σ′′ � ìóëüòèïëåêñîð
ïîðÿäêà (n− q) îò àäðåñíûõ ÁÏ x′′ è èíôîðìàöèîííûõ ÁÏ
y = (y0, . . . , y2n−q−1) , êîòîðûé ïîñòðîåí â ñîîòâåòñòâèè ñ
ëåììîé 2.3, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìóëó Fn−q è ðåàëèçóåò
ìóëüòèïëåêñîðíóþ ÔÀË µn−q (x

′′, y) .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïóñòü s � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, óäîâëåòâîðÿþùèé (5.3), à G
� ñòàíäàðòíîå ÄÓÌ ïîðÿäêà m = q è âûñîòû s ,
óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèÿì ëåììû 5.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ΣG ÑÔÝ, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË
−→
G è

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ñõåì, ïîñòðîåííûõ äëÿ
êàæäîé èç íèõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.2. Çàìåòèì, ÷òî, â
ñèëó ëåììû 2.3, (1.3) è ëåììû 5.1, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

L
(
Σ′′) ⩽ 4 · 2n−q,

L (ΣG) ⩽ 3p2s+q.
(5.6)
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ñõåìà Σ′ ñîäåðæèò ÑÔÝ ΣG â êà÷åñòâå ïîäñõåìû è
ðåàëèçóåò êàæäóþ ÔÀË fσ′′ (x′) , ãäå σ′′ ∈ Bn−q , íà îäíîì èç
ñâîèõ âûõîäîâ êàê ÔÀË g (x′) âèäà (5.1) ñ ïîìîùüþ ÑÔÝ èç
(p− 1) ÔÝ ∨ , âõîäû êîòîðîé ïðèñîåäèíåíû ê
ñîîòâåòñòâóþùèì âûõîäàì ΣG .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Èñêîìàÿ ÑÔÝ Σf èìååò âèä Σf = Σ′′ (Σ′) è ðåàëèçóåò ÔÀË
f â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì (3.4). Äëÿ íåå, â ñèëó (5.6),
áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

L (Σf ) ⩽ 2n−q (p− 1) + L
(
Σ′′)+ L (ΣG) ⩽

⩽ 2n−q (p− 1) + 4 · 2n−q + 3p2s+q,

èç êîòîðûõ, âûáðàâ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

s = ⌈n− 5 log n⌉ , m = q = ⌈2 log n⌉ ,

óäîâëåòâîðÿþùèå (5.3), â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 5.1 ïîëó÷èì

L (Σf ) ⩽
2n

n− 5 log n
+O

(
2n

n2

)
=

2n

n

(
1 +

5 log n+O (1)

n

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. □
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Ñëåäñòâèå

Èç (5.5) ñ ó÷¼òîì ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 4.1 âûòåêàåò, ÷òî

LC (n) ∼ 2n

n
.
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Îòìåòèì, â çàêëþ÷åíèå, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.5) è
òåîðåìîé 4.1 ñëîæíîñòü LC(f) äëÿ ïî÷òè âñåõ ÔÀË
f, f ∈ P2(n) , àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà ôóíêöèè Øåííîíà
LC(n) , òî åñòü ñëîæíîñòè ñàìîé ñëîæíîé ÔÀË èç P2(n) .
Òåì ñàìûì, â îòëè÷èå îò êëàññà ÄÍÔ (ñì. §7 ãëàâû 1), â
êëàññå ñõåì UC èìååò ìåñòî ò. í. ýôôåêò Øåííîíà �
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî ñëîæíîñòè ïî÷òè âñåõ ÔÀË è
ñëîæíîñòè ñàìîé ñëîæíîé ÔÀË îò çàäàííîãî ÷èñëà ÁÏ,
ñòðåìÿùåãîñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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Îïèñàííûé âûøå àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä ñèíòåçà
ñõåì îðèåíòèðîâàí, âîîáùå ãîâîðÿ, íà ïðîèçâîëüíóþ èëè
ñàìóþ ¾ñëîæíóþ¿ ÔÀË. Òåì íå ìåíåå, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îí
ñëóæèò îñíîâîé àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øåãî ìåòîäà ñèíòåçà
ÑÔÝ äëÿ ÔÀË èç çàäàííîãî ñïåöèàëüíîãî êëàññà Q è
ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü äëÿ ýòîãî êëàññà ¾ñòàíäàðòíóþ¿
(ñì. (4.20)) àñèìïòîòèêó âèäà

LC(Q(n)) ∼ log log |Q(n)|
log |Q(n)|

. (5.7)
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Çàìåòèì, ÷òî àñèìïòîòèêà (5.7) óñòàíàâëèâàåòñÿ, êàê
ïðàâèëî, ïóòåì ñâåäåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ÑÔÝ äëÿ ëþáîé
ÔÀË èç Q(n) ê çàäà÷å ñèíòåçà ÑÔÝ äëÿ ñèñòåìû èç îäíîé
èëè íåñêîëüêèõ ïðîèçâîëüíûõ ÔÀË îò ìåíüøåãî ÷èñëà ÁÏ.
Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äâîè÷íûé ëîãàðèôì ÷èñëà òåõ
ñèñòåì ÔÀË, ê ðåàëèçàöèè êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ðåàëèçàöèÿ
ÔÀË èç Q(n) , áûë àñèìïòîòè÷åñêè ðàâåí log |Q(n)| , à
ñëîæíîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ ÔÀË, îáåñïå÷èâàþùèõ äàííîå
ñâåäåíèå, áûëà áû ñóùåñòâåííî ìåíüøå ïðàâîé ÷àñòè (5.7).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îáñòîèò äåëî ñ êëàññîì ÊÑ.
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Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ââåäåííûé â §4 êëàññ ÔÀË Q ,
ñîñòîÿùèé èç âñåõ ÔÀË, ñèììåòðè÷íûõ ïî ïåðâûì äâóì ÁÏ,
è äîêàæåì, ÷òî

LC (Q (n)) ≲
3

4
· 2

n

n
,

òî åñòü, ñ ó÷åòîì (4.22), óñòàíîâèì äëÿ íåãî
àñèìïòîòèêó (5.7) âèäà

LC (Q (n)) ∼ 3

4
· 2

n

n
.
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëàãàÿ ÔÀË f (x1, . . . , xn) èç Q (n) ïî ÁÏ
x1 , x2 , ïîëó÷èì

f
(
x1, x2, x

′) = ∨
(σ1,σ2)∈B2

xσ1
1 x

σ2
2 fσ1,σ2

(
x′
)
, (5.8)

ãäå x′ = (x3, . . . , xn) è fσ1,σ2 (x
′) = fσ1,σ2 (σ1, σ2, x

′) , ïðè÷åì
f01 = f10 â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ÔÀË f ïî ÁÏ x1 , x2 .
Èñêîìàÿ ÑÔÝ Σf ðåàëèçóåò ÔÀË f â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.8) è
èìååò âèä Σf = Σ′′ (Σ′) , ãäå Σ′′ � ìóëüòèïëåêñîðíàÿ ÑÔÝ
ïîðÿäêà 2 îò àäðåñíûõ ÁÏ x1 , x2 , à ÑÔÝ Σ′ îò ÁÏ x′

ðåàëèçóåò àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèì ñïîñîáîì ÔÀË f00 ,
f01 = f10 è f11 îò ÁÏ x′ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëîæíîñòü
ïîñòðîåííîé ñõåìû Σf àñèìïòîòè÷åñêè íå áîëüøå, ÷åì 3

4 ·
2n

n .
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§ 6. Ðåãóëÿðíûå ðàçáèåíèÿ åäèíè÷íîãî êóáà è
ìîäåëèðîâàíèå ôóíêöèé ïåðåìåííûìè.

Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä ñèíòåçà
ôîðìóë â áàçèñå {&,∨,¬}
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Ìíîæåñòâî δ, δ ⊆ Bq , íàçûâàåòñÿ m-ðåãóëÿðíûì
ìíîæåñòâîì íàáîðîâ êóáà Bq , åñëè m < q, |δ| = 2m è âñå
ïðåôèêñû1 äëèíû m íàáîðîâ èç δ ðàçëè÷íû. Çàìåòèì, ÷òî
m-ðåãóëÿðíîìó ìíîæåñòâó δ, δ ⊆ Bq , ìîæíî âçàèìíî
îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü ñèñòåìó ÔÀË ψ = (ψ1, . . . , ψq−m) èç

P q−m
2 (m) òàê, ÷òî íàáîð α = (β, γ) , ãäå β ∈ Bm è γ ∈ Bq−m ,

ïðèíàäëåæèò δ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ (β) = γ .
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ëþáàÿ ÔÀË g, g ∈ P2 (q) , ñîâïàäàåò íà
m-ðåãóëÿðíîì ìíîæåñòâå íàáîðîâ δ, δ ⊆ Bq , ñ íåêîòîðîé
ÔÀË èç P2 (m) , åñëè ðàññìàòðèâàòü P2 (m) êàê ìíîæåñòâî
âñåõ ÔÀË èç P2 (q) ñ íåñóùåñòâåííûìè ÁÏ xm+1, . . . , xq .
Ïðè ýòîì ëþáàÿ ÔÀË èç ñâÿçàííîé ñ δ ñèñòåìû ôóíêöèé
ñîâïàäàåò íà δ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ÁÏ êóáà Bq .

1Äëÿ ñëîâà (íàáîðà) α âèäà α = βγ ñëîâî β (γ ) ñ÷èòàåòñÿ åãî
ïðåôèêñîì (ñîîòâåòñòâåííî ñóôôèêñîì).
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Äëÿ íàáîðîâ β = (β1, . . . , βq) è α = (α1, . . . , αq) ÷åðåç β ⊕ α
áóäåì îáîçíà÷àòü íàáîð âèäà (β1 ⊕ α1, . . . , βq ⊕ αq) . Äëÿ
ìíîæåñòâà δ, δ ⊆ Bq , è íàáîðà α, α ∈ Bq , îïðåäåëèì
ìíîæåñòâî δ ⊕ α êàê ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ âèäà
β ⊕ α , ãäå β ∈ δ , òî åñòü ìíîæåñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç
ìíîæåñòâà δ ñäâèãîì (ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì) íà íàáîð
α . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ m-ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà δ, δ ⊆ Bq , è
ëþáîãî íàáîðà α, α ∈ Bq , ìíîæåñòâî δ ⊕ α òàêæå ÿâëÿåòñÿ
m-ðåãóëÿðíûì. Åñëè ïðè ýòîì ν (α) < 2q−m , òî åñòü

α = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, γ),

ãäå γ = (γ1, . . . , γq−m) è ν (γ) = ν (α) , à ìíîæåñòâî íàáîðîâ δ
ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå ÔÀË g = (g1, . . . , gq−m) , òî ìíîæåñòâî
íàáîðîâ δ ⊕ α áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñèñòåìå ÔÀË
(g1 ⊕ γ1, . . . , gq−m ⊕ γq−m) , ïîëó÷àþùåéñÿ èç ñèñòåìû g
èíâåðòèðîâàíèåì íåêîòîðûõ ÔÀË.
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Âñÿêîå ðàçáèåíèå ∆ = (δ1, . . . , δ2q−m) áóëåâà êóáà Bq íà
m-ðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà δ1, . . . , δ2q−m íàçûâàåòñÿ
m-ðåãóëÿðíûì ðàçáèåíèåì êóáà Bq .

Ëåììà 6.1

Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m, λ è q = m+ λ è äëÿ ëþáîé
ñèñòåìû ÔÀË g = (g1, . . . , gλ) èç P

λ
2 (m) ñóùåñòâóåò

m-ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå ∆ = (δ1, . . . , δ2q−m) êóáà Bq òàêîå,
÷òî ëþáàÿ ÔÀË gi íà ëþáîé êîìïîíåíòå δj ñîâïàäàåò ëèáî
ñ îäíîé èç ÁÏ xm+1, . . . , xq , ëèáî ñ å¼ îòðèöàíèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü δ = δ1 � m-ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå
ñèñòåìå ÔÀË g = (g1, . . . , gλ) , è ïóñòü δi = δ1 ⊕ α , ãäå
ν(α) = i− 1 , äëÿ âñåõ i, i = 1, . . . , 2q−m . Èç ïîñòðîåíèÿ
ñèñòåìû ìíîæåñòâ ∆ = (δ1, . . . , δ2q−m) ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå
èç íèõ îáëàäàåò òðåáóåìûì ñâîéñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñ
ìîäåëèðîâàíèåì ÔÀË èç g ñ ïîìîùüþ ÁÏ.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ∆ � ïîêðûòèå êóáà Bq . Äëÿ ýòîãî
âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç Bq âèäà (β, γ) , ãäå β ∈ Bm

è γ ∈ Bq−m , à ïî íåìó íàéäåì â ìíîæåñòâå δ íàáîð âèäà
(β, γ̂) , êîòîðûé èìååòñÿ â δ â ñèëó m-ðåãóëÿðíîñòè ýòîãî
ìíîæåñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî,

(β, γ) = (β, γ̂)⊕ (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, γ̂ ⊕ γ) = (β, γ̂)⊕ α,

ãäå ν (α) < 2q−m . Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ∆ îáðàçóåò
ïîêðûòèå êóáà Bq .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç m-ðåãóëÿðíîñòè δ ñëåäóåò
m-ðåãóëÿðíîñòü ëþáîãî èç ìíîæåñòâ δi, i = 1, . . . , 2q−m , è
ïîýòîìó

2q−m∑
i=1

|δi| = 2m2q−m = 2q.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ∆ îáðàçóåò ðàçáèåíèå êóáà Bq .
Ëåììà äîêàçàíà. □
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Ïðèìåíèì òåõíèêó ìîäåëèðîâàíèÿ ÔÀË ïåðåìåííûìè äëÿ
ñèíòåçà ôîðìóë â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.

Òåîðåìà 6.1

Äëÿ ëþáîé ÔÀË f , f ∈ P2(n) , â UΦ ñóùåñòâóåò
ðåàëèçóþùàÿ åå ôîðìóëà Ff , äëÿ êîòîðîé

L (Ff ) ⩽
2n

log n

(
1 +

2 log log n+O(1)

log n

)
. (6.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðû m , s è p óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèÿì

s ⩽ 2m, p =

⌈
2m

s

⌉
, m+ p · 2s ⩽ n,

à G � ñòàíäàðòíîå ÄÓÌ ïîðÿäêà m è âûñîòû s , äëÿ
êîòîðîãî |G| = λ ⩽ p · 2s (ñì. §5). Ïóñòü, äàëåå, q = m+ λ è,
ñëåäîâàòåëüíî, q ⩽ n , à ∆ = (δ1, . . . , δ2λ) � m-ðåãóëÿðíîå
ðàçáèåíèå êóáà Bq , ïîëó÷åííîå ïî ëåììå 6.1 äëÿ ñèñòåìû

ÔÀË
−→
G .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïîëîæèì x′ = (x1, . . . , xq) è çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ
ÔÀË h , h ∈ P2(q) , íà ëþáîé êîìïîíåíòå δi , i ∈ [1, 2λ] , â
ñèëó åå m-ðåãóëÿðíîñòè ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé ÔÀË
ĥ(x1, . . . , xm) . Ïðè ýòîì ÔÀË ĥ ðàâíà äèçúþíêöèè p ÔÀË
èç ÄÓÌ G , êàæäàÿ èç êîòîðûõ â ñèëó ëåììû 6.1 ñîâïàäàåò
íà δi ñ áóêâîé îäíîé èç ÁÏ xm+1, . . . , xq . Ñëåäîâàòåëüíî,
ÔÀË h ñîâïàäàåò íà δi ñ ÝÄ ðàíãà p îò óêàçàííûõ ÁÏ.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Äëÿ ÔÀË f (x) èç P2 (n) , ãäå x = (x1, . . . , xn) ,
x′′ = (xq+1, . . . , xn) ðàññìîòðèì åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

f (x) =

=
∨

σ′′=(σq+1,...,σn)

x
σq+1

q+1 · · ·xσn
n

2q−m∨
i=1

x
i

(
x′
)
fσ′′

(
x′
) =

=

2q−m∨
i=1

x
i

(
x′
) ∨

σ′′=(σq+1,...,σn)

x
σq+1

q+1 · · ·xσn
n Jσ′′,i

(
x′
), (6.2)

ãäå x
i
(x′) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÔÀË ìíîæåñòâà δi ,

i = 1, . . . , 2q−m , à ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ (ÝÄ) Jσ′′,i (x
′)

ðàíãà p îò ÁÏ xm+1, . . . , xq , ñîâïàäàåò íà δi ñ ÔÀË
fσ′′ (x′) = f (x′, σ′′) .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïîñòðîèì äëÿ ÔÀË f íà îñíîâå (6.2) ôîðìóëó F̃f ñ
ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè, êîòîðàÿ èìååò âèä

F̃f =

2λ∨
i=1

Ai(x
′)Fn−q

(
x′′, J0̃,i, . . . , J1̃,i

)
,

ãäå Fn−q (x
′′, y0, . . . , y2n−q−1) � áåñïîâòîðíàÿ ïî

èíôîðìàöèîííûì ÁÏ ôîðìóëà èç ëåììû 2.3, ðåàëèçóþùàÿ
ÔÀË µn−q , à Ai, i ∈ [1, 2λ] , � ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË x

i
.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïóñòü, äàëåå, ôîðìóëà Ff ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû F̃f

îïòèìèçàöèåé ÝÄ ïî ÷èñëó îòðèöàíèé, òî åñòü çàìåíîé
êàæäîé ÝÄ Jσ′′,i âèäà xj1 ∨ · · · ∨ xjt ∨ x̄jt+1 ∨ · · · ∨ x̄jp , ãäå
t ⩽ p , ôîðìóëîé Ĵσ′′,i âèäà xj1 ∨ · · · ∨ xjt ∨ (xjt+1 · · ·xjp) .
Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ÔÝ ¬ âî âñåõ ôîðìóëàõ Ai, i ∈ [1, 2λ] ,
ðàâíî ïîëîâèíå èõ ñóììàðíîãî ðàíãà, ÷òî â êàæäîé ôîðìóëå
âèäà Ĵσ′′,i èìååòñÿ îäèí ÔÝ ¬ , è íàïîìíèì (ñì. ëåììó 2.3),
÷òî R(Fn−q) ⩽ 3 · 2n−q è L¬(Fn−q) ⩽ 2n−q .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 2.1 ãëàâû 2,

L&,∨ (Ff ) ⩽ 2q−m
(
q · 2m + (p− 1)2n−q + 3 · 2n−q

)
, (6.3)

L¬ (Ff ) ⩽ q · 2q−1 + 2n−m + 2n−m. (6.4)

Âûáèðàÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ m è s òàê, ÷òî

m = ⌊3 log log n⌋ − 1, s = ⌊log n− 2 log log n⌋ − 1,

è ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (6.3), (6.4), ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

L (Ff ) ⩽
2n

log n− 2 log log n
+O

(
2n

log2 n

)
,

èç êîòîðîãî äëÿ ñëîæíîñòè ôîðìóëû Ff ñëåäóåò îöåíêà
(6.1). Òåîðåìà äîêàçàíà. □
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Ñëåäñòâèå

Èç (6.1) ñ ó÷åòîì íèæíèõ îöåíîê ñëåäñòâèÿ èç
òåîðåìû 4.1 âûòåêàåò, ÷òî

LΦ(n) ∼ 2n

log n
.
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Çàìå÷àíèå

Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìóë Ff è F̃f âìåñòî ïîäôîðìóëû
Fn−q (x

′′, y0, . . . , y2n−q−1) èç ëåììû 2.3 âçÿòü ýêâèâàëåíòíóþ,
íî áîëåå îïòèìàëüíóþ ïî àëüòåðíèðîâàíèþ ôîðìóëó îò òåõ
æå ÁÏ (÷òî âûïîëíèìî), à ê ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå
ôîðìóëå ïðèìåíèòü îïòèìèçàöèþ ïî ãëóáèíå (òåîðåìà 2.1
ãëàâû 2), òî ïîñòðîåííàÿ óêàçàííûì ñïîñîáîì äëÿ ÔÀË f
ôîðìóëà F̌f áóäåò ïîìèìî (6.1) óäîâëåòâîðÿòü òàêæå
íåðàâåíñòâó

D(F̌f ) ⩽ n− log log n+O(1),

èç êîòîðîãî ñ ó÷åòîì íèæíèõ îöåíîê ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 4.1,
âûòåêàåò, ÷òî

D(n) = n− log log n±O(1).
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§ 7. Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä ñèíòåçà
êîíòàêòíûõ ñõåì
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Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä
ñèíòåçà ÑÔÝ èç §5 áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ
íà êëàññ êîíòàêòíî-âåíòèëüíûõ ñõåì (ÊÂÑ), â êîòîðûõ
íàðÿäó ñ êîíòàêòàìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ¾âåíòèëè¿, òî åñòü
îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà, ïðîâîäÿùèå òîëüêî â íàïðàâëåíèè
ñâîåé îðèåíòàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé ÔÀË f ,
f ∈ P2 (n) , ðåàëèçóþùàÿ åå (1, 1)-ÊÂÑ Σ̃f ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ (3.4) òàê æå, êàê è ÑÔÝ Σf

èç òåîðåìû 5.1. Îíà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì êîððåêòíîé
ñóïåðïîçèöèè (ñì. §9 ãëàâû 2) âèäà Σ̃f = Σ′′ (Σ′) , ãäå Σ′′ �
(2n−q, 1)-ÊÄ îò ÁÏ x′′ , à (1, 2n−q)-ÊÂÑ Σ′ ðåàëèçóåò
ñèñòåìó âñåõ ÔÀË âèäà fσ′′ (x′) , σ′′ ∈ Bn−q .
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Ïðè ýòîì ñõåìà Σ′ ïî-ïðåæíåìó ñîäåðæèò â êà÷åñòâå

ïîäñõåìû (1, λ)-ÊÑ ΣG , ðåàëèçóþùóþ ñèñòåìó ÔÀË
−→
G íà

îñíîâå ëåììû 1.2, è ðåàëèçóåò êàæäóþ ÔÀË g (x′) òèïà
fσ′′ (x′) íà îñíîâå åå ïðåäñòàâëåíèÿ (5.1) â âèäå äèçúþíêöèè
g = g1 ∨ · · · ∨ gp ñ ïîìîùüþ ïðèñîåäèíåíèÿ âõîäîâ
âåíòèëüíîé çâåçäû ïîðÿäêà p ê ñîîòâåòñòâóþùèì âûõîäàì
ÊÑ ΣG (ñì. ðèñ. 7.1a), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé

ñóïåðïîçèöèåé. Ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé ÊÂÑ Σ̃f ïðè òåõ æå
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî è â òåîðåìå 5.1, áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó (5.5).
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Ðèñ. 7.1: Êîððåêòíàÿ ðåàëèçàöèÿ äèçúþíêöèè ÔÀË g1, . . . , gp â
êëàññàõ ÊÂÑ è ÈÊÑ
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Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó ñïåöèôèêè ñòàíäàðòíîãî ÄÓÌ G
âìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ (5.1) äëÿ ÔÀË g ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ýêâèâàëåíòíîå (5.1) ïðåäñòàâëåíèå (5.2) âèäà

g = ψ1 · g1 ∨ · · · ∨ ψp · gp (7.1)

è íà åãî îñíîâå ðåàëèçîâàòü ÔÀË g ñ ïîìîùüþ êîððåêòíîé
ñóïåðïîçèöèè ò.í. èòåðàòèâíî-êîíòàêòíûõ ñõåì, ïîêàçàííîé
íà ðèñ. 7.1b, ãäå ÔÀË ψ1, . . . , ψp óïðàâëÿþò ïðîâîäèìîñòüþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíòàêòîâ. Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé
ìåòîä ñèíòåçà ÊÑ ñâÿçàí ñ ¾ìîäåëèðîâàíèåì¿ ýòîé
ñóïåðïîçèöèè è ïðåäñòàâëåíèÿ (7.1) íà êîìïîíåíòàõ
ïîäõîäÿùåãî m-ðåãóëÿðíîãî ðàçáèåíèÿ êóáà Bm+p .
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Ðèñ. 7.2: m-ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî δ̌ è ñâÿçàííàÿ ñ íèì
ñóïåðïîçèöèÿ ÊÑ
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Ïóñòü δ̌ � m-ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî íàáîðîâ êóáà Bm+p ,

ñîîòâåòñòâóþùåå ñèñòåìå ÔÀË
−→
ψ = (ψ1, . . . , ψp)

(ñì. ðèñ. 7.2a), à ∆ = (δ1, . . . , δ2p) � ïîñòðîåííîå äëÿ íåå ïî
ëåììå 6.1 ðàçáèåíèå êóáà Bm+p . Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ÔÀË
g, g ∈ P2 (m+ p) , íà ëþáîé êîìïîíåíòå ýòîãî ðàçáèåíèÿ âèäà
δ̌ ⊕ α , ãäå

α = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, αm+1, . . . , αm+p),

ñîâïàäàåò ñ ÔÀË

ǧ = x
αm+1

m+1 · g1 ∨ . . . ∨ x
αm+p

m+p · gp, (7.2)

ãäå gi = gψi ∈ G(i), i = 1, . . . , p .
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Ïðè ýòîì ÔÀË ǧ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â ðåçóëüòàòå
îïåðàöèè ïðèñîåäèíåíèÿ çâåçäû èç êîíòàêòîâ âèäà

x
αm+1

m+1 , . . . , x
αm+p

m+p ê âûõîäàì (1, λ)-ÊÑ ΣG , ðåàëèçóþùåé

ñèñòåìó ÔÀË
−→
G , òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.2b.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óêàçàííàÿ îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ δ̌ ⊕ α â ñèëó
ðàçäåëèòåëüíîñòè ïðèñîåäèíÿåìîé (p, 1)-ÊÑ íà ýòîì
ìíîæåñòâå.

Òåîðåìà 7.1

Äëÿ ëþáîé ÔÀË f , f ∈ P2 (n) , ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùàÿ åå
ÊÑ Σf òàêàÿ, ÷òî

L (Σf ) ⩽
2n

n

(
1 +O

(
1√
n

))
(7.3)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü q = m+ p , à ∆ = (δ1, . . . , δ2p) � îïèñàííîå âûøå
ðàçáèåíèå êóáà Bq , ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ÔÀË f ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

f
(
x′, x′′

)
=

2p∨
i=1

x
i

(
x′
) ∨
σ′′=(σq+1,...,σn)

x
σq+1

q+1 · · ·xσn
n ǧσ′′,i

(
x′
)
,

(7.4)
ãäå x

i
� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÔÀË δi , à â êà÷åñòâå ÔÀË

fσ′′,i ïðè âñåõ σ′′ ,σ′′ ∈ Bn−q , è i , i ∈ [1, 2p] , áåðåòñÿ ÔÀË
ǧσ′′,i âèäà (7.2), ñîâïàäàþùàÿ ñ ÔÀË fσ′′ (x′) íà êîìïîíåíòå

δi = δ̌ ⊕ α .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïóñòü ΣG � (1, λ)-ÊÑ, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË
−→
G

ïî èõ ñîâåðøåííûì ÄÍÔ íà îñíîâå êîíòàêòíîãî äåðåâà (ñì.
ëåììó 1.2 è îöåíêó (1.2)). Äëÿ êàæäîãî i , i = 1, . . . , 2p ,
ïîñòðîèì (1, 2n−q)-ÊÑ Σ′

i (ñì. ðèñ. 7.3a), êîòîðàÿ ñîäåðæèò
ÊÑ ΣG â êà÷åñòâå ïîäñõåìû è ðåàëèçóåò êàæäóþ ÔÀË ǧσ′′,i

âèäà (7.2) ñ ïîìîùüþ êîððåêòíîé íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ δi
ñóïåðïîçèöèè, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 7.2b. Ïóñòü, äàëåå,
(1, 2n−m)-ÊÑ Σ′ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâëåíèÿ
âõîäîâ ó ïîñòðîåííûõ âûøå ÊÑ Σ′

i , i ∈ [1, 2p] , è ðåàëèçóåò
ñèñòåìó èç âñåõ ÔÀË âèäà ǧσ′′,i , ãäå σ

′′ ∈ Bn−q , i ∈ [1, 2p] .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

L (ΣG) ⩽ λ2m+1,

L
(
Σ′
i

)
⩽ L (ΣG) + p2n−q,

L
(
Σ′) ⩽ p2n−m + λ2q+1. (7.5)

Ïîñòðîèì, íàêîíåö, ðàçäåëèòåëüíóþ ïî âõîäàì (2n−m, 1)-ÊÑ
Σ′′ , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ñòîëáåö èç âñåõ ÔÀË âèäà
x
i
(x′) · xσq+1

q+1 · · ·xσn
n , ãäå i ∈ [1, 2p] è

σ′′ = (σq+1, . . . , σn) ∈ Bn−q .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ýòà ÊÑ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ 2p ñõåì òèïà
(2n−q, 1)-ÊÄ îò ÁÏ x′′ , ê âûõîäàì êîòîðûõ ïðèñîåäèíåíû
âõîäû (2p, 1)-ÊÑ, ðåàëèçóþùåé ñòîëáåö èç ÔÀË x

i
,

i ∈ [1, 2p] , è ïîëó÷àþùåéñÿ èç (2q, 1)-ÊÄ îò ÁÏ x′ â
ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîæäåñòâëåíèÿ âõîäîâ (ñì.
ðèñ. 7.3b). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì

L
(
Σ′′) ⩽ 2q+1 + 2n−m+1. (7.6)
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Ðèñ. 7.3: ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.1
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Èñêîìàÿ ÊÑ Σf ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì êîððåêòíîé ñòûêîâêè
âèäà Σf = Σ′′ (Σ′) , ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ïðèñîåäèíåíèÿ
âõîäîâ ÊÑ Σ′′ ê âûõîäàì ÊÑ Σ′ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðåäñòàâëåíèåì (7.4), ñëîæíîñòü êîòîðîé, â ñèëó (7.5)�(7.6),
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

L (Σf ) ⩽ (p+ 2)2n−m + (λ+ 1)2q+1.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà äëÿ m =
⌊
3
2 log n

⌋
è s = ⌈n− 2

√
n⌉ ,

ïðè êîòîðûõ äëÿ âñåõ n , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n0 ,
âûïîëíåíû óñëîâèÿ s ⩽ 2m , p =

⌈
2m

s

⌉
è q = m+ p ⩽ n ,

âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (7.3) äëÿ ñëîæíîñòè Σf , òàê êàê äëÿ
âñåõ n , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n1 , âåðíî:

(p+ 2)2n−m ⩽
2n

s
+ 3 · 2n−m =

2n

n

(
1 +O

(
1√
n

))
,

(λ+ 1)2q+1 ⩽ p2s · 2m+p+2 ⩽
22m+s+p+3

s
⩽

⩽
256

s
· 2n−

√
n+3 logn = o

(
2n

n
√
n

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. □
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Ñëåäñòâèå

Èç (7.3) ñ ó÷åòîì íèæíåé îöåíêè (4.13) âûòåêàåò, ÷òî

LK (n) ∼ 2n

n
.
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Çàìå÷àíèå

Ïîñòðîåííóþ ÊÑ Σf ìîæíî ðàçáèòü íà íå áîëåå, ÷åì

λp · 2p + 2n−m+1 + (λ+ 1)2q+1 = O

(
2n

n
√
n

)
¾çâåçä¿, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç êîíòàêòîâ îäíîãî è
òîãî æå òèïà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî êîíòàêòû âñåõ çâåçä,
ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 7.2b, ïåðåðàñïðåäåëèòü â çâåçäû èç
îäíîòèïíûõ êîíòàêòîâ, ¾öåíòðàìè¿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
âûõîäû ïîäñõåì ΣG ñõåì Σ′

i, i = 1, . . . , 2q−m , à ëþáîé èç
îñòàëüíûõ êîíòàêòîâ ÊÑ Σf ñ÷èòàòü îòäåëüíîé çâåçäîé.
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§ 8. Ñèíòåç ñõåì äëÿ êîíòàêòíûõ äåøèôðàòîðîâ
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Ëåììà 8.1

Äëÿ n = 1, 2, 3, . . . âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

LÊ
(−→
Qn

)
⩽ 2n +O

(
2n

n

)
, (8.1)

LÊ
(−→
J n

)
⩽ 2n+1 +O

(
2n

n

)
. (8.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Âûáåðåì ïàðàìåòðû m, q è λ òàê, ÷òî

λ = 2m, q = m+ λ è q ⩽ n,

à çàòåì ðàññìîòðèì m-ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî íàáîðîâ δ1
êóáà Bq îò ÁÏ x′ = (x1, . . . , xq) , ñâÿçàííîå ñ ñèñòåìîé ÔÀË
−→
Qm(x1, . . . , xm) , êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âñåõ ÝÊ âèäà
xσ1
1 · · ·xσm

m , ãäå ν(σ1, . . . , σm) = j − 1, j ∈ [1, λ] .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïîñòðîèì äëÿ ýòîé ñèñòåìû ïî ëåììå 6.1 ðàçáèåíèå
∆ = (δ1, . . . , δ2q−m) êóáà Bq è çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ÝÊ
K(x′) = xσ1

1 · · ·xσq
q , ãäå σ′ = (σ1, . . . , σq) ∈ δi , ñîâïàäàåò íà

ìíîæåñòâå δi ñ îäíîé èç ÝÊ ñèñòåìû
−→
Qm , òî åñòü ñîâïàäåò

íà íåì ñ áóêâîé x
ασ′
jσ′ , ãäå m+ 1 ⩽ jσ′ ⩽ q, ασ′ ∈ B . Çàìåòèì,

÷òî â ñèëó óêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ ðàçáèåíèÿ ∆ ëþáàÿ ÝÊ
K = xσ1

1 · · ·xσn
n , ãäå σ′ = (σ1, . . . , σq) ∈ δi, 1 ⩽ i ⩽ 2λ , ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

K = χi(x
′) · xασ′

jσ′ ·Kσ′′(x′′), (8.3)

ãäå x′′ = (xq + 1, . . . , xn), σ
′′ = (σq+1, . . . , σn) .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïóñòü, äàëåå, (1, 2λ)-ÊÑ Σ′ ðåàëèçóåò ñòðîêó èç ÔÀË
−→χ = (χ1, . . . , χ2λ) , ãäå χi(x

′) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÔÀË
ìíîæåñòâà δi, i ∈

[
1, 2λ

]
, è ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå

îòîæäåñòâëåíèÿ âõîäîâ ó ñõåì Σ′
1, . . . ,Σ

′
2λ
, ãäå π -ñõåìà Σ′

i ,

i ∈ [1, 2λ] , ïîñòðîåíà ïî ëåììå 1.2 äëÿ ÔÀË χi , ÿâëÿåòñÿ
ÊÊÑ ñëîæíîñòè íå áîëåå ÷åì q2m , ïðè÷åì âûõîäîì Σ′

i
ñ÷èòàåòñÿ êîðåíü ñîîòâåòñòâóþùåãî ÊÄ (ñì. ðèñ. 8.1).

Èñêîìàÿ (1, 2n)-ÊÑ Σ
(&)
n ðåàëèçóåò êàæäóþ ÝÊ èç

−→
Qm â

ñîîòâåòñòâèè ñ (8.3), èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 8.1, è
ÿâëÿåòñÿ ÊÊÑ.
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Ðèñ. 8.1: ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 8.1
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïîëàãàÿ
m = ⌈log n⌉ − 2,

ïîëó÷èì, ÷òî

λ = 2m ⩽
n

2
, q = m+ λ ⩽ n.

Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé (1, 2n)-ÊÑ Σ
(&)
n ,

ÿâëÿþùåéñÿ êîíòàêòíûì äåøèôðàòîðîì ïîðÿäêà n ,
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì:

L
(
Σ(&)
n

)
⩽ λ2n−m + 2n−m+1 + q2q ⩽ 2n +O

(
2n

n

)
,

èç êîòîðûõ âûòåêàåò íåðàâåíñòâî 8.1.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Èñêîìàÿ (1, 2n)-ÊÑ Σ
(∨)
n , ÿâëÿþùàÿñÿ äèçúþíêòèâíûì

êîíòàêòíûì äåøèôðàòîðîì ïîðÿäêà n , ñëîæíîñòü êîòîðîãî
óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (8.2), ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå

ïåðåõîäà îò ÊÊÑ Σ
(&)
n ê èíâåðñíîé ÊÊÑ â ñîîòâåòñòâèè ñ

ëåììîé 10.1 ãëàâû 2.
Ëåììà äîêàçàíà.

Îöåíêè ëåììû 8.1 è ñëåäñòâèÿ èç ëåìì 2.2 è 2.5 äàþò
ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà.

Ñëåäñòâèå

LÊ
(−→
Qn

)
∼ 2n, LÊ

(−→
J n

)
∼ 2n+1.
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