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Êîìàíäû:

óâèäåâ "1" , ñòåðåòü åãî, çàïèñàòü "0" è ñäâèíóòüñÿ âïðàâî
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ÌÀØÈÍÛ ÒÜÞÐÈÍÃÀ
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óâèäåâ "0" , ñòåðåòü åãî, çàïèñàòü "1" è ñäâèíóòüñÿ âëåâî
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ÌÀØÈÍÛ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Ïóñòü çàäàíû êîíå÷íûå âõîäíîé àëôàâèò
Σ = {a1, a2, . . . , an} è ëåíòî÷íûé àëôàâèò
Γ, Σ ⊆ Γ , â êîòîðîì îñîáî âûäåëåí ïóñòîé
ñèìâîë 0, 0 /∈ Σ .

Âõîäíûì ñëîâîì (ëåíòî÷íûì ñëîâîì ) áóäåì
íàçûâàòü âñÿêîå ñëîâî â àëôàâèòå Σ
(ñîîòâåòñòâåííî Γ ).

Ïóñòü çàäàí êîíå÷íûé àëôàâèò ñîñòîÿíèé
Q = {q−1, q0, q1, q2, . . . , qm}, Q ∩ Γ = ∅ , â
êîòîðîì îñîáî âûäåëåíû íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q1 ,
äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå q0 , îòâåðãàþùåå
ñîñòîÿíèå q−1 .



ÌÀØÈÍÛ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Ìàøèíîé Òüþðèíãà (ÌÒ) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà
M = (Σ, Γ,Q, q1, q0, q−1,T ) , ãäå

T : Q \ {q0, q−1} × Γ → Γ× Q × {L,R}

âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ .

Ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ ÌÒ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â
âèäå ìíîæåñòâà íàáîðîâ

{(q, x : y , q′,D) : T (q, x) = (y , q′,D), q ∈ Q, x ∈ Γ},

êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü êîìàíäàìè ÌÒ.



ÌÀØÈÍÛ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Êàæäóþ êîìàíäó (q, x : y , q′,D) íóæíî ïîíèìàòü
òàê:

åñëè ÌÒ íàõîäèòñÿ â ñîñòÿíèè q è îáîçðåâàåò
ñèìâîë x , òî çàïèñàòü â îáîçðåâàåìóþ ÿ÷åéêó
ñèìâîë y , ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå q′ è ñäâèíóòü
ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó íà îäíó ÿ÷åéêó â
íàïðàâëåíèè D .



ÌÀØÈÍÛ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

ÌÒ ðàáîòàåò íà áåñêîíå÷íîé ëåíòå, â êîòîðîé ïî÷òè âñå ÿ÷åéêè

çàïîëíåíû ïóñòûì ñèìâîëîì 0 . Âû÷èñëåíèÿ ÌÒ ìîæíî

îïèñàòü â òåðìèíàõ ëåíòî÷íûõ êîíôèãóðàöèé.

Ëåíòî÷íîé êîíôèãóðàöèåé ÌÒM íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ñëîâî

(w ′qxw ′′) , ãäå w ′,w ′′ ∈ Γ∗ , q ∈ Q , x ∈ Γ . Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ
ñîäåðæàòåëüíî îçíà÷àåò, ÷òî

I q � ýòî òî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ÌÒ,

I x � ýòî áóêâà, êîòîðàÿ çàïèñàíà â òîé ÿ÷åéêå ëåíòû,

êîòîðóþ îáîçðåâàåò ñ÷èòûâàþùàÿ ãîëîâêà ÌÒ,

I w ′ � ýòî ëåíòî÷íîå ñëîâî, ñîñòàâëåííîå èç ñèìâîëîâ,

çàïèñàííûõ ñëåâà îò îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêè,

I w ′′ � ýòî ëåíòî÷íîå ñëîâî, ñîñòàâëåííîå èç ñèìâîëîâ,

çàïèñàííûõ ñïðàâà îò îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêè.

Ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âî âñåõ îñòàëüíûõ ÿ÷åéêàõ ëåíòû

çàïèñàíû ïóñòûå ñèìâîëû.



ÌÀØÈÍÛ ÒÜÞÐÈÍÃÀ
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Ëåíòî÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ: 0111q11011110



ÌÀØÈÍÛ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Ëåíòî÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ âèäà u q1 x v
íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèåé .

Ëåíòî÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ âèäà u q0 x v
íàçûâàåòñÿ äîïóñêàþùåé êîíôèãóðàöèåé .

Ëåíòî÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ âèäà u q−1 x v
íàçûâàåòñÿ îòâåðãàþùåé êîíôèãóðàöèåé .



ÌÀØÈÍÛ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Êàæäàÿ êîìàíäà K çàäàåò îòíîøåíèå ïåðåõîäà
K−→ íà ìíîæåñòâå ëåíòî÷íûõ êîíôèãóðàöèé:

α
K−→ β

Îíî îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
åñëè α = uzqxv è K = qx :yq′L , òî β = uq′zyv ,
åñëè α = qxv è K = qx :yq′L , òî β = q′0yv ,
åñëè α = uqxzv è K = qx :yq′R , òî β = uyq′zv ,
åñëè α = uqx è K = qx :yq′R , òî β = uyq′0 .

ÏðîãðàììàM çàäàåò îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ
M−→

íà ìíîæåñòâå ëåíòî÷íûõ êîíôèãóðàöèé:
M−→=

⋃
K∈T

K−→ .



ÌÀØÈÍÛ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Êàæäàÿ êîìàíäà K çàäàåò îòíîøåíèå ïåðåõîäà
K−→ íà ìíîæåñòâå ëåíòî÷íûõ êîíôèãóðàöèé:

α
K−→ β

Îíî îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
åñëè α = uzqxv è K = qx :yq′L , òî β = uq′zyv ,
åñëè α = qxv è K = qx :yq′L , òî β = q′0yv ,
åñëè α = uqxzv è K = qx :yq′R , òî β = uyq′zv ,
åñëè α = uqx è K = qx :yq′R , òî β = uyq′0 .

ÏðîãðàììàM çàäàåò îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ
M−→

íà ìíîæåñòâå ëåíòî÷íûõ êîíôèãóðàöèé:
M−→=

⋃
K∈T

K−→ .



ÌÀØÈÍÛ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Âû÷èñëåíèåì MTM èç íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè
α0 íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôèãóðàöèé

M(α0) = α0
M−→ α1

M−→ α2
M−→ · · ·

êîòîðàÿ ëèáî ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé, ëèáî
çàâåðøàåòñÿ äîïóñêàþùåé èëè îòâåðãàþùåé
êîíôèãóðàöèåé.

Âû÷èñëåíèå, îêàí÷èâàþùååñÿ äîïóñêàþùåé
êîíôèãóðàöèåé, íàçûâàåòñÿ äîïóñêàþùèì .

Âû÷èñëåíèå, îêàí÷èâàþùååñÿ îòâåðãàþùåé
êîíôèãóðàöèåé, íàçûâàåòñÿ îòâåðãàþùèì .



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ è ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

ßçûê ÌÒM � ýòî ìíîæåñòâî L(M) âñåõ ñëîâ
w ,w ∈ Σ∗ , äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëåíèå èç íà÷àëüíîé
êîíôèãóðàöèè α0 = q1w0 ÿâëÿåòñÿ äîïóñêàþùèì:

α0 = q1w0
M−→∗ αN = uq0v .

ßçûê L íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì ,
åñëè L = L(M) äëÿ íåêîòîðîé ÌÒM .

ßçûê L íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì , åñëè L = L(M)
äëÿ íåêîòîðîé ÌÒM , êîòîðàÿ îáëàäàåò
ñâîéñòâîì òîòàëüíîñòè , ò.å. äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî
ñëîâà w ,w ∈ Σ∗ , âû÷èñëåíèåM èç íà÷àëüíîé
êîíôèãóðàöèè α0 = q1w0 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì.



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ è ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

ßçûê ÌÒM � ýòî ìíîæåñòâî L(M) âñåõ ñëîâ
w ,w ∈ Σ∗ , äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëåíèå èç íà÷àëüíîé
êîíôèãóðàöèè α0 = q1w0 ÿâëÿåòñÿ äîïóñêàþùèì:

α0 = q1w0
M−→∗ αN = uq0v .

ßçûê L íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì ,
åñëè L = L(M) äëÿ íåêîòîðîé ÌÒM .

ßçûê L íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì , åñëè L = L(M)
äëÿ íåêîòîðîé ÌÒM , êîòîðàÿ îáëàäàåò
ñâîéñòâîì òîòàëüíîñòè , ò.å. äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî
ñëîâà w ,w ∈ Σ∗ , âû÷èñëåíèåM èç íà÷àëüíîé
êîíôèãóðàöèè α0 = q1w0 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì.



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Ðåêóðñèâíîñòü ÿçûêà L îçíà÷àåò, ÷òî åñòü òàêàÿ
ÌÒM , êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî âõîäíîãî ñëîâà
w ,w ∈ Σ∗, ìîæåò ñïóñòÿ êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
âû÷èñëåíèÿ ïðàâèëüíî îòâåòèòü íà âîïðîñ,
ïðèíàäëåæèò ëè w ÿçûêó L ëèáî óòâåðäèòåëüíî
(âû÷èñëåíèåM(q0w0) � äîïóñêàþùåå), ëèáî
îòðèöàòåëüíî (âû÷èñëåíèåM(q0w0) �
îòâåðãàþùåå), ò.å. äàòü àëãîðèòìè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ñëîâà ÿçûêó.

Ïîòîìó ðåêóðñèâíûå ÿçûêè òàêæå íàçûâàþò
(àëãîðèòìè÷åñêè) ðàçðåøèìûìè .



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Ïðèìåðû ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ

1. L = ∅ è L = Σ∗ ;

2. ëþáîé ðåãóëÿðíûé ÿçûê L ;

3. L = {ww : w ∈ Σ∗} ;
4. L = {ap : p � ïðîñòîå ÷èñëî} ;
5. L = {w : w � ñèíòàêñè÷åñêè êîððåêòíûé

òåêñò Ñ-ïðîãðàììû}



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Ïðèìåðû ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ

1. L = ∅ è L = Σ∗ ;

2. ëþáîé ðåãóëÿðíûé ÿçûê L ;

3. L = {ww : w ∈ Σ∗} ;
4. L = {ap : p � ïðîñòîå ÷èñëî} ;
5. L = {w : w � ñèíòàêñè÷åñêè êîððåêòíûé

òåêñò Ñ-ïðîãðàììû}



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Ïðèìåðû ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ

1. L = ∅ è L = Σ∗ ;

2. ëþáîé ðåãóëÿðíûé ÿçûê L ;

3. L = {ww : w ∈ Σ∗} ;

4. L = {ap : p � ïðîñòîå ÷èñëî} ;
5. L = {w : w � ñèíòàêñè÷åñêè êîððåêòíûé

òåêñò Ñ-ïðîãðàììû}



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Ïðèìåðû ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ

1. L = ∅ è L = Σ∗ ;

2. ëþáîé ðåãóëÿðíûé ÿçûê L ;

3. L = {ww : w ∈ Σ∗} ;
4. L = {ap : p � ïðîñòîå ÷èñëî} ;

5. L = {w : w � ñèíòàêñè÷åñêè êîððåêòíûé
òåêñò Ñ-ïðîãðàììû}



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Ïðèìåðû ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ

1. L = ∅ è L = Σ∗ ;

2. ëþáîé ðåãóëÿðíûé ÿçûê L ;

3. L = {ww : w ∈ Σ∗} ;
4. L = {ap : p � ïðîñòîå ÷èñëî} ;
5. L = {w : w � ñèíòàêñè÷åñêè êîððåêòíûé

òåêñò Ñ-ïðîãðàììû}



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Ðåêóðñèâíàÿ ïåðå÷èñëèìîñòü ÿçûêà L îçíà÷àåò,
÷òî åñòü òàêàÿ ÌÒM , êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî
âõîäíîãî ñëîâà w ,w ∈ Σ∗ , ñïóñòÿ êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ âû÷èñëåíèÿ äàåò óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà
âîïðîñ, ïðèíàäëåæèò ëè w ÿçûêó L â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè w ∈ L .

Îäíàêî äëÿ òåõ ñëîâ, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò
ÿçûêó L , ÌÒM íå îáÿçàíà äàâàòü
îòðèöàòåëüíûé îòâåò; â ýòèõ ñëó÷àÿõ îíà ìîæåò
èìåòü áåñêîíå÷íîå âû÷èñëåíèå (çàöèêëèâàåòñÿ).



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå L = L(M) MTM ãàðàí-
òèðóåò ëèøü ÷àñòè÷íîå (òîëüêî óòâåðäèòåëüíîå)
ðåøåíèå çàäà÷è î ïðèíàäëåæíîñòè ñëîâà ÿçûêó,
ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûå ÿçûêè òàêæå
íàçûâàþòñÿ ïîëóðàçðåøèìûìè ÿçûêàìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ðåêóðñèâíûõ è ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ ÿñíî âèäíî, ÷òî êàæäûé
ðåêóðñèâíûé ÿçûê ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìûì.



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå L = L(M) MTM ãàðàí-
òèðóåò ëèøü ÷àñòè÷íîå (òîëüêî óòâåðäèòåëüíîå)
ðåøåíèå çàäà÷è î ïðèíàäëåæíîñòè ñëîâà ÿçûêó,
ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûå ÿçûêè òàêæå
íàçûâàþòñÿ ïîëóðàçðåøèìûìè ÿçûêàìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ðåêóðñèâíûõ è ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ ÿñíî âèäíî, ÷òî êàæäûé
ðåêóðñèâíûé ÿçûê ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìûì.



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Íî åñòü òàêæå âàæíûå âîïðîñû, îòâåòû íà
êîòîðûõ íåî÷åâèäíû.

Ñóùåñòâóþò ëè ÿçûêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ
ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûìè?

Ñóùåñòâóþò ëè ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûå
ÿçûêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåêóðñèâíûìè?



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Íî åñòü òàêæå âàæíûå âîïðîñû, îòâåòû íà
êîòîðûõ íåî÷åâèäíû.

Ñóùåñòâóþò ëè ÿçûêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ
ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûìè?

Ñóùåñòâóþò ëè ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûå
ÿçûêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåêóðñèâíûìè?



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Íà ïåðâûé âîïðîñ ìîæíî äàòü óòâåðäèòåëüíûé îòâåò, íå

ïðèâëåêàÿ ãëóáîêèõ èññëåäîâàíèé.

Òåîðåìà 4.1. Ñóùåñòâóþò ÿçûêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåêóðñèâíî

ïåðå÷èñëèìûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Êàæäûé ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûé ÿçûê

L ñîñòîèò èç âñåõ ñëîâ, äîïóñêàåìûõ íåêîòîðîé ÌÒM .

Êàæäàÿ ÌÒM ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì êîìàíä TM
ýòîé ìàøèíû, è ýòîò íàáîð êîìàíä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîâî

íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àëôàâèòà.

Çíà÷èò, êàæäûé ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûé ÿçûê îïèñûâàåòñÿ

íåêîòîðûì ñëîâîì êîíå÷íîãî àëôàâèòà.

Èç òåîðèè ìíîæåñòâ èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ

êîíå÷íîãî àëôàâèòà ñ÷åòíî. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òîëüêî

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ.



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Íà ïåðâûé âîïðîñ ìîæíî äàòü óòâåðäèòåëüíûé îòâåò, íå

ïðèâëåêàÿ ãëóáîêèõ èññëåäîâàíèé.

Òåîðåìà 4.1. Ñóùåñòâóþò ÿçûêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåêóðñèâíî

ïåðå÷èñëèìûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Êàæäûé ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûé ÿçûê

L ñîñòîèò èç âñåõ ñëîâ, äîïóñêàåìûõ íåêîòîðîé ÌÒM .

Êàæäàÿ ÌÒM ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì êîìàíä TM
ýòîé ìàøèíû, è ýòîò íàáîð êîìàíä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîâî

íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àëôàâèòà.

Çíà÷èò, êàæäûé ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûé ÿçûê îïèñûâàåòñÿ

íåêîòîðûì ñëîâîì êîíå÷íîãî àëôàâèòà.

Èç òåîðèè ìíîæåñòâ èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ

êîíå÷íîãî àëôàâèòà ñ÷åòíî. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òîëüêî

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ.



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Äîêàçàòåëüñòâî. 2). ßçûê � ýòî ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî

ìíîæåñòâà âõîäíûõ ñëîâ Σ∗ .

Èç òåîðèè ìíîæåñòâ èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ Σ∗

ñ÷åòíî. Èç òåîðèè ìíîæåñòâ òàêæå èçâåñòíî, ÷òî ñåìåéñòâî

âñåõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ ÿçûêîâ íåñ÷åòíî.

Çíà÷èò, èç ñðàâíåíèÿ ìîùíîñòè ñåìåéñòâà âñåõ ÿçûêîâ è

ñåìåéñòâà ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóþò ÿçûêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûìè.

QED



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

Äîêàçàòåëüñòâî. 2). ßçûê � ýòî ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî

ìíîæåñòâà âõîäíûõ ñëîâ Σ∗ .

Èç òåîðèè ìíîæåñòâ èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ Σ∗

ñ÷åòíî. Èç òåîðèè ìíîæåñòâ òàêæå èçâåñòíî, ÷òî ñåìåéñòâî

âñåõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ ÿçûêîâ íåñ÷åòíî.

Çíà÷èò, èç ñðàâíåíèÿ ìîùíîñòè ñåìåéñòâà âñåõ ÿçûêîâ è

ñåìåéñòâà ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóþò ÿçûêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûìè.

QED



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

À âîò äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ

Ñóùåñòâóþò ëè ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûå
ÿçûêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåêóðñèâíûìè?

ìàòåìàòèêàì ïðèøëîñü ñîçäàòü öåëóþ òåîðèþ,
êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî ïîâëèÿëà íà ðàçâèòèå íàøåé
öèâèëèçàöèè.

Íî âíà÷àëå ïîïðîáóåì âûÿñíèòü, íàñêîëüêî
ñóùåñòâåííî èçìåíÿþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå
âîçìîæíîñòè ìàøèí Òüþðèíãà ïðè âíåñåíèè
íåêîòîðûõ èçìåíåíèé â èõ óñòðîéñòâî.



ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ È ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ
ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÌÛÅ ßÇÛÊÈ

À âîò äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ

Ñóùåñòâóþò ëè ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûå
ÿçûêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåêóðñèâíûìè?

ìàòåìàòèêàì ïðèøëîñü ñîçäàòü öåëóþ òåîðèþ,
êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî ïîâëèÿëà íà ðàçâèòèå íàøåé
öèâèëèçàöèè.

Íî âíà÷àëå ïîïðîáóåì âûÿñíèòü, íàñêîëüêî
ñóùåñòâåííî èçìåíÿþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå
âîçìîæíîñòè ìàøèí Òüþðèíãà ïðè âíåñåíèè
íåêîòîðûõ èçìåíåíèé â èõ óñòðîéñòâî.



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Ïîïðîáóåì âíà÷àëå îñëàáèòü âû÷èñëèòåëüíûå
âîçìîæíîñòè ìàøèí Òüþðèíãà, óïðîùàÿ èõ
óñòðîéñòâî.

Ðàññìîòðèì âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî,
îòëè÷àþùååñÿ îò ¾îáû÷íîé¿ ìàøèíû Òüþðèíãà
ëèøü òåì, ÷òî ëåíòà, íà êîòîðîé ðàáîòàåò ýòî
óñòðîéñòâî, áåñêîíå÷íà ëèøü â îäíó ñòîðîíó
(íàïðèìåð, âïðàâî). Íàçîâåì ýòî óñòðîéñòâî
îäíîñòîðîííåé ìàøèíîé Òüþðèíãà .

Äëÿ îäíîñòîðîííèõ ÌÒ ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü
ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âõîäíûõ ñëîâ, íà êîòîðûõ ÌÒ
çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè.



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Òåîðåìà 4.2.
1). Äëÿ ëþáîé 1-ñòîðîííåé ÌÒM1 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ 2-ñòîðîííÿÿ ÌÒM2 , ÷òî L(M1) = L(M2) .

2). Äëÿ ëþáîé 2-ñòîðîííåé ÌÒM2 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ 1-ñòîðîííÿÿ ÌÒM1 , ÷òî L(M2) = L(M1) .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Î÷åâèäíî.



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Òåîðåìà 4.2.
1). Äëÿ ëþáîé 1-ñòîðîííåé ÌÒM1 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ 2-ñòîðîííÿÿ ÌÒM2 , ÷òî L(M1) = L(M2) .

2). Äëÿ ëþáîé 2-ñòîðîííåé ÌÒM2 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ 1-ñòîðîííÿÿ ÌÒM1 , ÷òî L(M2) = L(M1) .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Î÷åâèäíî.



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Äîêàçàòåëüñòâî. 2). Ðàññìîòðèì 2-ñòîðîííþþ
ÌÒM2 .

0 a b c d a d d c b 0· · · · · ·
⇑q2



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Äîêàçàòåëüñòâî. 2). Ðàññìîòðèì 2-ñòîðîííþþ
ÌÒM2 .

0 a b c d a d d c b 0· · · · · ·
⇑q2

Ðàçäåëèì ëåíòó íà äâå ïîëîâèíû...



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Äîêàçàòåëüñòâî. 2). Ðàññìîòðèì 2-ñòîðîííþþ
ÌÒM2 .

0 a b c d a d d c b 0· · · · · ·
⇑q2

` c b a 0 0 0 · · ·

` d a d d c b 0 · · ·
⇑q2

Ðàçäåëèì ëåíòó íà äâå ïîëîâèíû
è ðàçîðâåì åå ïîïîëàì.



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Äîêàçàòåëüñòâî. 2). Ðàññìîòðèì 2-ñòîðîííþþ
ÌÒM2 .

0 a b c d a d d c b 0· · · · · ·
⇑q2

` c b a 0 0 0 · · ·

` d a d d c b 0 · · ·
⇑q2

Ïîòîì ðàçäâèíåì ñîäåðæèìîå îáåèõ ëåíò è...



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Äîêàçàòåëüñòâî. 2). Ðàññìîòðèì 2-ñòîðîííþþ
ÌÒM2 .

0 a b c d a d d c b 0· · · · · ·
⇑q2

` c b a 0 0 0 · · ·d d c b 0 · · ·
⇑q2

ad

Ïîòîì ðàçäâèíåì ñîäåðæèìîå îáåèõ ëåíò è
ðàçìåñòèì åãî íà îäíîé ëåíòå.



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Äîêàçàòåëüñòâî. 2). Ðàññìîòðèì 2-ñòîðîííþþ
ÌÒM2 .

0 a b c d a d d c b 0· · · · · ·
⇑q2

` c b a 0 0 0 · · ·d d c b 0 · · ·
⇑q2

ad

Ïîëó÷èì îäíîëåíòî÷íóþ ÌÒM1 , êîòîðàÿ
ìîæåò ñèìóëèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ MTM2 .



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Äîêàçàòåëüñòâî. 2). Ðàññìîòðèì 2-ñòîðîííþþ
ÌÒM2 .

0 a b c d d d c b 0· · · · · ·
⇑q3

c

` c b a 0 0 0 · · ·d d c b 0 · · ·
⇑q3

cd

Ïîëó÷èì îäíîëåíòî÷íóþ ÌÒM1 , êîòîðàÿ
ìîæåò ñèìóëèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ MTM2 .



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Äîêàçàòåëüñòâî. 2). Ðàññìîòðèì 2-ñòîðîííþþ
ÌÒM2 .

0 a b c d d c b 0· · · · · ·c
⇑q5

0

` c b a 0 0 0 · · ·d d c b 0 · · ·
⇑q5

c0

Ïîëó÷èì îäíîëåíòî÷íóþ ÌÒM1 , êîòîðàÿ
ìîæåò ñèìóëèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ MTM2 .



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ
Òàêèì îáðàçîì, îäíîñòðîííèå ìàøèíû Òüþðèíãà
îáëàäàþò òî÷íî òàêèìè æå âû÷èñëèòåëüíûìè
âîçìîæíîñòÿìè, êàê è äâóñòîðîííèå (¾îáû÷íûå¿)
ìàøèíû Òüþðèíãà.

À òåïåðü ïîïðîáóåì óñèëèòü âû÷èñëèòåëüíûå
âîçìîæíîñòè ìàøèí Òüþðèíãà.

Ðàññìîòðèì âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî,
îòëè÷àþùååñÿ îò ¾îáû÷íîé¿ ìàøèíû Òüþðèíãà
ëèøü òåì, ÷òî îíî ðàáîòàåò íà íåñêîëüêèõ ëåíòàõ.
Íà êàæäîé ëåíòå åñòü ñâîÿ ñ÷èòûâàþùàÿ ãîëîâêà.
Êàæäîå ñîñòîÿíèå q òàêîé ÌÒ ïðèïèñàíî ê îäíîé
èç ëåíò, è â ýòîì ñîñòîÿíèè ÌÒ óïðàâëÿåò
ñ÷èòûâàþùåé ãîëîâêîé ñîîòâåòñòâóþùåé ëåíòû.



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ
Òàêèì îáðàçîì, îäíîñòðîííèå ìàøèíû Òüþðèíãà
îáëàäàþò òî÷íî òàêèìè æå âû÷èñëèòåëüíûìè
âîçìîæíîñòÿìè, êàê è äâóñòîðîííèå (¾îáû÷íûå¿)
ìàøèíû Òüþðèíãà.

À òåïåðü ïîïðîáóåì óñèëèòü âû÷èñëèòåëüíûå
âîçìîæíîñòè ìàøèí Òüþðèíãà.

Ðàññìîòðèì âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî,
îòëè÷àþùååñÿ îò ¾îáû÷íîé¿ ìàøèíû Òüþðèíãà
ëèøü òåì, ÷òî îíî ðàáîòàåò íà íåñêîëüêèõ ëåíòàõ.
Íà êàæäîé ëåíòå åñòü ñâîÿ ñ÷èòûâàþùàÿ ãîëîâêà.
Êàæäîå ñîñòîÿíèå q òàêîé ÌÒ ïðèïèñàíî ê îäíîé
èç ëåíò, è â ýòîì ñîñòîÿíèè ÌÒ óïðàâëÿåò
ñ÷èòûâàþùåé ãîëîâêîé ñîîòâåòñòâóþùåé ëåíòû.



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Ìàøèíû Òüþðèíãà òàêîãî âèäà íàçûâàþòñÿ
ìíîãîëåíòî÷íûìè ÌÒ.

Îäíà èç ëåíò ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíû âûäåëåíà
êàê âõîäíàÿ ëåíòà. Â íà÷àëå âû÷èñëåíèÿ íà
âõîäíîé ëåíòå çàïèñûâàåòñÿ âõîäíîå ñëîâî.
Îñòàëüíûå ëåíòû íàçûâàþòñÿ ðàáî÷èìè ; â íà÷àëå
âû÷èñëåíèÿ ðàáî÷èå ëåíòû çàïîëíåíû ïóñòûìè
áóêâàìè.

Äëÿ ìíîãîëåíòî÷íûõ ÌÒ ìîæíî òàêæå
îïðåäåëèòü ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âõîäíûõ ñëîâ, íà
êîòîðûõ ÌÒ çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå â
äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè.



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Òåîðåìà 4.3.
1). Äëÿ ëþáîé 1-ëåíòî÷íîé ÌÒM1 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ n-ëåíòî÷íàÿ ÌÒMn , ÷òî L(M1) = L(Mn) .

2). Äëÿ ëþáîé n-ëåíòî÷íàÿ ÌÒMn ñóùåñòâóåò
òàêàÿ 1-ëåíòî÷íàÿ ÌÒM1 , ÷òî L(Mn) = L(M1) .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Î÷åâèäíî.



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Òåîðåìà 4.3.
1). Äëÿ ëþáîé 1-ëåíòî÷íîé ÌÒM1 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ n-ëåíòî÷íàÿ ÌÒMn , ÷òî L(M1) = L(Mn) .

2). Äëÿ ëþáîé n-ëåíòî÷íàÿ ÌÒMn ñóùåñòâóåò
òàêàÿ 1-ëåíòî÷íàÿ ÌÒM1 , ÷òî L(Mn) = L(M1) .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Î÷åâèäíî.
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2) Ðàññìîòðèì 2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM2 .

· · · a b c b · · ·
⇑q2

· · · x x y z · · ·
⇑
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2) Ðàññìîòðèì 2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM2 .

· · · a b c b · · ·
⇑q2

· · · x x y z · · ·
⇑

1 1 1 12 2 2 23 3 3 34 4 4 4

×òîáû ïîñòðîèòü 1-ëåíòî÷íóþ ÌÒ,
ðàçîáüåì åå ëåíòó íà 4 ðåøåòêè,
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2) Ðàññìîòðèì 2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM2 .

· · · a b c b · · ·
⇑q2

· · · x x y z · · ·
⇑

1 1 1 12 2 2 23 3 3 34 4 4 4
a b bc

â ÿ÷åéêàõ ðåøåòêè 2 ïîìåñòèì
ñîäåðæèìîå 1-îé ëåíòû ÌÒM2 ,
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2) Ðàññìîòðèì 2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM2 .

· · · a b c b · · ·
⇑q2

· · · x x y z · · ·
⇑

1 1 1 12 2 2 23 3 3 34 4 4 4
a b bc0 00 ⇑

à â îäíîé èç ÿ÷ååê ðåøåòêè 1 îòìåòèì ïîëîæåíèå
ñ÷èòûâàþùåé ãîëîâêè íà 1-îé ëåíòû ÌÒM2 .



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

2) Ðàññìîòðèì 2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM2 .

· · · a b c b · · ·
⇑q2

· · · x x y z · · ·
⇑

1 1 1 12 2 2 23 3 3 34 4 4 4
a b bc0 00 ⇑x x y z0 0⇑ 0

Òî æå ñàìîå ïðîäåëàåì íà ðåøåòêàõ 3 è 4
äëÿ ñîäåðæèìîãî 2-îé ëåíòû ÌÒM2



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

2) Ðàññìîòðèì 2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM2 .

· · · a b c b · · ·
⇑q2

· · · x x y z · · ·
⇑

1 1 1 12 2 2 23 3 3 34 4 4 4
a b bc0 00 ⇑x x y z0 0⇑ 0

⇑q2

Ïîëó÷èì îäíîëåíòî÷íóþ ÌÒM1 , êîòîðàÿ
ìîæåò ñèìóëèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ MTM2 .
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2) Ðàññìîòðèì 2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM2 .

· · · a b d b · · ·
⇑

· · · x x y z · · ·
⇑q7

1 1 1 12 2 2 23 3 3 34 4 4 4
a b bc0 00 ⇑x x y z0 0⇑ 0

⇑q2

Ïîëó÷èì îäíîëåíòî÷íóþ ÌÒM1 , êîòîðàÿ
ìîæåò ñèìóëèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ MTM2 .
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2) Ðàññìîòðèì 2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM2 .

· · · a b d b · · ·
⇑

· · · x x y z · · ·
⇑q7

1 1 1 12 2 2 23 3 3 34 4 4 4
a b b0 0x x y z0 0⇑ 0

⇑q′2

d0⇑

Ïîëó÷èì îäíîëåíòî÷íóþ ÌÒM1 , êîòîðàÿ
ìîæåò ñèìóëèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ MTM2 .
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2) Ðàññìîòðèì 2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM2 .

· · · a b d b · · ·
⇑

· · · x x y z · · ·
⇑q7

1 1 1 12 2 2 23 3 3 34 4 4 4
a b b0 0x x y z0 0⇑ 0d0⇑

⇑q7

Ïîëó÷èì îäíîëåíòî÷íóþ ÌÒM1 , êîòîðàÿ
ìîæåò ñèìóëèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ MTM2 .
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Êàê âèäíî, âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè âñåõ
n-ëåíòî÷íûõ ÌÒ îäèíàêîâû äëÿ ëþáûõ n, n ≥ 1.
Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàâíîïðàâíî èñïîëüçîâàòü
âñå ýòè âàðèàíòû ÌÒ.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé âîçìîæíîñòüþ, ÷òîáû
äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû, óñòàíàâëèâàþùèå
âçàèìîñâÿçü ìåæäó ðåêóðñèâíûìè è ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìûìè ÿçûêàìè.

Òåîðåìà 4.4. ßçûê L ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà ÿçûêà L è Σ∗ \ L
ÿâëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûìè.
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Êàê âèäíî, âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè âñåõ
n-ëåíòî÷íûõ ÌÒ îäèíàêîâû äëÿ ëþáûõ n, n ≥ 1.
Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàâíîïðàâíî èñïîëüçîâàòü
âñå ýòè âàðèàíòû ÌÒ.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé âîçìîæíîñòüþ, ÷òîáû
äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû, óñòàíàâëèâàþùèå
âçàèìîñâÿçü ìåæäó ðåêóðñèâíûìè è ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìûìè ÿçûêàìè.

Òåîðåìà 4.4. ßçûê L ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà ÿçûêà L è Σ∗ \ L
ÿâëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒ ) Åñëè L = L(M) èM � òîòàëüíàÿ ÌÒ,

òî ïîìåíÿâ â íåé ìåñòàìè äîïóñêàþùåå è îòâåðãàþùåå

ñîñòîÿíèÿ q0 è q−1 , ïîëó÷èì ÌÒ, ðàñïîçíàþùóþ ÿçûê Σ∗ \ L .

(⇐ ) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L = L(M1) è Σ∗ \ L = L(M2) .
Ïîñòðîèì 3-ëåíòî÷íóþ òîòàëüíóþ ÌÒM0 , ðàñïîçíàþùóþ

ÿçûê L . Ýòà ìàøèíà ðàáîòàåò òàê.

1. Êîïèðóåò ñîäåðæèìîå âõîäíîé ëåíòû íà äâå ðàáî÷èå

ëåíòû.

2. Çàïóñêàåò íà ðàáî÷èõ ëåíòàõ ÌÒM1 èM2 è ÷åðåäóåò

øàãè âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ìàøèí.

3. Åñëè ÌÒM1 çàâåðøàåò ñâîå âû÷èñëåíèå â äîïóñêàþùåì

ñîñòîÿíèè, òî ÌÒM0 ïåðåõîäèò â äîïóñêàþùåå

ñîñòîÿíèå. Åñëè â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè çàâåðøàåò ñâîå

âû÷èñëåíèå ÌÒM2 , òî ÌÒM0 ïåðåõîäèò â îòâåðãàþùåå

ñîñòîÿíèå.

QED
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Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒ ) Åñëè L = L(M) èM � òîòàëüíàÿ ÌÒ,

òî ïîìåíÿâ â íåé ìåñòàìè äîïóñêàþùåå è îòâåðãàþùåå

ñîñòîÿíèÿ q0 è q−1 , ïîëó÷èì ÌÒ, ðàñïîçíàþùóþ ÿçûê Σ∗ \ L .

(⇐ ) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L = L(M1) è Σ∗ \ L = L(M2) .
Ïîñòðîèì 3-ëåíòî÷íóþ òîòàëüíóþ ÌÒM0 , ðàñïîçíàþùóþ

ÿçûê L . Ýòà ìàøèíà ðàáîòàåò òàê.

1. Êîïèðóåò ñîäåðæèìîå âõîäíîé ëåíòû íà äâå ðàáî÷èå

ëåíòû.

2. Çàïóñêàåò íà ðàáî÷èõ ëåíòàõ ÌÒM1 èM2 è ÷åðåäóåò

øàãè âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ìàøèí.

3. Åñëè ÌÒM1 çàâåðøàåò ñâîå âû÷èñëåíèå â äîïóñêàþùåì

ñîñòîÿíèè, òî ÌÒM0 ïåðåõîäèò â äîïóñêàþùåå

ñîñòîÿíèå. Åñëè â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè çàâåðøàåò ñâîå

âû÷èñëåíèå ÌÒM2 , òî ÌÒM0 ïåðåõîäèò â îòâåðãàþùåå

ñîñòîÿíèå.

QED
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Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒ ) Åñëè L = L(M) èM � òîòàëüíàÿ ÌÒ,

òî ïîìåíÿâ â íåé ìåñòàìè äîïóñêàþùåå è îòâåðãàþùåå

ñîñòîÿíèÿ q0 è q−1 , ïîëó÷èì ÌÒ, ðàñïîçíàþùóþ ÿçûê Σ∗ \ L .

(⇐ ) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L = L(M1) è Σ∗ \ L = L(M2) .
Ïîñòðîèì 3-ëåíòî÷íóþ òîòàëüíóþ ÌÒM0 , ðàñïîçíàþùóþ

ÿçûê L . Ýòà ìàøèíà ðàáîòàåò òàê.

1. Êîïèðóåò ñîäåðæèìîå âõîäíîé ëåíòû íà äâå ðàáî÷èå

ëåíòû.

2. Çàïóñêàåò íà ðàáî÷èõ ëåíòàõ ÌÒM1 èM2 è ÷åðåäóåò

øàãè âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ìàøèí.

3. Åñëè ÌÒM1 çàâåðøàåò ñâîå âû÷èñëåíèå â äîïóñêàþùåì

ñîñòîÿíèè, òî ÌÒM0 ïåðåõîäèò â äîïóñêàþùåå

ñîñòîÿíèå. Åñëè â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè çàâåðøàåò ñâîå

âû÷èñëåíèå ÌÒM2 , òî ÌÒM0 ïåðåõîäèò â îòâåðãàþùåå

ñîñòîÿíèå.

QED
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Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒ ) Åñëè L = L(M) èM � òîòàëüíàÿ ÌÒ,

òî ïîìåíÿâ â íåé ìåñòàìè äîïóñêàþùåå è îòâåðãàþùåå

ñîñòîÿíèÿ q0 è q−1 , ïîëó÷èì ÌÒ, ðàñïîçíàþùóþ ÿçûê Σ∗ \ L .

(⇐ ) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L = L(M1) è Σ∗ \ L = L(M2) .
Ïîñòðîèì 3-ëåíòî÷íóþ òîòàëüíóþ ÌÒM0 , ðàñïîçíàþùóþ

ÿçûê L . Ýòà ìàøèíà ðàáîòàåò òàê.

1. Êîïèðóåò ñîäåðæèìîå âõîäíîé ëåíòû íà äâå ðàáî÷èå

ëåíòû.

2. Çàïóñêàåò íà ðàáî÷èõ ëåíòàõ ÌÒM1 èM2 è ÷åðåäóåò

øàãè âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ìàøèí.

3. Åñëè ÌÒM1 çàâåðøàåò ñâîå âû÷èñëåíèå â äîïóñêàþùåì

ñîñòîÿíèè, òî ÌÒM0 ïåðåõîäèò â äîïóñêàþùåå

ñîñòîÿíèå. Åñëè â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè çàâåðøàåò ñâîå

âû÷èñëåíèå ÌÒM2 , òî ÌÒM0 ïåðåõîäèò â îòâåðãàþùåå

ñîñòîÿíèå.

QED
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Ïóñòü # /∈ Σ . Îáîçíà÷èì çàïèñüþ Σ∗#Σ∗

ìíîæåñòâî ñëîâ {u#v : u, v ∈ Σ∗} .

Òåîðåìà 4.5. ßçûê L ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîé ðåêóðñèâíûé ÿçûê L̂ ⊆ Σ∗#Σ∗ ,
äëÿ êîòîðîãî âåðíî ðàâåíñòâî
L = {w : ∃u w#u ∈ L̂} .
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Ïóñòü # /∈ Σ . Îáîçíà÷èì çàïèñüþ Σ∗#Σ∗

ìíîæåñòâî ñëîâ {u#v : u, v ∈ Σ∗} .

Òåîðåìà 4.5. ßçûê L ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîé ðåêóðñèâíûé ÿçûê L̂ ⊆ Σ∗#Σ∗ ,
äëÿ êîòîðîãî âåðíî ðàâåíñòâî
L = {w : ∃u w#u ∈ L̂} .



Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒ ) Ïóñòü L = L(M) . Äëÿ êàæäîãî ñëîâà
w ,w ∈ L, îáîçíà÷èì çàïèñüþ t(w) ÷èñëî òàêòîâ âû÷èñëåíèÿ

ÌÒM ïðè ðàáîòå íà âõîäíîì ñëîâå w .

Ðàññìîòðèì ÿçûê L̂ = {w#u : w ∈ L, |u| > t(w)} .

Î÷åâèäíî, ÷òî L = {w : ∃u w#u ∈ L̂} .
3-ëåíòî÷íàÿ ÌÒ M̂ ðàáîòàåò òàê.

1. Ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî ŵ = w#u , êîïèðóåò ñëîâà w è u
íà äâå ðàáî÷èå ëåíòû.

2. Çàïóñêàåò íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòå ÌÒM è ñ êàæäûì

òàêòîì åå ðàáîòû ñòèðàåò îäíó áóêâó â ñëîâå u .

3. Åñëè ÌÒM çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå íà ïåðâîé ðàáî÷åé

ëåíòå â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè è ïðè ýòîì âòîðàÿ

ðàáî÷àÿ ëåíòà íåïóñòà, òî ÌÒ M̂ äîïóñêàåò ñëîâî ŵ .

Åñëè ÌÒM çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå íà ïåðâîé ðàáî÷åé

ëåíòå â îòâåðãàþùåì ñîñòîÿíèè èëè âòîðàÿ ëåíòà

îïóñòîøàåòñÿ, òî ÌÒ M̂ îòâåðãàåò ñëîâî ŵ .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî M̂ � òîòàëüíàÿ ÌÒ, è L(M̂) = L̂ .



Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒ ) Ïóñòü L = L(M) . Äëÿ êàæäîãî ñëîâà
w ,w ∈ L, îáîçíà÷èì çàïèñüþ t(w) ÷èñëî òàêòîâ âû÷èñëåíèÿ

ÌÒM ïðè ðàáîòå íà âõîäíîì ñëîâå w .

Ðàññìîòðèì ÿçûê L̂ = {w#u : w ∈ L, |u| > t(w)} .
Î÷åâèäíî, ÷òî L = {w : ∃u w#u ∈ L̂} .

3-ëåíòî÷íàÿ ÌÒ M̂ ðàáîòàåò òàê.

1. Ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî ŵ = w#u , êîïèðóåò ñëîâà w è u
íà äâå ðàáî÷èå ëåíòû.

2. Çàïóñêàåò íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòå ÌÒM è ñ êàæäûì

òàêòîì åå ðàáîòû ñòèðàåò îäíó áóêâó â ñëîâå u .

3. Åñëè ÌÒM çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå íà ïåðâîé ðàáî÷åé

ëåíòå â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè è ïðè ýòîì âòîðàÿ

ðàáî÷àÿ ëåíòà íåïóñòà, òî ÌÒ M̂ äîïóñêàåò ñëîâî ŵ .

Åñëè ÌÒM çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå íà ïåðâîé ðàáî÷åé

ëåíòå â îòâåðãàþùåì ñîñòîÿíèè èëè âòîðàÿ ëåíòà

îïóñòîøàåòñÿ, òî ÌÒ M̂ îòâåðãàåò ñëîâî ŵ .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî M̂ � òîòàëüíàÿ ÌÒ, è L(M̂) = L̂ .



Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒ ) Ïóñòü L = L(M) . Äëÿ êàæäîãî ñëîâà
w ,w ∈ L, îáîçíà÷èì çàïèñüþ t(w) ÷èñëî òàêòîâ âû÷èñëåíèÿ

ÌÒM ïðè ðàáîòå íà âõîäíîì ñëîâå w .

Ðàññìîòðèì ÿçûê L̂ = {w#u : w ∈ L, |u| > t(w)} .
Î÷åâèäíî, ÷òî L = {w : ∃u w#u ∈ L̂} .
3-ëåíòî÷íàÿ ÌÒ M̂ ðàáîòàåò òàê.

1. Ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî ŵ = w#u , êîïèðóåò ñëîâà w è u
íà äâå ðàáî÷èå ëåíòû.

2. Çàïóñêàåò íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòå ÌÒM è ñ êàæäûì

òàêòîì åå ðàáîòû ñòèðàåò îäíó áóêâó â ñëîâå u .

3. Åñëè ÌÒM çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå íà ïåðâîé ðàáî÷åé

ëåíòå â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè è ïðè ýòîì âòîðàÿ

ðàáî÷àÿ ëåíòà íåïóñòà, òî ÌÒ M̂ äîïóñêàåò ñëîâî ŵ .

Åñëè ÌÒM çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå íà ïåðâîé ðàáî÷åé

ëåíòå â îòâåðãàþùåì ñîñòîÿíèè èëè âòîðàÿ ëåíòà

îïóñòîøàåòñÿ, òî ÌÒ M̂ îòâåðãàåò ñëîâî ŵ .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî M̂ � òîòàëüíàÿ ÌÒ, è L(M̂) = L̂ .



Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒ ) Ïóñòü L = L(M) . Äëÿ êàæäîãî ñëîâà
w ,w ∈ L, îáîçíà÷èì çàïèñüþ t(w) ÷èñëî òàêòîâ âû÷èñëåíèÿ

ÌÒM ïðè ðàáîòå íà âõîäíîì ñëîâå w .

Ðàññìîòðèì ÿçûê L̂ = {w#u : w ∈ L, |u| > t(w)} .
Î÷åâèäíî, ÷òî L = {w : ∃u w#u ∈ L̂} .
3-ëåíòî÷íàÿ ÌÒ M̂ ðàáîòàåò òàê.

1. Ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî ŵ = w#u , êîïèðóåò ñëîâà w è u
íà äâå ðàáî÷èå ëåíòû.

2. Çàïóñêàåò íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòå ÌÒM è ñ êàæäûì

òàêòîì åå ðàáîòû ñòèðàåò îäíó áóêâó â ñëîâå u .

3. Åñëè ÌÒM çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå íà ïåðâîé ðàáî÷åé

ëåíòå â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè è ïðè ýòîì âòîðàÿ

ðàáî÷àÿ ëåíòà íåïóñòà, òî ÌÒ M̂ äîïóñêàåò ñëîâî ŵ .

Åñëè ÌÒM çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå íà ïåðâîé ðàáî÷åé

ëåíòå â îòâåðãàþùåì ñîñòîÿíèè èëè âòîðàÿ ëåíòà

îïóñòîøàåòñÿ, òî ÌÒ M̂ îòâåðãàåò ñëîâî ŵ .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî M̂ � òîòàëüíàÿ ÌÒ, è L(M̂) = L̂ .



Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒ ) Ïóñòü L = L(M) . Äëÿ êàæäîãî ñëîâà
w ,w ∈ L, îáîçíà÷èì çàïèñüþ t(w) ÷èñëî òàêòîâ âû÷èñëåíèÿ

ÌÒM ïðè ðàáîòå íà âõîäíîì ñëîâå w .

Ðàññìîòðèì ÿçûê L̂ = {w#u : w ∈ L, |u| > t(w)} .
Î÷åâèäíî, ÷òî L = {w : ∃u w#u ∈ L̂} .
3-ëåíòî÷íàÿ ÌÒ M̂ ðàáîòàåò òàê.

1. Ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî ŵ = w#u , êîïèðóåò ñëîâà w è u
íà äâå ðàáî÷èå ëåíòû.

2. Çàïóñêàåò íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòå ÌÒM è ñ êàæäûì

òàêòîì åå ðàáîòû ñòèðàåò îäíó áóêâó â ñëîâå u .

3. Åñëè ÌÒM çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå íà ïåðâîé ðàáî÷åé

ëåíòå â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè è ïðè ýòîì âòîðàÿ

ðàáî÷àÿ ëåíòà íåïóñòà, òî ÌÒ M̂ äîïóñêàåò ñëîâî ŵ .

Åñëè ÌÒM çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå íà ïåðâîé ðàáî÷åé

ëåíòå â îòâåðãàþùåì ñîñòîÿíèè èëè âòîðàÿ ëåíòà

îïóñòîøàåòñÿ, òî ÌÒ M̂ îòâåðãàåò ñëîâî ŵ .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî M̂ � òîòàëüíàÿ ÌÒ, è L(M̂) = L̂ .



Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐ ) Ïóñòü L̂ = L(M̂) .

3-ëåíòî÷íàÿ ÌÒM , ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî w , âûïîëíÿåò

áåñêîíå÷íûé öèêë.

1. Íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòåM ïîðîæäàåò âñå ñëîâà â

àëôàâèòå Σ ïîî÷åðåäíî â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå,

ïî îäíîìó ñëîâó u íà êàæäîé èòåðàöèè öèêëà.

2. Ïîñëå òîãî, êàê íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè öèêëà ÌÒM
ñãåíåðèðîâàëà íà ðàáî÷åé ëåíòå ñëîâî u , îíà ôîðìèðóåò
íà âòîðîé ðàáî÷åé ëåíòå ñëîâî ŵ = w#u è çàïóñêàåò íà

ýòîì ñëîâå ÌÒ M̂ . Åñëè M̂ äîïóñêàåò ñëîâî ŵ , òî ÌÒM
çàâåðøàåò ðàáîòó è ïåðåõîäèò â äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå.

Åñëè M̂ îòâåðãàåò ñëîâî ŵ , òî ÌÒM ïðîäîëæàåò

âûïîëíåíèå öèêëà è ïîðîæäàåò íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòå

î÷åðåäíîå ñëîâî.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî L(M) = {w : ∃u w#u ∈ L̂} = L .
QED



Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐ ) Ïóñòü L̂ = L(M̂) .

3-ëåíòî÷íàÿ ÌÒM , ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî w , âûïîëíÿåò

áåñêîíå÷íûé öèêë.

1. Íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòåM ïîðîæäàåò âñå ñëîâà â

àëôàâèòå Σ ïîî÷åðåäíî â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå,

ïî îäíîìó ñëîâó u íà êàæäîé èòåðàöèè öèêëà.

2. Ïîñëå òîãî, êàê íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè öèêëà ÌÒM
ñãåíåðèðîâàëà íà ðàáî÷åé ëåíòå ñëîâî u , îíà ôîðìèðóåò
íà âòîðîé ðàáî÷åé ëåíòå ñëîâî ŵ = w#u è çàïóñêàåò íà

ýòîì ñëîâå ÌÒ M̂ . Åñëè M̂ äîïóñêàåò ñëîâî ŵ , òî ÌÒM
çàâåðøàåò ðàáîòó è ïåðåõîäèò â äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå.

Åñëè M̂ îòâåðãàåò ñëîâî ŵ , òî ÌÒM ïðîäîëæàåò

âûïîëíåíèå öèêëà è ïîðîæäàåò íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòå

î÷åðåäíîå ñëîâî.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî L(M) = {w : ∃u w#u ∈ L̂} = L .
QED



Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐ ) Ïóñòü L̂ = L(M̂) .

3-ëåíòî÷íàÿ ÌÒM , ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî w , âûïîëíÿåò

áåñêîíå÷íûé öèêë.

1. Íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòåM ïîðîæäàåò âñå ñëîâà â

àëôàâèòå Σ ïîî÷åðåäíî â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå,

ïî îäíîìó ñëîâó u íà êàæäîé èòåðàöèè öèêëà.

2. Ïîñëå òîãî, êàê íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè öèêëà ÌÒM
ñãåíåðèðîâàëà íà ðàáî÷åé ëåíòå ñëîâî u , îíà ôîðìèðóåò
íà âòîðîé ðàáî÷åé ëåíòå ñëîâî ŵ = w#u è çàïóñêàåò íà

ýòîì ñëîâå ÌÒ M̂ . Åñëè M̂ äîïóñêàåò ñëîâî ŵ , òî ÌÒM
çàâåðøàåò ðàáîòó è ïåðåõîäèò â äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå.

Åñëè M̂ îòâåðãàåò ñëîâî ŵ , òî ÌÒM ïðîäîëæàåò

âûïîëíåíèå öèêëà è ïîðîæäàåò íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòå

î÷åðåäíîå ñëîâî.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî L(M) = {w : ∃u w#u ∈ L̂} = L .
QED



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Çàäà÷à 4.1. Äîêàæèòå, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå
âîçìîæíîñòè ìàøèíû Òüþðèíãà íå èçìåíÿþòñÿ,
åñëè åå âìåñòî áåñêîíå÷íîé ëåíòû ñíàáäèòü

1. äâóìÿ áåñêîíå÷íûìè ñòåêàìè (ìàãàçèíàìè);

2. áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòüþ, ðàçáèòîé íà ÿ÷åéêè,
ïîäîáíî ëåíòå.

Çàäà÷à 4.2. Äîêàæèòå, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå
âîçìîæíîñòè ìàøèíû Òüþðèíãà íå çàâèñÿò îò
÷èñëà ñèìâîëîâ ðàáî÷åãî àëôàâèòà Γ .



ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÌÀØÈÍ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Çàäà÷à 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå
âîçìîæíîñòè ìàøèíû Òüþðèíãà íå èçìåíÿþòñÿ,
åñëè âìåñòî ôóíêöèè ïåðåõîäîâ îíà èñïîëüçóåò
îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ, ïîçâîëÿþùåå â íåêîòîðûõ
êîíôèãóðàöèÿõ íåäåòåðìèíèðîâàííî âûáèðàòü
äëÿ âûïîëíåíèÿ îäíó èç íåñêîëüêèõ êîìàíä.

Çàäà÷à 4.4. (Òðóäíàÿ) Äîêàæèòå, ÷òî
âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ìàøèíû Òüþðèíãà
íå èçìåíÿþòñÿ, åñëè âìåñòî áåñêîíå÷íîé ëåíòû
îíà áóäåò ðàáîòàòü ñ î÷åðåäüþ, ñ÷èòûâàÿ áóêâû
èç íà÷àëà î÷åðåäè è çàïèñûâàÿ áóêâû â êîíåö
î÷åðåäè.



ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÈ

Òåîðåìà 4.6. Êëàññ ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåêóðñèâíûå ÿçûêè L1 è L2
ðàñïîçíàþòñÿ òîòàëüíûìè 1-ëåòíî÷íûìè ÌÒM1 èM2 .

Ïîñòðîèì òîòàëüíóþ 2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM1∩2 , ðàñïîçíàþùóþ
ÿçûê L1 ∩ L2 .

ÌÒM1∩2 , ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî, êîïèðóåò åãî íà ðàáî÷óþ
ëåíòó è çàïóñêàåò íà âõîäíîé ëåíòå ÌÒM1 . Åñëè ýòà ÌÒ

äîñòèãàåò äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ, òî íà ðàáî÷åé ëåíòå

çàïóñêàåòñÿ ÌÒM2 . Åñëè è îíà äîñòèãàíò äîïóñêàþùåãî

ñîñòîÿíèÿ, òî ÌÒM1∩2 äîïóñêàåò âõîäíîå ñëîâî.

Ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, êàê ïîñòðîèòü ÌÒ, äîïóñêàþùèå

ÿçûêè L1 ∪ L2 è Σ∗ \ L1 QED



ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÈ

Òåîðåìà 4.6. Êëàññ ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåêóðñèâíûå ÿçûêè L1 è L2
ðàñïîçíàþòñÿ òîòàëüíûìè 1-ëåòíî÷íûìè ÌÒM1 èM2 .

Ïîñòðîèì òîòàëüíóþ 2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM1∩2 , ðàñïîçíàþùóþ
ÿçûê L1 ∩ L2 .

ÌÒM1∩2 , ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî, êîïèðóåò åãî íà ðàáî÷óþ
ëåíòó è çàïóñêàåò íà âõîäíîé ëåíòå ÌÒM1 . Åñëè ýòà ÌÒ

äîñòèãàåò äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ, òî íà ðàáî÷åé ëåíòå

çàïóñêàåòñÿ ÌÒM2 . Åñëè è îíà äîñòèãàíò äîïóñêàþùåãî

ñîñòîÿíèÿ, òî ÌÒM1∩2 äîïóñêàåò âõîäíîå ñëîâî.

Ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, êàê ïîñòðîèòü ÌÒ, äîïóñêàþùèå

ÿçûêè L1 ∪ L2 è Σ∗ \ L1 QED



ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÈ

Òåîðåìà 4.6. Êëàññ ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåêóðñèâíûå ÿçûêè L1 è L2
ðàñïîçíàþòñÿ òîòàëüíûìè 1-ëåòíî÷íûìè ÌÒM1 èM2 .

Ïîñòðîèì òîòàëüíóþ 2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM1∩2 , ðàñïîçíàþùóþ
ÿçûê L1 ∩ L2 .

ÌÒM1∩2 , ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî, êîïèðóåò åãî íà ðàáî÷óþ
ëåíòó è çàïóñêàåò íà âõîäíîé ëåíòå ÌÒM1 . Åñëè ýòà ÌÒ

äîñòèãàåò äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ, òî íà ðàáî÷åé ëåíòå

çàïóñêàåòñÿ ÌÒM2 . Åñëè è îíà äîñòèãàíò äîïóñêàþùåãî

ñîñòîÿíèÿ, òî ÌÒM1∩2 äîïóñêàåò âõîäíîå ñëîâî.

Ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, êàê ïîñòðîèòü ÌÒ, äîïóñêàþùèå

ÿçûêè L1 ∪ L2 è Σ∗ \ L1 QED



ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÈ

Òåîðåìà 4.7. Êëàññ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ çàìêíóò

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûå ÿçûêè L1 è

L2 ðàñïîçíàþòñÿ 1-ëåòíî÷íûìè ÌÒM1 èM2 . Ïîñòðîèì

2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM1∪2 , ðàñïîçíàþùóþ ÿçûê L1 ∪ L2 .

ÌÒM1∪2 , ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî, êîïèðóåò åãî íà ðàáî÷óþ
ëåíòó è çàïóñêàåò íà îáåèõ ëåíòàõ ÌÒM1 èM2 , ÷åðåäóÿ

øàãè èõ âû÷èñëåíèé. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ÌÒ äîñòèãàåò

äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ, òî ÌÒM1∩2 äîïóñêàåò âõîäíîå

ñëîâî.

Ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, êàê ïîñòðîèòü ÌÒ, äîïóñêàþùóþ

ÿçûê L1 ∩ L2 QED

Âîïðîñ î çàìêíóòîñòè êëàññà ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ

îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ ðàâíîñèëåí âîïðîñó î ñîâïàäåíèè

ýòîãî êëàññà ñ êëàññîì ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ.



ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÈ

Òåîðåìà 4.7. Êëàññ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ çàìêíóò

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûå ÿçûêè L1 è

L2 ðàñïîçíàþòñÿ 1-ëåòíî÷íûìè ÌÒM1 èM2 . Ïîñòðîèì

2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM1∪2 , ðàñïîçíàþùóþ ÿçûê L1 ∪ L2 .

ÌÒM1∪2 , ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî, êîïèðóåò åãî íà ðàáî÷óþ
ëåíòó è çàïóñêàåò íà îáåèõ ëåíòàõ ÌÒM1 èM2 , ÷åðåäóÿ

øàãè èõ âû÷èñëåíèé. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ÌÒ äîñòèãàåò

äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ, òî ÌÒM1∩2 äîïóñêàåò âõîäíîå

ñëîâî.

Ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, êàê ïîñòðîèòü ÌÒ, äîïóñêàþùóþ

ÿçûê L1 ∩ L2 QED

Âîïðîñ î çàìêíóòîñòè êëàññà ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ

îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ ðàâíîñèëåí âîïðîñó î ñîâïàäåíèè

ýòîãî êëàññà ñ êëàññîì ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ.



ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÈ

Òåîðåìà 4.7. Êëàññ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ çàìêíóò

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûå ÿçûêè L1 è

L2 ðàñïîçíàþòñÿ 1-ëåòíî÷íûìè ÌÒM1 èM2 . Ïîñòðîèì

2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM1∪2 , ðàñïîçíàþùóþ ÿçûê L1 ∪ L2 .

ÌÒM1∪2 , ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî, êîïèðóåò åãî íà ðàáî÷óþ
ëåíòó è çàïóñêàåò íà îáåèõ ëåíòàõ ÌÒM1 èM2 , ÷åðåäóÿ

øàãè èõ âû÷èñëåíèé. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ÌÒ äîñòèãàåò

äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ, òî ÌÒM1∩2 äîïóñêàåò âõîäíîå

ñëîâî.

Ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, êàê ïîñòðîèòü ÌÒ, äîïóñêàþùóþ

ÿçûê L1 ∩ L2 QED

Âîïðîñ î çàìêíóòîñòè êëàññà ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ

îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ ðàâíîñèëåí âîïðîñó î ñîâïàäåíèè

ýòîãî êëàññà ñ êëàññîì ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ.



ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÈ

Òåîðåìà 4.7. Êëàññ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ çàìêíóò

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûå ÿçûêè L1 è

L2 ðàñïîçíàþòñÿ 1-ëåòíî÷íûìè ÌÒM1 èM2 . Ïîñòðîèì

2-ëåíòî÷íóþ ÌÒM1∪2 , ðàñïîçíàþùóþ ÿçûê L1 ∪ L2 .

ÌÒM1∪2 , ïîëó÷èâ âõîäíîå ñëîâî, êîïèðóåò åãî íà ðàáî÷óþ
ëåíòó è çàïóñêàåò íà îáåèõ ëåíòàõ ÌÒM1 èM2 , ÷åðåäóÿ

øàãè èõ âû÷èñëåíèé. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ÌÒ äîñòèãàåò

äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ, òî ÌÒM1∩2 äîïóñêàåò âõîäíîå

ñëîâî.

Ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, êàê ïîñòðîèòü ÌÒ, äîïóñêàþùóþ

ÿçûê L1 ∩ L2 QED

Âîïðîñ î çàìêíóòîñòè êëàññà ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ

îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ ðàâíîñèëåí âîïðîñó î ñîâïàäåíèè

ýòîãî êëàññà ñ êëàññîì ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ.



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ
Ìíîãîëåíòî÷íûå ÌÒ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå
òîëüêî äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñëîâ, íî è äëÿ
âû÷èñëåíèÿ îäíèõ ñëîâ èç äðóãèõ.

Äëÿ ýòîé öåëè âûäåëÿåòñÿ îòäåëüíàÿ ëåíòà �
ëåíòà âûõîäà . Ïîëó÷èâ ñëîâî íà âõîäíîé ëåíòå,
ÌÒ ïðîâîäèò âû÷èñëåíèå, èñïîëüçóÿ ðàáî÷èå
ëåíòû, çàïèñûâàåò ðåçóëüòàò (ñëîâî â âûõîäíîì
àëôàâèòå ∆ ) íà ëåíòå âûõîäà è îñòàíàâëèâàåòñÿ
â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè (èëè çàöèêëèâàåòñÿ).

Ñëîâàðíûå ôóíêöèè F : Σ∗ → ∆∗ , âû÷èñëèìûå
òàêèì îáðàçîì íà ÌÒ, íàçûâàþòñÿ âû÷èñëèìûìè
ïî Òüþðèíãó (êîðîòêî, Ò-ôóíêöèÿìè).



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

Ïîñêîëüêó êàæäîå ñëîâî w = aj1aj2 . . . ajm â
àëôàâèòå a1, . . . , ak ïðåäñòàâëÿåò çàïèñü

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà nw =
m∑
i=1

ji · km−i, cëîâàðíûå

ôóíêöèè F : Σ∗ → ∆∗ ìîæíî èñòîëêîâûâàòü, êàê
àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. [Ñ. Êëèíè] Êëàññ àðèôìåòè÷åñêèõ
Ò-ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ÷àñòè÷íî
ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

Ïîñêîëüêó êàæäîå ñëîâî w = aj1aj2 . . . ajm â
àëôàâèòå a1, . . . , ak ïðåäñòàâëÿåò çàïèñü

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà nw =
m∑
i=1

ji · km−i, cëîâàðíûå

ôóíêöèè F : Σ∗ → ∆∗ ìîæíî èñòîëêîâûâàòü, êàê
àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. [Ñ. Êëèíè] Êëàññ àðèôìåòè÷åñêèõ
Ò-ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ÷àñòè÷íî
ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

Êëàññ ðåêóðñèâíûõ è ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ
ÿçûêîâ ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü â òåðìèíàõ
Ò-ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4.8. ßçûê L, L ⊆ Σ∗, ÿâëÿåòñÿ
ðåêóðñèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò Ò-ôóíêöèÿ

F (w) =

{
1, åñëè w ∈ L,

0, åñëè w /∈ L,

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî.



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

Òåîðåìà 4.9. ßçûê L, L ⊆ Σ∗, ÿâëÿåòñÿ
ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò Ò-ôóíêöèÿ

H(w) =

{
1, åñëè w ∈ L,

íåîïðåäåëåíî, åñëè w /∈ L,

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî.

Íî åñòü è áîëåå èíòåðåñíîå îïèñàíèå ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ, îáúÿñíÿþùåå
ïðîèñõîæäåíèå ýòîãî òåðìèíà.



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

Òåîðåìà 4.9. ßçûê L, L ⊆ Σ∗, ÿâëÿåòñÿ
ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò Ò-ôóíêöèÿ

H(w) =

{
1, åñëè w ∈ L,

íåîïðåäåëåíî, åñëè w /∈ L,

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî.

Íî åñòü è áîëåå èíòåðåñíîå îïèñàíèå ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ, îáúÿñíÿþùåå
ïðîèñõîæäåíèå ýòîãî òåðìèíà.



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

Òåîðåìà 4.10. ßçûê L, L ⊆ Σ∗, L 6= ∅, ÿâëÿåòñÿ
ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ âñþäó îïðåäåëåííàÿ
Ò-ôóíêöèÿ E : N→ Σ∗ , îáëàñòüþ çíà÷åíèé
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÿçûê L .

Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ E
ñïîñîáíà ïåðå÷èñëèòü âñå ñëîâà ÿçûêà L .



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐ ) Ïóñòü L = E (N) .

Ñëåäóþùàÿ ÌÒM ðàñïîçíàåò ÿçûê L .

Äëÿ ïðîâåðêè âêëþ÷åíèÿ w ∈ L îíà çàïóñêàåò
ÌÒ, âû÷èñëÿþùóþ ôóíêöèþ E , ïîñëåäîâàòåëüíî
íà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, äî òåõ ïîð ïîêà íå
áóäåò âû÷èñëåíî âûõîäíîå ñëîâî w .

Åñëè ýòî ñëó÷èòñÿ, òîM ïåðåõîäèò â
äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå.



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒ )
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÌÒM ðàñïîçíàåò ÿçûê L .

Ïîñêîëüêó ÿçûê L íåïóñò, ñóùåñòâóåò âõîäíîå
ñëîâî w0,w0 ∈ L .

Ðàñïîëîæèì âñå âõîäíûå ñëîâà èç ìíîæåñòâà Σ∗

â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå: u1, u2, u3, . . . .

À òåïåðü ïðèâåäåì ðåêóðñèâíîå îïèñàíèå
ôóíêöèè E , ïåðå÷èñëÿþùåé âñå ñëîâà ÿçûêà L .



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒ )
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÌÒM ðàñïîçíàåò ÿçûê L .

Ïîñêîëüêó ÿçûê L íåïóñò, ñóùåñòâóåò âõîäíîå
ñëîâî w0,w0 ∈ L .

Ðàñïîëîæèì âñå âõîäíûå ñëîâà èç ìíîæåñòâà Σ∗

â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå: u1, u2, u3, . . . .

À òåïåðü ïðèâåäåì ðåêóðñèâíîå îïèñàíèå
ôóíêöèè E , ïåðå÷èñëÿþùåé âñå ñëîâà ÿçûêà L .



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

0). Ïîëîæèì E (0) = w0 .

n → n+1). ×òîáû âû÷èñëèòü E (n + 1) íóæíî

1. Âû÷èñëèòü ñïèñîê âõîäíûõ ñëîâ

Wn = {E (0),E (1), . . . ,E (n)} ;
2. Ñôîðìèðîâàòü ñïèñîê ñëîâ Un ={u0, u1, . . . , un, un+1} \Wn ;

3. Ïðèìåíèòü ÌÒM ê êàæäîìó ñëîâó èç ñïèñêà Un ,

îãðàíè÷èâ âðåìÿ åå ðàáîòû n + 1 òàêòàìè;

4. Åñëè ÌÒM ïðè ðàáîòå ñ êàæäûì èç ñëîâ ñïèñêà Un íå

äîñòèãàåò äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ çà n + 1 èëè ìåíåå

òàêòîâ ðàáîòû, òî ïîëîæèòü E (n + 1) = w0 ;

5. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáðàòü ñëîâî u ñ

íàèìåíüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì ñðåäè òåõ ñëîâ ñïèñêà

Un , ïðè ðàáîòå ñ êîòîðûìè ÌÒM äîñòèãëà

äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ íå áîëåå ÷åì çà n + 1 òàêòîâ

ðàáîòû, è ïîëîæèòü E (n + 1) = u .



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

0). Ïîëîæèì E (0) = w0 .

n → n+1). ×òîáû âû÷èñëèòü E (n + 1) íóæíî

1. Âû÷èñëèòü ñïèñîê âõîäíûõ ñëîâ

Wn = {E (0),E (1), . . . ,E (n)} ;

2. Ñôîðìèðîâàòü ñïèñîê ñëîâ Un ={u0, u1, . . . , un, un+1} \Wn ;

3. Ïðèìåíèòü ÌÒM ê êàæäîìó ñëîâó èç ñïèñêà Un ,

îãðàíè÷èâ âðåìÿ åå ðàáîòû n + 1 òàêòàìè;

4. Åñëè ÌÒM ïðè ðàáîòå ñ êàæäûì èç ñëîâ ñïèñêà Un íå

äîñòèãàåò äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ çà n + 1 èëè ìåíåå

òàêòîâ ðàáîòû, òî ïîëîæèòü E (n + 1) = w0 ;

5. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáðàòü ñëîâî u ñ

íàèìåíüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì ñðåäè òåõ ñëîâ ñïèñêà

Un , ïðè ðàáîòå ñ êîòîðûìè ÌÒM äîñòèãëà

äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ íå áîëåå ÷åì çà n + 1 òàêòîâ

ðàáîòû, è ïîëîæèòü E (n + 1) = u .



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

0). Ïîëîæèì E (0) = w0 .

n → n+1). ×òîáû âû÷èñëèòü E (n + 1) íóæíî

1. Âû÷èñëèòü ñïèñîê âõîäíûõ ñëîâ

Wn = {E (0),E (1), . . . ,E (n)} ;
2. Ñôîðìèðîâàòü ñïèñîê ñëîâ Un ={u0, u1, . . . , un, un+1} \Wn ;

3. Ïðèìåíèòü ÌÒM ê êàæäîìó ñëîâó èç ñïèñêà Un ,

îãðàíè÷èâ âðåìÿ åå ðàáîòû n + 1 òàêòàìè;

4. Åñëè ÌÒM ïðè ðàáîòå ñ êàæäûì èç ñëîâ ñïèñêà Un íå

äîñòèãàåò äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ çà n + 1 èëè ìåíåå

òàêòîâ ðàáîòû, òî ïîëîæèòü E (n + 1) = w0 ;

5. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáðàòü ñëîâî u ñ

íàèìåíüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì ñðåäè òåõ ñëîâ ñïèñêà

Un , ïðè ðàáîòå ñ êîòîðûìè ÌÒM äîñòèãëà

äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ íå áîëåå ÷åì çà n + 1 òàêòîâ

ðàáîòû, è ïîëîæèòü E (n + 1) = u .



ÔÓÍÊÖÈÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÏÎ ÒÜÞÐÈÍÃÓ

0). Ïîëîæèì E (0) = w0 .

n → n+1). ×òîáû âû÷èñëèòü E (n + 1) íóæíî

1. Âû÷èñëèòü ñïèñîê âõîäíûõ ñëîâ

Wn = {E (0),E (1), . . . ,E (n)} ;
2. Ñôîðìèðîâàòü ñïèñîê ñëîâ Un ={u0, u1, . . . , un, un+1} \Wn ;

3. Ïðèìåíèòü ÌÒM ê êàæäîìó ñëîâó èç ñïèñêà Un ,

îãðàíè÷èâ âðåìÿ åå ðàáîòû n + 1 òàêòàìè;

4. Åñëè ÌÒM ïðè ðàáîòå ñ êàæäûì èç ñëîâ ñïèñêà Un íå

äîñòèãàåò äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ çà n + 1 èëè ìåíåå

òàêòîâ ðàáîòû, òî ïîëîæèòü E (n + 1) = w0 ;

5. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáðàòü ñëîâî u ñ

íàèìåíüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì ñðåäè òåõ ñëîâ ñïèñêà

Un , ïðè ðàáîòå ñ êîòîðûìè ÌÒM äîñòèãëà

äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ íå áîëåå ÷åì çà n + 1 òàêòîâ

ðàáîòû, è ïîëîæèòü E (n + 1) = u .
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0). Ïîëîæèì E (0) = w0 .

n → n+1). ×òîáû âû÷èñëèòü E (n + 1) íóæíî

1. Âû÷èñëèòü ñïèñîê âõîäíûõ ñëîâ

Wn = {E (0),E (1), . . . ,E (n)} ;
2. Ñôîðìèðîâàòü ñïèñîê ñëîâ Un ={u0, u1, . . . , un, un+1} \Wn ;

3. Ïðèìåíèòü ÌÒM ê êàæäîìó ñëîâó èç ñïèñêà Un ,

îãðàíè÷èâ âðåìÿ åå ðàáîòû n + 1 òàêòàìè;

4. Åñëè ÌÒM ïðè ðàáîòå ñ êàæäûì èç ñëîâ ñïèñêà Un íå

äîñòèãàåò äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ çà n + 1 èëè ìåíåå

òàêòîâ ðàáîòû, òî ïîëîæèòü E (n + 1) = w0 ;

5. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáðàòü ñëîâî u ñ

íàèìåíüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì ñðåäè òåõ ñëîâ ñïèñêà
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äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ íå áîëåå ÷åì çà n + 1 òàêòîâ

ðàáîòû, è ïîëîæèòü E (n + 1) = u .
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0). Ïîëîæèì E (0) = w0 .

n → n+1). ×òîáû âû÷èñëèòü E (n + 1) íóæíî

1. Âû÷èñëèòü ñïèñîê âõîäíûõ ñëîâ

Wn = {E (0),E (1), . . . ,E (n)} ;
2. Ñôîðìèðîâàòü ñïèñîê ñëîâ Un ={u0, u1, . . . , un, un+1} \Wn ;

3. Ïðèìåíèòü ÌÒM ê êàæäîìó ñëîâó èç ñïèñêà Un ,

îãðàíè÷èâ âðåìÿ åå ðàáîòû n + 1 òàêòàìè;

4. Åñëè ÌÒM ïðè ðàáîòå ñ êàæäûì èç ñëîâ ñïèñêà Un íå

äîñòèãàåò äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ çà n + 1 èëè ìåíåå

òàêòîâ ðàáîòû, òî ïîëîæèòü E (n + 1) = w0 ;

5. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáðàòü ñëîâî u ñ

íàèìåíüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì ñðåäè òåõ ñëîâ ñïèñêà

Un , ïðè ðàáîòå ñ êîòîðûìè ÌÒM äîñòèãëà

äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ íå áîëåå ÷åì çà n + 1 òàêòîâ

ðàáîòû, è ïîëîæèòü E (n + 1) = u .
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Èç ïðèâåäåííîãî îïèñàíèÿ âèäíî, ÷òî

I E (x) � âñþäó îïðåäåëåííàÿ Ò-âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ;

I çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè E (x) ÿâëÿþòñÿ òîëüêî
ñëîâà ÿçûêà L = L(M) ;

I åñëè âõîäíîå ñëîâî u èìååò ïîðÿäêîâûé íîìåð
k è äîïóñêàåòñÿ ÌÒM çà m òàêòîâ ðàáîòû,
òî E (n) = u äëÿ íåêîòîðîãî n, 0 ≤ n ≤ m+ k .

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûé
ÿçûê ãåíåðèðóåòñÿ íåêîòîðîé âñþäó îïðåäåëåííîé
Ò-âû÷èñëèìîé (ò.å. ðåêóðñèâíîé) ôóíêöèåé. QED
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Èç ïðèâåäåííîãî îïèñàíèÿ âèäíî, ÷òî

I E (x) � âñþäó îïðåäåëåííàÿ Ò-âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ;

I çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè E (x) ÿâëÿþòñÿ òîëüêî
ñëîâà ÿçûêà L = L(M) ;

I åñëè âõîäíîå ñëîâî u èìååò ïîðÿäêîâûé íîìåð
k è äîïóñêàåòñÿ ÌÒM çà m òàêòîâ ðàáîòû,
òî E (n) = u äëÿ íåêîòîðîãî n, 0 ≤ n ≤ m+ k .

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûé
ÿçûê ãåíåðèðóåòñÿ íåêîòîðîé âñþäó îïðåäåëåííîé
Ò-âû÷èñëèìîé (ò.å. ðåêóðñèâíîé) ôóíêöèåé. QED
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Èç ïðèâåäåííîãî îïèñàíèÿ âèäíî, ÷òî

I E (x) � âñþäó îïðåäåëåííàÿ Ò-âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ;

I çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè E (x) ÿâëÿþòñÿ òîëüêî
ñëîâà ÿçûêà L = L(M) ;

I åñëè âõîäíîå ñëîâî u èìååò ïîðÿäêîâûé íîìåð
k è äîïóñêàåòñÿ ÌÒM çà m òàêòîâ ðàáîòû,
òî E (n) = u äëÿ íåêîòîðîãî n, 0 ≤ n ≤ m+ k .

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûé
ÿçûê ãåíåðèðóåòñÿ íåêîòîðîé âñþäó îïðåäåëåííîé
Ò-âû÷èñëèìîé (ò.å. ðåêóðñèâíîé) ôóíêöèåé. QED
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Çàäà÷à 4.5. Äîêàæèòå, ÷òî áåñêîíå÷íûé ÿçûê
L, L ⊆ Σ∗, L 6= ∅, ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âñþäó îïðåäåëåííàÿ
Ò-ôóíêöèÿ E : N→ Σ∗ , ïåðå÷èñëÿþùàÿ ñëîâà
ýòîãî ÿçûêà â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Çàäà÷à 4.6. Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê L, L ⊆ Σ∗,
ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì, åñëè
ñóùåñòâóåò íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ÌÒ,
êîòîðàÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷èâ íà âõîäå ïóñòóþ ëåíòó,
ìîæåò íàïå÷àòàòü íà âûõîäíîé ëåíòå âñå ñëîâà
ÿçûêà L, L ⊆ Σ∗, è òîëüêî ýòè ñëîâà.



ÌÀÑÑÎÂÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ
ÏÐÎÁËÅÌÛ

Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà
êëàññà:

I èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è : íàïðèìåð, ðåøèòü
óðàâíåíèå x4 + 2x2 + 1 = 0 ;

I ìàññîâûå ïðîáëåìû : íàïðèìåð, ðåøèòü ëþáîå
óðàâíåíèå âèäà ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0.

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñïîñîáíîñòü ðåøàòü
èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó, Âàì äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè
åå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå, è îáúÿñíèòü, êàê
ïðîâåðèòü åãî ïðàâèëüíîñòü.

À êàê ïîäòâåðäèòü óìåíèå ðåøàòü ìàññîâóþ
ïðîáëåìó?
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Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà
êëàññà:

I èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è : íàïðèìåð, ðåøèòü
óðàâíåíèå x4 + 2x2 + 1 = 0 ;

I ìàññîâûå ïðîáëåìû : íàïðèìåð, ðåøèòü ëþáîå
óðàâíåíèå âèäà ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0.

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñïîñîáíîñòü ðåøàòü
èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó, Âàì äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè
åå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå, è îáúÿñíèòü, êàê
ïðîâåðèòü åãî ïðàâèëüíîñòü.

À êàê ïîäòâåðäèòü óìåíèå ðåøàòü ìàññîâóþ
ïðîáëåìó?
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ÏÐÎÁËÅÌÛ

Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà
êëàññà:

I èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è : íàïðèìåð, ðåøèòü
óðàâíåíèå x4 + 2x2 + 1 = 0 ;

I ìàññîâûå ïðîáëåìû : íàïðèìåð, ðåøèòü ëþáîå
óðàâíåíèå âèäà ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0.

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñïîñîáíîñòü ðåøàòü
èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó, Âàì äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè
åå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå, è îáúÿñíèòü, êàê
ïðîâåðèòü åãî ïðàâèëüíîñòü.

À êàê ïîäòâåðäèòü óìåíèå ðåøàòü ìàññîâóþ
ïðîáëåìó?



ÌÀÑÑÎÂÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ
ÏÐÎÁËÅÌÛ

Äî ñåðåäèíû XX âåêà ìàòåìàòèêè íå çíàëè
ñðåäñòâ äëÿ ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ
¾ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è¿.
È ïîýòîìó îíè íå ìîãëè äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ
î òîì, ÷òî íåêîòîðûå ìàññîâûå ïðîáëåìû íå
èìåþò ñïîñîáà èõ ðåøåíèÿ.

Ñ ïîÿâëåíèåì ôîðìàëüíûõ îïðåäåëåíèé ïîíÿòèÿ
¾àëãîðèòìà¿ ìàòåìàòèêè ïðèøëè ê ñîãëàøåíèþ î
òîì, ÷òî ñïîñîáîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñëåäóåò
ñ÷èòàòü ôîðìàëüíûé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ.
È òîãäà ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ôîðìàëèçîâàòü
ïîíÿòèå ¾ìàññîâîé àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû¿.
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ÏÐÎÁËÅÌÛ

Äî ñåðåäèíû XX âåêà ìàòåìàòèêè íå çíàëè
ñðåäñòâ äëÿ ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ
¾ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è¿.
È ïîýòîìó îíè íå ìîãëè äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ
î òîì, ÷òî íåêîòîðûå ìàññîâûå ïðîáëåìû íå
èìåþò ñïîñîáà èõ ðåøåíèÿ.

Ñ ïîÿâëåíèåì ôîðìàëüíûõ îïðåäåëåíèé ïîíÿòèÿ
¾àëãîðèòìà¿ ìàòåìàòèêè ïðèøëè ê ñîãëàøåíèþ î
òîì, ÷òî ñïîñîáîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñëåäóåò
ñ÷èòàòü ôîðìàëüíûé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ.
È òîãäà ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ôîðìàëèçîâàòü
ïîíÿòèå ¾ìàññîâîé àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû¿.
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Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è
ðàñïîçíàâàíèÿ, ðåøåíèÿìè êîòîðûõ ñëóæàò
îòâåòû ¾äà¿ èëè ¾íåò¿. Íàïðèìåð,

P1: ßâëÿþòñÿ ëè äâà çàäàííûõ ãðàôà G1 è G2

èçîìîðôíûìè?

P2: Èìååò ëè çàäàííîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå
E (x)=0 ðåøåíèå, ìåíüøåå çàäàííîãî ÷èñëà c ?

P3: Âûïîëíèìà ëè çàäàííàÿ ôîðìóëà ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ Φ ?

P4: Âåðíî ëè, ÷òî çàäàííàÿ ÌÒM çàâåðøàåò
âû÷èñëåíèÿ íà âñåõ íà÷àëüíûõ êîíôèãóðàöèÿõ?



ÌÀÑÑÎÂÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ
ÏÐÎÁËÅÌÛ

Êàæäàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à ïîëíîñòüþ
õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ ñïåöèôè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ:

I P1 = 〈G1,G2〉 ,
I P2 = 〈E (x), c〉 ,
I P3 = 〈Φ〉 ,
I P4 = 〈M〉 ,

êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí (çàïèñàí,
çàêîäèðîâàí) ñëîâîì â íåêîòîðîì êîíå÷íîì
àëôàâèòå.
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Ìàññîâàÿ ïðîáëåìà � ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ
èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ îïðåäåëåííîãî òèïà, â
êîòîðîé âûäåëåíî ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ
çàäà÷ (âîïðîñîâ), ïðàâèëüíûì îòâåòîì äëÿ
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ óòâåðäèòåëüíûé îòâåò ¾äà¿:

I P1 = {〈G1,G2〉 : G1 è G2 èçîìîðôíû} ,
I P2 = {〈E , c〉 : ∃x(E (x) = 0 ∧ x < c)} ,
I P3 = {〈Φ〉 : ∃I (I |= Φ)} ,
I P4 = {〈M〉 : ∀α(M(α) êîíå÷íî)} .

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ìàññîâàÿ ïðîáëåìà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé ÿçûê â êîíå÷íîì
àëôàâèòå.
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ÏÐÎÁËÅÌÛ

Ðåøèòü ìàññîâóþ ïðîáëåìó P îçíà÷àåò íàéòè
ÌÒ (àëãîðèòì)M , êîòîðûé äëÿ ëþáîé
èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è w :

I ïåðåõîäèò â äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå, åñëè
ïðàâèëüíûì îòâåòîì äëÿ çàäà÷è w ÿâëÿåòñÿ
óòâåðäèòåëüíûé îòâåò, ò.å. w ∈ P ;

I ïåðåõîäèò â îòâåðãàþùåå ñîñòîÿíèå, åñëè
çàäà÷à w èìååò îòðèöàòåëüíûé îòâåò (èëè
íåêîððåêòíî ñôîðìóëèðîâàíà), ò.å. w /∈ P ;.

Òàêèì îáðàçîì, ìàññîâàÿ ïðîáëåìà P ñ÷èòàåòñÿ
àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîé , åñëè P �
ðåêóðñèâíûé ÿçûê.



ÌÀÑÑÎÂÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ
ÏÐÎÁËÅÌÛ

Ðåøèòü ìàññîâóþ ïðîáëåìó P îçíà÷àåò íàéòè
ÌÒ (àëãîðèòì)M , êîòîðûé äëÿ ëþáîé
èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è w :

I ïåðåõîäèò â äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå, åñëè
ïðàâèëüíûì îòâåòîì äëÿ çàäà÷è w ÿâëÿåòñÿ
óòâåðäèòåëüíûé îòâåò, ò.å. w ∈ P ;

I ïåðåõîäèò â îòâåðãàþùåå ñîñòîÿíèå, åñëè
çàäà÷à w èìååò îòðèöàòåëüíûé îòâåò (èëè
íåêîððåêòíî ñôîðìóëèðîâàíà), ò.å. w /∈ P ;.

Òàêèì îáðàçîì, ìàññîâàÿ ïðîáëåìà P ñ÷èòàåòñÿ
àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîé , åñëè P �
ðåêóðñèâíûé ÿçûê.
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À êàêîâî ïîëîæåíèå ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ
ÿçûêîâ ñðåäè ìàññîâûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ
ïðîáëåì?

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.5, ÿçûê L ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
L = {w : ∃u : w#u ∈ L̂} äëÿ íåêîòîðîãî
ðåêóðñèâíîãî ÿçûêà L̂ ⊆ Σ∗#Σ∗ .

À ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿçûê L̂ ?
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ÌÀÑÑÎÂÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ
ÏÐÎÁËÅÌÛ

ßçûê L̂ ñîñòîèò èç ñëîâ w#u , â êîòîðûõ

I w � ýòî èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à (óðàâíåíèå
E (x) = 0 , ïàðà ãðàôîâ (G1,G2) è äð.),
èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå,

I u � ýòî ðåøåíèå çàäà÷è w , ò.å. ¾ñåðòèôèêàò¿
(êîðåíü óðàâíåíèÿ, áèåêöèÿ èçîìîðôèçìà è
äð), óäîñòîâåðÿþùèé ïðàâèëüíîñòü îòâåòà.

Ðåêóðñèâíîñòü ÿçûêà L̂ îçíà÷àåò, ÷òî åñòü
àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé ïðàâèëüíîñòü ðåøåíèÿ u
êàæäîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è w ìàññîâîé
ïðîáëåìû L !
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ßçûê L̂ ñîñòîèò èç ñëîâ w#u , â êîòîðûõ

I w � ýòî èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à (óðàâíåíèå
E (x) = 0 , ïàðà ãðàôîâ (G1,G2) è äð.),
èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå,

I u � ýòî ðåøåíèå çàäà÷è w , ò.å. ¾ñåðòèôèêàò¿
(êîðåíü óðàâíåíèÿ, áèåêöèÿ èçîìîðôèçìà è
äð), óäîñòîâåðÿþùèé ïðàâèëüíîñòü îòâåòà.

Ðåêóðñèâíîñòü ÿçûêà L̂ îçíà÷àåò, ÷òî åñòü
àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé ïðàâèëüíîñòü ðåøåíèÿ u
êàæäîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è w ìàññîâîé
ïðîáëåìû L !
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Ïîýòîìó âîïðîñ î òîì, ñîâïàäàþò ëè êëàññû
ðåêóðñèâíûõ è ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ
ìîæíî èñòîëêîâàòü òàê:

Âåðíî ëè, ÷òî êàæäàÿ ïðîáëåìà, äëÿ
êîòîðîé åñòü
àëãîðèòì ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ,
èìååò òàêæå è
àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ?
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Ýòîò âîïðîñ ìîæíî âûðàçèòü åùå ïðîùå.

Õîðîøèé ñòóäåíò � òîò, êòî óìååò ïðàâèëüíî
ðåøàòü çàäà÷è.

Õîðîøèé ýêçàìåíàòîð � òîò, êòî
áåçîøèáî÷íî ïðîâåðÿåò ðåøåíèÿ çàäà÷.

Âåðíî ëè, ÷òî õîðîøèé ýêçàìåíàòîð áûë
õîðîøèì ñòóäåíòîì?
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ðåøàòü çàäà÷è.
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Õîðîøèé ñòóäåíò � òîò, êòî óìååò ïðàâèëüíî
ðåøàòü çàäà÷è.

Õîðîøèé ýêçàìåíàòîð � òîò, êòî
áåçîøèáî÷íî ïðîâåðÿåò ðåøåíèÿ çàäà÷.

Âåðíî ëè, ÷òî õîðîøèé ýêçàìåíàòîð áûë
õîðîøèì ñòóäåíòîì?
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