
Ãëàâà 1

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1.1 Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà: ñèí-

òàêñèñ è ñåìàíòèêà

Óïðàæíåíèå 1.1. Â êàæäîé èç ïðèâåäåííûõ íèæå ñîêðàùåííûõ çàïèñåé ôîðìóë ÊËÏ

à) âîññòàíîâèòå îïóùåííûå ñêîáêè, ðóêîâîäñòâóÿñü ñîãëàøåíèåì î ïðèîðèòåòå ëîãè÷åñêèõ
îïåðàöèé;

á) îïðåäåëèòå îáëàñòü äåéñòâèÿ êàæäîãî êâàíòîðà;

â) âûäåëèòå

� âñå ñâÿçàííûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ,

� âñå ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ.

1. ∃x P (x) → ∀y R(x, y);

2. ∃y ¬∃x P (x) ∨ ∀x P (x) → P (y);

3. ∀x (∃x P (x)→ ∀y R(x, y) ∨ ¬P (y)).

Óïðàæíåíèå 1.2. Äëÿ êàæäîãî èç ïðèâåäåííûõ íèæå âûñêàçûâàíèé, ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî
èëè áîëåå ïðåäëîæåíèé

à) ñôîðìèðóéòå ïîäõîäÿùóþ ñèãíàòóðó, èñïîëüçóÿ êîíñòàíòû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èìåí ñîá-
ñòâåííûõ è ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñâîéñòâ è îòíîøåíèé, ôèãóðèðóþ-
ùèõ â âûñêàçûâíèè;

á) èñïîëüçóÿ âûáðàííóþ ñèãíàòóðó, ñîïîñòàâüòå âûñêàçûâàíèþ çàìêíóòóþ ôîðìóëó ÊËÏ,
àäåêâàòíî âûðàæàþùóþ ñìûñë ýòîãî âûñêàçûâàíèÿ.

1. Íå âñå òî çîëîòî, ÷òî áëåñòèò.

2. Åñëè êàæäûé ëþáèò ñàì ñåáÿ, òî êòî-òî êîãî-òî ëþáèò.
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3. Âàññàë ìîåãî âàññàëà � íå ìîé âàññàë.

4. Òîëüêî íå÷åñòíûå âîðû îáêðàäûâàþò äðóã äðóãà.

5. Íåñóäèâøèå íåïîäñóäíû.

6. Ìàëåíüêèå áîãîìîëû åäÿò äðóã äðóãà, à áîëüøèå � íåò.

7. Âñå ìîè äðóçüÿ çíàêîìû ñî ìíîé, õîòÿ íåêîòîðûå ìîè çíàêîìûå ñî ìíîé íå äðóæàò.

8. Ìíå íðàâèòñÿ ëîãèêà è âñå òå, êîìó íðàâèòñÿ òî, ÷òî íðàâèòñÿ ìíå.

9. Åñëè çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, òî ìàòåìàòèê ìîæåò åå ðåøèòü. ß - ìàòåìàòèê, íî íå ìîãó
ðåøèòü ýòîé çàäà÷è. Çíà÷èò, çàäà÷à íåðàçðåøèìà.

10. Åñëè Âàñèëèñê ñóùåñòâóåò, òî åãî êòî-òî âèäåë. Âñÿêèé, êòî âèäåë Âàñèëèñêà, ñëåï.
Ñëåïîé íè÷åãî íå âèäèò. Çíà÷èò, Âàñèëèñêà íå ñóùåñòâóåò.

11. Âû ìîæåòå îáìàíûâàòü âñåõ èíîãäà, âû ìîæåòå îáìàíûâàòü êîãî-òî âñåãäà, íî âû íå
ìîæåòå îáìàíûâàòü âñåõ âñåãäà.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî íåêîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ âûñêàçûâàíèé ìîãóò ïîíèìàòüñÿ
íåîäíîçíà÷íî. Êàêèì îáðàçîì ýòà ìíîãîñìûñëåííîñòü ó÷èòûâàåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìóë
ÊËÏ? Ïðîÿâëÿåòñÿ ëè îíà â ïîñòðîåííûõ ôîðìóëàõ?

Óïðàæíåíèå 1.3. Â ýòîì ïðèìåðå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî òàêèå èíòåðïðåòàöèè, â
êîòîðûõ àòîìàðíûå ôîðìóëû âûðàæàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ:

• C(x) � ¾x � êâàäðàò¿;

• S(x) � ¾x � øàð¿;

• B(x) � ¾x � ÷åðíûé ïðåäìåò¿;

• W (x) � ¾x � áåëûé ïðåäìåò¿;

• U(x, y) � ¾ïðåäìåò x ëåæèò íèæå ïðåäìåòà y¿.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ïðåäèêàòû, íàïèøèòå ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ äëÿ ñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèé:

1. ¾Õîòÿ áû îäèí ïðåäìåò, ëåæàùèé íèæå âñåõ ÷åðíûõ êâàäðàòîâ, ÿâëÿåòñÿ øàðîì¿;

2. ¾Íåò òàêîãî áåëîãî êâàäðàòà, êîòîðûé ëåæèò ïîä êàêèì-òî ÷åðíûì øàðîì¿;

3. ¾Êàêîâ áû íè áûë ÷åðíûé ïðåäìåò, ëèáî îí ÿâëÿåòñÿ øàðîì, ëåæàùèì âûøå âñåõ áåëûõ
êâàäðàòîâ, ëèáî îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, ëåæàùèì íèæå êàêîãî-íèáóäü øàðà¿;

4. ¾Íèêàêîé ÷åðíûé êâàäðàò è íèêàêîé áåëûé øàð íå ëåæàò äðóã íàä äðóãîì¿;

5. ¾Åñëè âñå øàðû ÷åðíûå, òî áåëûõ êâàäðàòîâ íåò¿;

6. ¾Âñÿêàÿ ôèãóðà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ áåëûì êâàäðàòîì, ëåæàùèì õîòÿ áû ïîä îäíèì øàðîì,
èìååò ÷åðíûé öâåò è ëåæèò íàä âñåìè áåëûìè ôèãóðàìè¿.
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Óïðàæíåíèå 1.4. Êàêèå èç óòâåðæäåíèé, ñôîðìóëèðîâàííûå â óïðàæíåíèè 1.3, àäåêâàòíî
âûðàæàþòñÿ ïðèâåäåííûìè íèæå ôîðìóëàìè:

1. ∀x (S(x) & B(x) → ¬∃y (W (y) & S(y)));

2. ∃x∀y (S(x) & B(x) → (¬W (y) ∨ ¬S(y)));

3. ∀x ∀y (W (x) & C(x) → (¬B(y) ∨ ¬S(y) ∨ ¬U(x, y)));

4. ¬∃x (W (x) & C(x) → ∃y(B(y) & S(y) & U(x, y))).

Óïðàæíåíèå 1.5. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïðåäèêàòà ãåîìåòðèè:

• P (x) � ôèãóðà x � ýòî òî÷êà íà ïëîñêîñòè;

• L(x) � ôèãóðà x � ýòî ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè;

• B(x, y) � ôèãóðà x ëåæèò íà ôèãóðå y;

• E(x, y) � ôèãóðà x ñîâïàäàåò ñ ôèãóðîé y.

Çàïèøèòå çàìêíóòûå ôîðìóëû (ïðåêäëîæåíèÿ) ÊËÏ, âûðàæàþùèå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ïëàíèìåòðèè:

1. Âñå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.

2. Íà êàæäîé ïðÿìîé åñòü òî÷êà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ íèêàêîé äðóãîé ïðÿìîé.

3. ×åðåç ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïëîñêîñòè ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ.

4. Êàêîâû áû íè áûëè ïðÿìàÿ è òî÷êå âíå ýòîé ïðÿìîé, èç âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
çàäàííóþ òî÷êó, òîëüêî îäíà íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ çàäàííîé ïðÿìîé.

Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ïîñòðîéòå äâå ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè, â îäíîé èç êîòîðûõ
äàííàÿ ôîðìóëà âûïîëíÿåòñÿ, à â äðóãîé - íåò.
Çàïèøèòå ôîðìóëû ÊËÏ, âûðàæàþùèå ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû:

1. îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ;

2. ñâîéñòâî ÷åòûðåõ òî÷åê îáðàçîâûâàòü ÷åòûðåõóãîëüíèê;

Óïðàæíåíèå 1.6. Ïóñòü çàäàíà ñèãíàòóðà σ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ òðåõìåñòíûõ ïðåäèêàò-
íûõ ñèìâîëîâ S(3), P (3). Ïóñòü òàêæå çàäàíà èíòåðïðåòàöèÿ I =< N, S̄(3), P̄ (3) >. Ïðåäìåòíîé
îáëàñòüþ èíòåðïðåòàöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {0, 1, 2, . . . }. Â ýòîé
èíòåðïðåòàöèè ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû âûðàæàþò ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë:

S̄(3)(m,n, k) = true ⇐⇒ m+ n = k,
P̄ (3)(m,n, k) = true ⇐⇒ m× n = k.

Çàïèøèòå ôîðìóëó ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x, âûïîëíèìóþ â èíòåðïðåòàöèè I òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1. çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé x ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî 0;
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2. çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé x ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî 1;

3. çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé x ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî 2;

4. çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé x ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n;

5. çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé x ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî;

6. çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé x ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî.

Çàïèøèòå ôîðìóëó ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè x, y, èñòèííóþ â èíòåðïðåòàöèè I òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1. çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x è y îäèíàêîâû;

2. çíà÷åíèå ïåðåìåííûé x ìåíüøå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé y;

3. çíà÷åíèå ïåðåìåííûé x êðàòíî çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé y.

Çàïèøèòå ôîðìóëó ñ òðåìÿ ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè x, y, èñòèííóþ â èíòåðïðåòàöèè I òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çíà÷åíèå ïåðåìåííîé z ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì
çíàÿåíèé ïåðåìåííûõ x è y.

Óïðàæíåíèå 1.7. Ïóñòü R � äâóõìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, ñîîòâåòñòâóþùèé íåêî-
òîðîìó îòíîøåíèþ íà ìíîæåñòâå M . Èñïîëüçóÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ïðåäèêàò ðàâåíñòâà
=, çàïèøèòå ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äâóõìåñòíîãî îòíîøåíèÿ;

1. R ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì îòíîøåíèåì;

2. R ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì îòíîøåíèåì;

3. R ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîøåíèåì;

4. R ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì îòíîøåíèåì;

5. R ÿâëÿåòñÿ àñèììåòðè÷íûì îòíîøåíèåì;

6. R ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà;

7. R ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè;

8. R ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì;

9. R ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ïîðÿäêîì;

10. îòíîøåíèå R èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

Óïðàæíåíèå 1.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà ñèãíàòóðà σ, ñîñòîÿùàÿ èç

êîíñòàíòû 0, ïðåäñòàâëÿþùåé äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî 0;

1-ìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà h, ïðåäñòàâëÿþùåãî ôóíêöèþ, âû÷èñëÿþùóþ ìî-
äóëü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà;
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2-ìåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ +, −, ×, ïðåäñòàâëÿþùèõ ôóíêöèè, âû÷èñëÿþ-
ùèå ñóììó, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

1-ìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà N , ïðåäñòàâëÿþùåãî ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îáú-
åêòà áûòü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì;

1-ìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà R, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îáú-
åêòà áûòü äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì;

1-ìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà S, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îáú-
åêòà áûòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

2-ìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ <, >, ïðåäñòàâëÿþùèõ îòíîøåíèÿ ñðàâíåíèÿ äåé-
ñòâèòåëüíûõ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà =;

2-ìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà L, âûðàæàþùåãî ñëåäóþùåå îòíîøåíèå: ÷èñëî x ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y;

2-ìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà A, âûðàæàþùåãî ñëåäóþùåå îòíîøåíèå: ÷èñëî x ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y;

3-ìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà E, âûðàæàþùåãî ñëåäóþùåå îòíîøåíèå: ÷èñëî x ÿâ-
ëÿåòñÿ y-ì ýëåìåíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè z.

Èñïîëüçóÿ êîíñòàíòíûå, ôóíêöèîíàëüíûå è ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû ñèãíàòóðû σ, ïîñòðîéòå
çàìêíóòûå ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, âûðàæàþùóþ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà.

1. Âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îãðàíè÷åíà.

2. Íèêàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ
ïðåäåëüíûõ òî÷åê.

3. Ó ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùåé îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî,
åñòü õîòÿ áû îäíà íåïîëîæèòåëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà.

4. Êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íàéäåòñÿ îòðåçîê, ñî-
äåðæàùèé âñå åå ïðåäåëüíûå òî÷êè

5. Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [a,b] äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íåò íè îäíîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, ñîñòîÿùåé èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ýòîãî îòðåçêà, ó êîòîðîé áûëà áû õîòü îäíà
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà âíå ýòîãî îòðåçêà.

6. Ïðåäåë ñóììû ëþáûõ äâóõ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðà-
âåí ñóììå ïðåäåëîâ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

7. Êàêîâû áû íè áûëè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, åñëè îäíà èç íèõ
ñõîäèòñÿ ê íóëþ, à äðóãàÿ îãðàíè÷åíà, òî è ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñõîäèòñÿ ê íóëþ.

8. Íåò íè îäíîé òàêîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðóþ áûëî áû íåëüçÿ ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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9. Åñëè ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò åäèíñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ
òî÷êó, òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

10. Êàêîâ áû íè áûë îòðåçîê [a, b] äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, åñëè ïî÷òè âñå ýëåìåíòû ïðîèç-
âîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ëåæàò âíå ýòîãî îòðåçêà, òî è âñå
ïðåäåëüíûå òî÷êè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêæå ëåæàò âíå ýòîãî îòðåçêà.

11. Êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è îòðåçîê [a, b] äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, åñëè áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîäåðæèòñÿ
â äàííîì îòðåçêå, òî õîòÿ áû îäíà ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêæå
ñîäåðæèòñÿ â ýòîì îòðåçêå.

12. Åñëè íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ áåñêîíå÷íî ÷àñòî â ïðîèçâîëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî äàííîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1.2 Âûïîëíèìûå è îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû

Óïðàæíåíèå 1.9. Âûÿñíèòå, êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ âûïîëíèìûìè,
êàêèå ÿâëÿþòñÿ íåâûïîëíèìûìè, à êàêèå � îáùåçíà÷èìûìè.

1. ∃x P (x) → ∀x P (x);

2. ¬(∃x P (x) → ∀x P (x));

3. ∃x ∀y (Q(x, x)&¬Q(x, y));

4. ∃x (P (x) & ∃x ¬P (x));

5. (∀x P (x) → ∀x R(x)) → ∀x (P (x)&R(x));

6. ∀x (P (x)&R(x)) → (∀x P (x) & ∀x R(x));

7. (∀x P (x) & ∀x R(x)) → ∀x (P (x)&R(x));

8. ∃x (P (x)&R(x)) → (∃x P (x) & ∃x R(x));

9. (∃x P (x) & ∃x R(x)) → ∃x (P (x)&R(x));

10. ∀x ∃y Q(x, y) → ∃y ∀x Q(x, y);

11. ∃y ∀x Q(x, y) → ∀x ∃y Q(x, y);

12. ∀x (P (x) → ¬R(x)) → ¬(∃x P (x) & ∀x R(x));

13. ∀x ∃y ∀z (R(x, y) → R(y, z));

14. ∃x ∀y ∃z (R(x, y) → R(y, z));

15. ∃x ∀y ∃z ((R(y, z) → R(x, z)) → (R(x, x) → R(y, x)));

16. ∀x ∃y P (x, y) & ∀x ∀y (P (x, y) → P (y, x))&∀x ∀y ∀z (P (x, y) → (P (y, z) → P (x, z))).
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Óïðàæíåíèå 1.10. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà

∃x∀y (P (x, y) → (¬P (y, x) → ((P (x, x) → P (y, y)) & (P (y, y)to P (x, x)))))

èñòèííà â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè, îáëàñòü êîòîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå òðåõ ýëåìåíòîâ.

Óïðàæíåíèå 1.11. Ñóùåñòâóåò ëè íåîáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà, ÿâëÿþùàÿñÿ èñòèííîé â ëþ-
áîé èíòåðïðåòàöèè, îáëàñòü êîòîðîé ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ ýëåìåíòîâ?

Óïðàæíåíèå 1.12. Çàïèøèòå íåîáùåçíà÷èìóþ ôîðìóëó, ÿâëÿþùóþñÿ èñòèííîé â ëþáîé
èíòåðïðåòàöèè, îáëàñòü êîòîðîé ñîäåðæèò

1. íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà,

2. íå áîëåå äâóõ ýëåìåíòîâ,

3. íå áîëåå n ýëåìåíòîâ, ãäå n � íåêîòîðîå çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Óïðàæíåíèå 1.13. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïðåäëîæåíèå ϕ, ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì êîòîðîãî

1. ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà?

2. íå ÿâëÿåòñÿ íè îäíà çàìêíóòàÿ ôîðìóëà?

3. ÿâëÿåòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ ôîðìóë?

Óïðàæíåíèå 1.14. Êàêèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèìè ñëåäñòâèÿìè

1. îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû ϕ?

2. ïðîòèâîðå÷èâîé ôîðìóëû ϕ?

Óïðàæíåíèå 1.15. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî âûïîëíèìûå çàìêíóòûå ôîðìóëû ϕ è ψ íå èìåþò
íè îäíîé îáùåé ìîäåëè. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé âñåãäà âåðíû è ïî÷åìó?

1. Ñóùåñòâóåò ôîðìóëà χ, ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îáå ôîðìóëû ϕ è ψ;

2. Ñóùåñòâóåò ôîðìóëà χ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì îáåèõ ôîðìóë ϕ è ψ;

3. Ôîðìóëû ¬ϕ è ¬ϕ òàêæå íå èìåþò íè îäíîé îáùåé ìîäåëè;

4. Íè îäíà èç ôîðìóë ϕ, ψ íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.

Óïðàæíåíèå 1.16. Ïóñòü Γ1 è Γ2 � äâà ðàçëè÷íûõ íåïðîòèâîðå÷èâûõ ìíîæåñòâà çà-
ìêíóòûõ ôîðìóë. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé ñïðàâåäëèâû? Âûáîð îòâåòà
îáîñíîâàòü.

1. Îáúåäèíåíèå Γ1 ∪ Γ2 è ïåðåñå÷åíèå Γ1 ∩ Γ2 âñåãäà ÿâëÿþòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûìè ìíî-
æåñòâàìè.
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2. Îáúåäèíåíèå Γ1 ∪ Γ2 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûì ìíîæåñòâîì, ïîòîìó ÷òî. . .
Îäíàêî ïåðåñå÷åíèå Γ1 ∩ Γ2 ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì ìíîæåñòâîì.

3. Ïåðåñå÷åíèå Γ1 ∩Γ2 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûì ìíîæåñòâîì, îäíàêî, îáúåäèíå-
íèå Γ1 ∪ Γ2 ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì ìíîæåñòâîì.

4. Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû òàêèõ íåïðîòèâîðå÷èâûõ ìíîæåñòâ Γ1 è Γ2, êîãäà îáúåäèíåíèå
Γ1 ∪ Γ2 è ïåðåñå÷åíèå Γ1 ∩ Γ2 îêàçûâàþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûìè ìíîæåñòâàìè.

Óïðàæíåíèå 1.17. Ïóñòü Γ1 è Γ2 � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà ïðåäëîæåíèé. Îáîçíà÷èì ∆i,
i = 1, 2, ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ôîðìóë, ÿâëÿþùèõñÿ ëîãè÷åñêèìè ñëåäñòâèÿìè ìíî-
æåñòâà ïðåäëîæåíèé Γi. Êàêèì ìîæåò áûòü ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ ñëåäñòâèé ñîâîêóïíîñòè
ïðåäëîæåíèé

1. Γ1 ∩ Γ2?

2. Γ1 ∪ Γ2?

Óïðàæíåíèå 1.18. Ââåäåì íà ìíîæåñòâàõ çàìêíóòûõ ôîðìóë îòíîøåíèå � ñëåäóþùèì
îáðàçîì: îòíîøåíèå Γ1 � Γ2 èìååò ìåñòî äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ çàìêíóòûõ ôîðìóë Γ1,Γ2 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ôîðìóëà ϕ, ϕ ∈ Γ1, ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ìíîæåñòâà
ôîðìóë Γ1. Êàêèìè èç ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ

1. ðåôëåêñèâíîñòü,

2. òðàíçèòèâíîñòü,

3. ñèììåòðè÷íîñòü,

4. òîòàëüíîñòü: äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòûõ ôîðìóë Γ1,Γ2 âåðíî õîòÿ áû îäíî èç
ñîîòíîøåíèé Γ1 � Γ2 èëè Γ2 � Γ1,

5. ∪-ìîíîòîííîñòü: Γ′1 � Γ′2 ∧ Γ′′1 � Γ′′2 ⇒ Γ′1 ∪ Γ′′1 � Γ′2 ∪ Γ′′2 ,

6. ∩-ìîíîòîííîñòü: Γ′1 � Γ′2 ∧ Γ′′1 � Γ′′2 ⇒ Γ′1 ∩ Γ′′1 � Γ′2 ∩ Γ′′2 ,

îáëàäàåò îòíîøåíèå �?

1.3 Òàáëè÷íûé âûâîä

Óïðàæíåíèå 1.19. Äîêàæèòå îáùåçíà÷èìîñòü ïðèâåäåííûõ íèæå ôîðìóë, ïîñòðîèâ óñïåø-
íûé òàáëè÷íûé âûâîä äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö.

1. ∀x P (x) → ∀y P (y)

2. ¬∃xP (x)→ ∀x¬P (x);

3. ∀x¬P (x)→ ¬∃xP (x);

4. ∀x (P (x)&R(x)) → (∀x P (x) & ∀x R(x));
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5. (∀x P (x) & ∀x R(x)) → ∀x (P (x)&R(x));

6. ∃x (P (x) ∨R(x)) → (∃x P (x) ∨ ∃x R(x));

7. (∃x P (x) ∨ ∃x R(x)) → ∃x (P (x) ∨R(x));

8. (∀x P (x) ∨ R(y)) → ∀x (P (x) ∨ R(y));

9. ∀x (P (x) ∨ R(y)) → (∀x P (x) ∨ R(y));

10. ∃y ∀x Q(x, y) → ∀x ∃y Q(x, y);

11. ∀x((∃x¬P (x) → ∃xR(x)) → ∃y(P (x) ∨ R(y)));

12. ∀x (P (x) → ∃y R(x, f(y))) → (∃x ¬P (x) ∨ ∀x∃zR(x, z));

13. ∀x ∃y ∀z (R(x, y) → R(y, z));

14. ∃x ∀y ∃z (R(x, y) → R(y, z));

15. ∃x (R(x) & ∃x (P (x) → ¬R(x)) → ¬∀x P (x));

16. ∃x ((∀y P (x, y) ∨ ∃x R(x)) → (∃x P (x, x) ∨ R(x)));

17. ∃x (∀x P (x) → ¬(R(x) & ∃x (P (x) → ¬R(x))));

18. ∃x (∃y ¬P (x, y) → ∀x R(x)) → ∀x (R(x) ∨ ∃x P (x, f(x)));

19. ∀x∃u (∃v∀y ((E(u, y) → H(y, v)) & ∃w∀x (H(w, y) → ¬H(x, v))) → ∃y ¬E(x, y));

20. ∀x (∀y∃v∀u ((A(u, v) → B(y, u)) & (¬∃w A(w, u) → ∀w A(w, v))) → ∃y B(x, y)).

Óïðàæíåíèå 1.20. Äîêàæèòå, ÷òî â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ òàáëèöû T = 〈 ϕ | ∅〉 ñóùåñòâóåò
óñïåøíûé âûâîä, òî ôîðìóëà ϕ íåâûïîëíèìà.

Óïðàæíåíèå 1.21. Ïóñòü Γ ⊆ CForm è ϕ ∈ CForm. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå óñïåø-
íîãî òàáëè÷íîãî âûâîäà äëÿ òàáëèöû T = 〈 Γ | ϕ 〉 ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ôîðìóëà ϕ
ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ.

Óïðàæíåíèå 1.22. Äîêàæèòå, ÷òî íåâûïîëíèìîñòü òàáëèöû 〈 ϕ1, . . . , ϕn | ψ1, . . . , ψm 〉
ðàíîñèëüíà îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû (ϕ1& . . .&ϕn) → (ψ1 ∨ · · · ∨ ψm).

Óïðàæíåíèå 1.23. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ èñ÷èñëåíèå ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö, ÷òî ôîðìóëà
∃z L(z,Äàøà) ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç ñîâîêóïíîñòè ïðåäëîæåíèé

L(Äàøà,Ñàøà),
L(Ñàøà,ïèâî),
L(Ïàøà,ïèâî),
∀x (∃y (L(Ïàøà, y)&L(x, y)) → L(Ïàøà, x)).

Óïðàæíåíèå 1.24. Âûÿñíèòå, ïðèìåíÿÿ òàáëè÷íûé âûâîä, êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå
ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ âûïîëíèìûìè, êàêèå ÿâëÿþòñÿ íåâûïîëíèìûìè, à êàêèå � îáùåçíà÷èìû-
ìè.
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1. ¬(∃x P (x) → ∀x P (x));

2. ∃x ∀y (Q(x, x)&¬Q(x, y));

3. ∃x (P (x) & ∃x ¬P (x));

4. ∀x (P (x) & ∀x ¬P (x));

5. (∃x P (x) & ∃x R(x)) → ∃x (P (x)&R(x));

6. (∀x P (x) & ∀x R(x)) → ∀x (P (x)&R(x)).

Óïðàæíåíèå 1.25. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ñåìàíòè÷åñêàÿ òàáëèöà 〈 Γ | ∅ 〉 èìååò òàáëè÷íûé
âûâîä, îäíà èç âåòâåé êîòîðîãî çàêàí÷èâàåòñÿ òàêîé ñåìàíòè÷åñêîé òàáëèöåé T = 〈 Γ′ | ∆′ 〉,
÷òî Γ′ ∩∆′ = ∅ è ïðè ýòîì íè îäíî ïðàâèëî òàáëè÷íîãî âûâîäà íå ïðèìåíèìî ê òàáëèöå T .
Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé íàâåðíÿêà ñïðàâåäëèâû è ïî÷åìó?

1. Ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ íå èìååò ìîäåëè;

2. Ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò ìîäåëü ñ áåñêîíå÷íîé ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ;

3. Â ìíîæåñòâå ôîðìóë Γ îáÿçàòåëüíî åñòü õîòÿ áû îäíà îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà;

4. Â ìíîæåñòâå ôîðìóë Γ îáÿçàòåëüíî åñòü õîòÿ áû îäíà ïðîòèâîðå÷èâàÿ ôîðìóëà.

Óïðàæíåíèå 1.26. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ñåìàíòè÷åñêàÿ òàáëèöà T = 〈 Γ | ∆ 〉 èìååò óñïåø-
íûé òàáëè÷íûé âûâîä. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé ïðè ýòîì óñëîâèè áóäóò
âñåãäà ñïðàâåäëèâû è ïî÷åìó?

1. Õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç ìíîæåñòâà ôîðìóë ∆ ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé;

2. Õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç ìíîæåñòâà ôîðìóë ∆ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé;

3. Õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç ìíîæåñòâà ôîðìóë ∆ ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé;

4. Ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò ìîäåëü;

5. Ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ íå èìååò ìîäåëè.

Óïðàæíåíèå 1.27. Èçâåñòíî, ÷òî ñåìàíòè÷åñêàÿ òàáëèöà T = 〈 ϕ | ψ 〉 íåâûïîëíèìà. Êàêèå
èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé âñåãäà âåðíû äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ ôîðìóë ϕ è ψ?

1. Ôîðìóëà ϕ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû ψ;

2. Ôîðìóëà ψ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû ϕ;

3. Íå ñóùåñòâóåò óñïåøíîãî òàáëè÷íîãî âûâîäà èç ñåìàíòè÷åñêîé òàáëèöû T ;

4. Ôîðìóëà ϕ→ ψ ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé.

Óïðàæíåíèå 1.28. Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ïðàâèë òàáëè÷íîãî âûâîäà T0
T1, T2

è T0
T1

ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè?
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1.
〈 Γ, ϕ→ ψ | ∆ 〉
〈 Γ, ¬ϕ, ψ | ∆ 〉 ;

2.
〈 Γ, ∀x ϕ(x) | ∆ 〉
〈 Γ, ϕ(x) | ∆ 〉 ;

3.
〈 Γ1, Γ2 | ∆1, ∆2 〉
〈 Γ1 | ∆1 〉, 〈 Γ2 | ∆2 〉

;

4.
〈 Γ1, Γ2 | ∆ 〉

〈 Γ1 | ∆ 〉, 〈 Γ2 | ∆ 〉 ;

5.
〈 Γ | ∆1, ∆2 〉

〈 Γ | ∆1 〉, 〈 Γ | ∆2 〉
;

6.
〈 Γ1, Γ2 | ∆1, ∆2 〉

〈 Γ1 | ∆1, Φ 〉, 〈 Γ2, Φ | ∆2 〉
;

1.4 Ïîëíîòà òàáëè÷íîãî âûâîäà

Óïðàæíåíèå 1.29. Èñïîëüçóÿ èñ÷èñëåíèå ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö è ñòðàòåãèþ ïîñòðîåíèÿ
òàáëè÷íîãî âûâîäà, îïèñàííóþ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ïîëíîòû, ïðîâåðüòå âûïîëíèìîñòü
ïðèâåäåííûõ íèæå ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö.

1. T1 = 〈 ∀x P (c, x, x), ∀x∀y∀z (P (x, y, z) → P (f(x), y, f(z))) | P (f(c), c, f(c)) 〉;

2. T2 = 〈 ∀x P (c, x, x), ∀x∀y∀z (P (x, y, z) → P (f(x), y, f(z))) | ∃z P (f(c), z, f(f(c))) 〉;

3. T3 = 〈 ∀x∀y∀z (P (x, y) & P (y, z) → P (x, z)), ∀x ¬(P (x, x) | ∀x∀y (P (x, y) → ¬P (y, x)) 〉;

4. T4 = 〈 ∃x (P (x) & R(x)), ∀x (P (y) → Q(y)) | ∃z (Q(z) ∨ R(z)) 〉.

Óïðàæíåíèå 1.30. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå ìíîæåñòâ ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ íåïðîòèâîðå-
÷èâûìè? Èñïîëüçóéòå äëÿ ïðîâåðêè íåïðîòèâîðå÷èâîñòè èñ÷èñëåíèå ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö.

1. Γ1 = { ∀x ¬R(x, x), ∃x P (x), ∀x∃y R(x, y), ∀x (P (x) → R(y, x)) };

2. Γ2 = { ∀x ¬R(x, x), ∀y∃x R(y, x), ∀x∀y∀z (R(x, y)&R(y, z) → R(x, z)) }.

Óïðàæíåíèå 1.31. Ïóñòü ϕ(x) � ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, íå ñîäåðæàùàÿ êîíñòàíòû
c. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà ∀x ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îá-
ùåçíà÷èìà ôîðìóëà ϕ(c). Îñòàåòñÿ ëè ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâûì è â òîì ñëó÷àå, êîãäà
êîíñòàíòà c ñîäåðæèòñÿ â ôîðìóëå ϕ(x)?

Óïðàæíåíèå 1.32. Èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðàÿ ìîäåëü äëÿ ôîðìóëû ϕ íå ÿâëÿåòñÿ ìîäå-
ëüþ äëÿ ôîðìóëû ψ. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé âñåãäà âåðíû äëÿ ëþáûõ
çàìêíóòûõ ôîðìóë ϕ è ψ ?

1. Íå ñóùåñòâóåò óñïåøíîãî òàáëè÷íîãî âûâîäà èç òàáëèöû T ′ = 〈 ψ | ϕ 〉;
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2. Íå ñóùåñòâóåò óñïåøíîãî òàáëè÷íîãî âûâîäà èç òàáëèöû T = 〈 ϕ | ψ 〉;

3. Ôîðìóëà ϕ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû ψ;

4. Ôîðìóëà ψ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû ϕ.

Óïðàæíåíèå 1.33. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ñåìàíòè÷åñêîé òàáëèöû T = 〈 ϕ | ψ 〉 íåëüçÿ ïî-
ñòðîèòü íè îäíîãî óñïåøíîãî òàáëè÷íîãî âûâîäà. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé
âñåãäà âåðíû äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ ôîðìóë ϕ è ψ?

1. Òàáëèöà T = 〈 ϕ | ψ 〉 íå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé;

2. Äëÿ òàáëèöû T ′ = 〈 ψ | ϕ 〉 òàêæå íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî óñïåøíîãî òàáëè÷íîãî âûâîäà;

3. Ôîðìóëà ϕ íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû ψ;

4. Ôîðìóëà ψ íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû ϕ;

Óïðàæíåíèå 1.34. Âûáåðèòå è îáîñíóéòå ïðàâèëüíûå âàðèàíòû ïðîäîëæåíèÿ ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ. ¾Ôîðìóëà ϕ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà...¿

1. â ëþáîì äåðåâå òàáëè÷íîãî âûâîäà äëÿ èñõîäíîé òàáëèöû T = 〈{ϕ}, ∅〉 êàæäàÿ âåòâü
çàâåðøàåòñÿ çàêðûòîé òàáëèöåé;

2. Â ëþáîì äåðåâå òàáëè÷íîãî âûâîäà äëÿ èñõîäíîé òàáëèöû T = 〈{ϕ}, ∅〉 õîòÿ áû îäíà
âåòâü çàâåðøàåòñÿ çàêðûòîé òàáëèöåé;

3. Õîòÿ áû â îäíîì äåðåâå òàáëè÷íîãî âûâîäà äëÿ èñõîäíîé òàáëèöû T = 〈{ϕ}, ∅〉 êàæäàÿ
âåòâü çàâåðøàåòñÿ çàêðûòîé òàáëèöåé;

4. Õîòÿ áû â îäíîì äåðåâå òàáëè÷íîãî âûâîäà äëÿ èñõîäíîé òàáëèöû T = 〈{ϕ}, ∅〉 õîòÿ áû
îäíà âåòâü çàâåðøàåòñÿ çàêðûòîé òàáëèöåé.

Óïðàæíåíèå 1.35. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ôîðìóë Γ íå èìååò ìîäåëè.
Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé ñïðàâåäëèâû è ïî÷åìó?

1. Ñóùåñòâóåò óñïåøíûé òàáëè÷íûé âûâîä äëÿ èñõîäíîé òàáëèöû T = 〈Γ, ∅〉;

2. Ñóùåñòâóåò óñïåøíûé òàáëè÷íûé âûâîä äëÿ èñõîäíîé òàáëèöû T = 〈∅,Γ〉;

3. Íå ñóùåñòâóåò óñïåøíîãî òàáëè÷íîãî âûâîäà äëÿ èñõîäíîé òàáëèöû T = 〈Γ, ∅〉;

4. Íå ñóùåñòâóåò óñïåøíîãî òàáëè÷íîãî âûâîäà äëÿ èñõîäíîé òàáëèöû T = 〈∅,Γ〉.

Óïðàæíåíèå 1.36. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé Γ íå èìååò íè îäíîé
ìîäåëè, ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñòðîêè êîíå÷íîé äëèíû, ñîñòîÿùèå èç 0 è
1. Ìîæåò ëè â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé Γ áûòü íåïðîòèâîðå÷èâûì?

Óïðàæíåíèå 1.37. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé Γ íåïðîòèâîðå÷èâî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðîòèâîðå÷èâî êàæäîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Γ′, Γ′ ⊆ Γ.
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Óïðàæíåíèå 1.38. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêà-
òîâ. Âåðíî ëè, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûì ìíîæåñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà âñÿêàÿ
äèçúþíêöèÿ âèäà ¬ϕ1 ∨ ¬ϕ1 ∨ · · · ∨ ¬ϕn, ãäå ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn � ôîðìóëû èç Γ, íå ÿâëÿåòñÿ
îáùåçíà÷èìîé?

Óïðàæíåíèå 1.39. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî Γ � ýòî íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ
ñëåäñòâèé çàìêíóòîé ôîðìóëû ϕ. Ïóñòü òàêæå èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ íå èìå-
åò íè îäíîé ìîäåëè ñ êîíå÷íîé èëè ñ÷åòíî-áåñêîíå÷íîé îáëàñòüþ èíòåðïðåòàöèè. Êàêèå èç
ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé íåâåðíû è ïî÷åìó?

1. Ôîðìóëà ϕ íå èìååò íè îäíîé ìîäåëè ñ êîíå÷íîé èëè ñ÷åòíî-áåñêîíå÷íîé îáëàñòüþ
èíòåðïðåòàöèè.

2. Ôîðìóëà ϕ íå èìååò âîîáùå íè îäíîé ìîäåëè.

3. Ëþáàÿ ôîðìóëà ψ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèå ôîðìóëû ϕ.

Óïðàæíåíèå 1.40. Äîêàæèòå, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñåìàíòè÷åñêàÿ òàáëèöà T = 〈 Γ | ∆ 〉
ñîñòîèò èç áåñêâàíòîðíûõ ôîðìóë, ëþáîé òàáëè÷íûé âûâîä äëÿ T ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Áó-
äåò ëè ýòî óòâåðæäåíèå âåðíûì è â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ôîðìóëû òàáëèöû T ñîäåðæèò â
ñîâîêóïíîñòè íå áîëåå îäíîãî êâàíòîðà?

1.5 Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû è íîðìàëüíûå ôîðìû

Óïðàæíåíèå 1.41. Äâå ôîðìóëû ϕ è ψ íàçûâàþòñÿ ðàâíîâûïîëíèìûìè, åñëè äëÿ ëþ-
áîé èíòåðïðåòàöèè I ôîðìóëà ϕ âûïîëíèìà â èíòåðïðåòàöèè I â òîì è òîëüêî òîèì ñëó÷àå,
êîãäà ôîðìóëà ψ âûïîëíèìà â I. Äîêàæèòå çàìêíóòûå ôîðìóëû ϕ è ψ ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâû-
ïîëíèìûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ðàâíîñèëüíû. Îñòàåíåòñÿ ëè ýòî óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâûì è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë?

Óïðàæíåíèå 1.42. Êàêîâî ìíîæåñòâî ôîðìóë, ðàâíîñèëüíûõ îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëå ϕ?

Óïðàæíåíèå 1.43. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôîðìóë, ïðèâåñòè
ñëåäóþùèå ôîðìóëû ê ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

∃x∀y P (x, y) & ∀x∃y P (y, x);
∀x ((∃y P (y, x) → ∃y P (x, y)) → Q(x)) → ∃x Q(x);
¬∀y(∃xP (x, y)→ ∀u(R(y, u)→ ¬∀z(P (z, u) ∨ ¬R(z, y))));
∃x∃y(P (x, y) → R(x))→ ∀x(¬∃yP (x, y) ∨R(x));
∃x∀y (P (x, y) → (¬P (y, x) → (P (x, x) ≡ P (y, y))));
∃x(∀xP (x, x) ∨ ∃x¬R(x)) → ∃x(R(x) → ∃yP (f(x), y)).

Óïðàæíåíèå 1.44. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû ϕ
ñòðîèò ðàâíîñèëüíóþ ÏÍÔ çà âðåìÿ O(N), ãäå N � äëèíà ôîðìóëû ϕ.
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Óïðàæíåíèå 1.45. Ïðèâåäèòå ïðèìåð çàìêíóòîé ôîðìóëû, ëþáàÿ ÏÍÔ êîòîðîé èìååò
êâàíòîðíóþ ïðèñòàâêó, ñîñòîÿùóþ èç ÷åðåäóþùèõñÿ êâàíòîðîâ âñåîáùíîñòè è ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêèå ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë íå ìîãóò óñòðàíèòü ýòî
÷åðåäîâàíèå.

Óïðàæíåíèå 1.46. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ôîðìóëû, ïðåäâàðåííûå íîðìàëüíûå ôîðìû
êîòîðûõ èìåþò ðàçíûå êâàíòîðíûå ïðèñòàâêè? Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü çà-
ìêíóòàÿ ôîðìóëà, äëÿ òîãî ÷òîáû ëþáàÿ åå ÏÍÔ èìåëà îäíó è òó æå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
èìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ) êâàíòîðíóþ ïðèñòàâêó.

Óïðàæíåíèå 1.47. Èçâåñòíî, ÷òî çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ϕ ðàâíîñèëüíà ôîðìóëå ψ. Êàêèå
èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé âåðíû è ïî÷åìó?

1. Âñÿêîå ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå ôîðìóëû ϕ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû ψ.

2. Âñÿêàÿ ìîäåëü ôîðìóëû ϕ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ôîðìóëû ψ.

3. Ôîðìóëû ϕ è ψ èìåþò îäèíàêîâóþ ïðåäâàðåííóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó.

4. Ôîðìóëà ϕ îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáùåçíà÷èìà ôîðìóëà ψ.

Óïðàæíåíèå 1.48. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñêîëåìèçàöèè, ïîñòðîéòå ñêîëåìîâñêèå ñòàíäàðò-
íûå ôîðìû äëÿ ñëåäóþùèõ ôîðìóë.

∀x∃y∀z∃uR(x, y, z, u);
¬∀x(∃yR(x, y)→ ∀zP (z, x));
¬∀y(∃xP (x, y)→ ∀u(R(y, u)→ ¬∀z(P (z, u) ∨ ¬R(z, y))));
∃x∃y(P (x, y) → R(x))→ ∀x(¬∃yP (x, y) ∨R(x));
∃x∀y (P (x, y) → (¬P (y, x) → (P (x, x) ≡ P (y, y))));
∃x(∀xP (x, x) ∨ ∃x¬R(x)) → ∃x(R(x) → ∃yP (f(x), y)).

Óïðàæíåíèå 1.49. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ôîðìóëà ϕ0 ÿâëÿåòñÿ ÑÑÔ äëÿ ôîðìóë ψ1 è ψ2.
Âåðíî ëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû ψ1 è ψ2 ñîâåðøåííî îäèíàêîâû?

Óïðàæíåíèå 1.50. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ôîðìóëà ϕ ïðåäñòàâëåíà â ÏÍÔ, à ôîðìóëà ψ
ÿâëÿåòñÿ ÑÑÔ, ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå ϕ. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé âåðíû
è ïî÷åìó?

1. Åñëè ôîðìóëà ψ íåâûïîëíèìà, òî è ôîðìóëà ϕ òàêæå íåâûïîëíèìà, ïîòîìó ÷òî....

2. Åñëè ôîðìóëà ψ âûïîëíèìà, òî è ôîðìóëà ϕ òàêæå âûïîëíèìà, ïîòîìó ÷òî....

3. Åñëè ôîðìóëà ϕ îáùåçíà÷èìà, òî è ôîðìóëà ψ òàêæå îáùåçíà÷èìà, ïîòîìó ÷òî....

4. Åñëè ôîðìóëà ψ îáùåçíà÷èìà, òî è ôîðìóëà ϕ òàêæå îáùåçíà÷èìà, ïîòîìó ÷òî....

Óïðàæíåíèå 1.51. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ôîðìóëà ϕ ïðåäñòàâëåíà â ÏÍÔ, à ôîðìóëà ψ
ÿâëÿåòñÿ ÑÑÔ, ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå ϕ. ßâëÿþòñÿ ëè ôîðìóëû ϕ è ψ ðàâíîñèëüíûìè?
ßâëÿåòñÿ ëè îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëà ϕ → ψ? ßâëÿåòñÿ ëè îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëà ψ → ϕ?
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Óïðàæíåíèå 1.52. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýðáðàíîâñêèé óíèâåðñóì ñèãíàòóðû σ ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì?

Óïðàæíåíèå 1.53. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìóëà ϕ ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ϕ èñòèííà âî âñåõ ýðáðàíîâñêèõ èíòåðïðåòàöèÿõ?

Óïðàæíåíèå 1.54. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìóëà ϕ ñèãíàòóðû σ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ âûïîëíèìà â íåêîòîðîé ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèè ñèãíàòóðû
σ?

Óïðàæíåíèå 1.55. Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû σ, ïðåäñòàâëåííàÿ â
ñêîëåìîâñêîé ñòàíäàðòíîé ôîðìå. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé âåðíû è ïî÷åìó?

1. Åñëè ôîðìóëà ϕ âûïîëíèìà, òî ϕ âûïîëíèìà õîòÿ áû â îäíîé ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðå-
òàöèè ñèãíàòóðû σ,

2. Åñëè ôîðìóëà ϕ âûïîëíèìà õîòÿ áû â îäíîé ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèè ñèãíàòóðû σ,
òî ôîðìóëà ϕ âûïîëíèìà.

3. Åñëè ôîðìóëà ϕ âûïîëíèìà â êàæäîé ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèè ñèãíàòóðû σ, òî
ôîðìóëà ϕ îáùåçíà÷èìà.

4. Åñëè ôîðìóëà ϕ íå èìååò ýðáðàíîâñêèõ ìîäåëåé, òî ôîðìóëà ϕ íå èìååò íèêàêèõ ìîäå-
ëåé.

Óïðàæíåíèå 1.56. Êàæäàÿ ýðáðàíîâñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I ñèãíàòóðû ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ òåõ îñíîâíûõ àòîìîâ ñèãíàòóðû σ, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â èíòåð-
ïðåòàöèè I. Â ïîñëåäóþùèõ óïðàæíåíèÿõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé
ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ýðáðàíîâñêèõ èíòåðïðåòàöèé, ïðè êîòîðîì ýðáðàíîâñêàÿ èíòåðïðåòà-
öèÿ I îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òåì ìíîæåñòâîì îñíîâíûõ àòîìîâ, êîòîðûå â íåé âûïîëíÿþòñÿ,
ò. å.

I = {A : A ∈ Bσ, I |= A}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ϕ èìååò ýðáðàíîâñêèå ìîäåëè I1 è I2. Âåðíî ëè, ÷òî
èíòåðïðåòàöèè I1 ∪ I2 è I1 ∩ I2 áóäóò òàêæå ÿâëÿòüñÿ ýðáðàíîâñêèìè ìîäåëÿìè äëÿ ôîðìóëû
ϕ?

Óïðàæíåíèå 1.57. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ψ ÿâëÿåòñÿ ñêîëåìîâñêîé ñòàí-
äàðòíîé ôîðìîé è èìååò ýðáðàíîâñêèå ìîäåëè I1 è I2. Âåðíî ëè, ÷òî èíòåðïðåòàöèè I1 ∪ I2 è
I1 ∩ I2 áóäóò òàêæå ÿâëÿòüñÿ ýðáðàíîâñêèìè ìîäåëÿìè äëÿ ôîðìóëû ψ?

Óïðàæíåíèå 1.58. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿ îáå ýðáðàíîâñêèå èíòåðïðåòàöèè BH è ∅ áóäóò
òàêæå ÿâëÿòüñÿ ýðáðàíîâñêèìè ìîäåëÿìè äëÿ ñèñòåìû äèçúþíêòîâ S?

Óïðàæíåíèå 1.59. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ϕ(x1, x2, . . . , xn) � áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà, â êî-
òîðîé íå ñîäåðæàòñÿ íè êîíñòàíòû, íè ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû. Äîêàæèòå, ÷òî
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1. ôîðìóëà ∀x1∀x2 . . . ∀xn ϕ(x1, x2, . . . , xn) îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
èñòèííà â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè, ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü êîòîðîé ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ;

2. ôîðìóëà ∃x1∃x2 . . . ∃xn ϕ(x1, x2, . . . , xn) îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
èñòèííà â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè, ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü êîòîðîé ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåí-
òà.

Óïðàæíåíèå 1.60. Îòûùèòå íàèìåíüøåå ïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî îñíîâíûõ ïðèìåðîâ
äëÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì äèçúþíêòîâ (ïåðåìåííûå îáîçíà÷åíû çàãëàâíûìè áóêâàìè, à êîíñòàí-
òû è ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû � ïðîïèñíûìè):

1. S1 = { ¬P (X) ∨ Q(f(X), X), P (g(b)), ¬Q(Y,Z) };

2. S2 = { P (X, a, f(X, b)) ∨ ¬Q(Y, f(b, Y )), ¬P (f(Y ), Z, Y ), Q(X,Y ) ∨ Q(a, Z) }.

Óïðàæíåíèå 1.61. Ïðè ïîìîùè ïðàâèëà ðåçîëþöèè äîêàæèòå ïðîòèâîðå÷èâîñòü ñèñòåì
îñíîâíûõ äèçúþíêòîâ

1. S1 = { ¬R, ¬Q, ¬P ∨ R, P ∨ Q ∨ R };

2. S2 = { P ∨ Q, ¬P ∨ R, ¬P ∨ Q, ¬R }.

1.7 Çàäà÷à óíèôèêàöèè

Óïðàæíåíèå 1.62. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäñòàíîâêà θ = {x1/t1, x2/t2, . . . , xn/tn} ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðåèìåíîâàíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {t1, t2, . . . , tn} = {x1, x2, . . . , xn}.

Óïðàæíåíèå 1.63. Âû÷èñëèòå êîìïîçèöèþ ïîäñòàíîâîê θ1θ2, ãäå

1. θ1 = {x/f(x), y/g(x, z), u/v, v/f(c)}, θ2 = {x/f(y), y/c, z/g(y, v), v/u};

2. θ1 = {x/y}, θ2 = {y/z} {z/x}{x/y}.

Óïðàæíåíèå 1.64.

1. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè ïîäñòàíîâîê îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè,
ò. å. θ1(θ2θ3) = (θ1θ2)θ3.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè θ âåðíû ðàâåíñòâà θ = θε = εθ.

3. Ïîäñòàíîâêà θ íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà η, äëÿ êî-
òîðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî θη = ε. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäñòàíîâêà θ îáðàòèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà θ � ïåðåèìåíîâàíèå.
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Óïðàæíåíèå 1.65. Ïîäñòàíîâêà θ íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ðà-
âåíñòâó θθ = θ. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäñòàíîâêà {x1, x2, . . . , xn} ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà {x1, x2, . . . , xn} ∩
n⋃
i=1

V arti = ∅. ßâëÿåòñÿ ëè êîìïîçèöèÿ äâóõ èäåìïî-

òåíòíûõ ïîäñòàíîâîê èäåìïîòåíòíîé ïîäñòàíîâêîé?

Óïðàæíåíèå 1.66. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå êîíå÷íûõ ïîäñòàíîâîê Subst îòíîøåíèå ñðàâ-
íåíèÿ � ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîäñòàíîâêà η ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïîäñòàíîâêè θ (îáîçíà÷àåòñÿ
η � θ), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ρ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî η = θρ.
Êàêèìè èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ñâîéñòâ îáëàäàåò îòíîøåíèå �:

1. òðàíçèòèâíîñòü: åñëè θ1 � θ2 è θ2 � θ3, òî θ1 � θ3;

2. ðåôëåêñèâíîñòü: θ � θ;

3. àíòèñèììåòðè÷íîñòü: åñëè θ1 � θ2 è θ1 � θ2, òî θ1 = θ2;

4. ñóùåñòâîâóåò òàêîé íàèáîëüøèé ýëåìåíò θmax, ÷òî η � θmax äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè η;

5. ñóùåñòâîâóåò òàêîé íàèìåíüøèé ýëåìåíò θmin, ÷òî θmin � η äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè η.

Óïðàæíåíèå 1.67. Íàéòè íàèáîëåå îáùèé óíèôèêàòîð ñëåäóþùèõ ïàð àòîìàðíûõ ôîðìóë
(çàãëàâíûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû ïåðåìåííûå, à ïðîïèñíûìè � êîíñòàíòû è ôóíêöèîíàëü-
íûå ñèìâîëû):

P (c,X, f(X)), P (c, Y, Y );
P (f(X,Y ), Z, h(Z, Y )), P (f(Y,X), g(Y ), V );
P (f(Y ),W, g(Z)), P (U,U, V );
P (f(Y ),W, g(Z)), P (V,U, V );
R(Z, f(X, b, Z)), R(h(X), f(g(a), Y, Z));
P (X, f(Y ), h(Z,X)), P (f(Y ), X, h(f(Y ), f(Z)));
P (a,X, h(g(Z)), P (Z, h(Y ), h(Y ));
P (X1, X2, X3, X4), P (f(c, c), f(X1, X1), f(X2, X2), f(X3, X3)).

Óïðàæíåíèå 1.68. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ÍÎÓ(E1, E2) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì?

Óïðàæíåíèå 1.69. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ êàæäûé óíèôèêàòîð äâóõ âûðàæåíèé E1 è E2

ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùèì óíèôèêàòîðîì?

Óïðàæíåíèå 1.70. Ïóñòü θ1 è θ2 � äâå ïîäñòàíîâêè, è ïðè ýòîì θ1 ∈ ÍÎÓ(E1, E2). Äîêà-
æèòå, ÷òî θ2 ∈ ÍÎÓ(E1, E2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ïåðåèìåíîâàíèå
η, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî θ2 = θ1η. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ÍÎÓ(E1, E2) ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì?

Óïðàæíåíèå 1.71. Äîêàæèòå, ÷òîÍÎÓ(E1, E2) = ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàÍÎÓ(E1θ,E2η) =
∅ äëÿ ëþáûõ ïðèìåðîâ E1θ, E2η ëîãè÷åñêèõ âûðàæåíèé E1 è E2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ
íåóíèôèöèðóåìûõ âûðàæåíèé E1 è E2, èìåþùèõ óíèôèöèðóåìûå ïðèìåðû E1θ, E2η.
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Óïðàæíåíèå 1.72. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëîãè÷åñêèå âûðàæåíèÿ E1 è E2 íåóíèôèöèðóåìû
è ïðè ýòîì V arE1 ∩ V arE2 = ∅, òî è ëþáûå ïðèìåðû E1θ, E2η ëîãè÷åñêèõ âûðàæåíèé E1 è
E2 òàêæå íåóíèôèöèðóåìû.

Óïðàæíåíèå 1.73. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà, êîòîðóþ âû÷èñëÿåò àëãîðèòì óíè-
ôèêàöèè Ìàðòåëëè-Ìîíòàíàðè, ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíîé (ñì. óïðàæíåíèå 1.65). Âåðíî ëè,
÷òî ëþáîé íàèáîëåå îáùèé óíèôèêàòîð äâóõ àòîìîâ A1 è A2 ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíîé ïîä-
ñòàíîâêîé?

Óïðàæíåíèå 1.74. Ïîäñòàíîâêà θ íàçûâàåòñÿ óíèôèêàòîðîì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà àòîìîâ
M = {A1, A2, . . . , An}, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó A1θ = A2θ = · · · = Anθ. Óíèôèêàòîð
θ ìíîæåñòâà àòîìîâ M íàçûâàåòñÿ íàèáîëåå îáùèì óíèôèêàòîðîì, åñëè ëþáîé óíèôèêàòîð
ìíîæåñòâà àòîìîâ M ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì θ. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íàèáîëåå îá-
ùåãî óíèôèêàòîðà ìíîæåñòâà àòîìîâ M .

Óïðàæíåíèå 1.75. Âû÷èñëèòå íàèáîëåå îáùèé óíèôèêàòîð ñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà àòîìîâ:

M = { R(h(X), Y, Z), R(Y, h(Z), h(U)), R(h(h(U)), h(c), X) }.

Óïðàæíåíèå 1.76. Ïóñòü M = {A1, A2, . . . , An} � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî àòî-
ìîâ. Äîêàæèòå, ÷òî â M ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà àòîìîâ Ai è Aj îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà θ ÿâëÿåòñÿ óíèôèêàòîðîì ìíîæåñòâà àòîìîâ M òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ óíèôèêàòîðîì ïàðû àòîìîâ Ai è Aj .

Óïðàæíåíèå 1.77. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íàèáîëåå îáùåãî óíèôèêàòîðà äâóõ
áåñêâàíòîðíûõ ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ϕ(x1, x2, . . . , xn) è ψ(x1, x2, . . . , xn).

1.8 Ìåòîä ðåçîëþöèé â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ

Óïðàæíåíèå 1.78. Ïîñòðîéòå âñåâîçìîæíûå ðåçîëüâåíòû ñëåäóþùèõ ïàð äèçúþíêòîâ (çà-
ãëàâíûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû è ïåðåìåííûå, à ñòðî÷íûìè � êîíñòàí-
òû è ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû).

1. D1 = ¬P (f(X1, Y1), Z, h(Z1, Y1)) ∨ R(Z1, V1),
D2 = Q(X2) ∨ P (f(Y2, X2), g(Y2), V2);

2. D1 = P (X1, Y1, h(Y1, X1)) ∨ R(Y1, f(X1)),
D2 = ¬P (X2, f(X2), h(X2, Y2)) ∨ ¬P (Y2, g(X2), h(Y2, Y2));

3. D1 = ¬R(X1, Y1, X1) ∨ ¬P (X1, Y1, Y1) ∨ R(X2, X2, X2),
D2 = R(g(X2, Y2), X2, Y2) ∨ R(c, Z2, f(Z2, Z2));

4. D1 = ¬Q(X,Y ) ∨ ¬Q(Y,X),
D2 = Q(U, V ) ∨ Q(V,U).

Óïðàæíåíèå 1.79. Ïîñòðîéòå ñêëåéêè ñëåäóþùèõ äèçúþíêòîâ.
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1. ¬P (f(X)) ∨ R(Z, V ) ∨ P (X);

2. P (X) ∨ Q(f(X)) ∨ P (a) ∨ Q(f(a));

3. ¬Q(X, f(X)) ∨ ¬Q(Z,Z) ∨ ¬Q(a, Z).

Óïðàæíåíèå 1.80. Ïîñòðîèâ ðåçîëþòèâíûé âûâîä, äîêàçàòü ïðîòèâîðå÷èâîñòü ñëåäóþùèõ
ìíîæåñòâ äèçúþíêòîâ.

1. S = {D1, D2, D3, D4, D5}

D1 = P (X, f(X)),
D2 = R(Y,Z) ∨ ¬P (Y, f(a)),
D3 = ¬R(c,X),
D4 = R(X,Y ) ∨R(Z, f(Z)) ∨ ¬P (Z, Y ),
D5 = P (X,X).

2. S = {D1, D2, D3, D4, D5}

D1 = ¬E(b, U),
D2 = H(U, g(U)),
D3 = H(U,U),
D4 = E(U, V ) ∨ ¬H(U, g(a)),
D5 = E(U, V ) ∨ E(Z, g(Z)) ∨ ¬H(Z, V ).

3. S = {D1, D2, D3, D4, D5, D6, D7}

D1 = E(x) ∨ V (y) ∨ C(f(x)),
D2 = E(x) ∨ S(x, f(x)),
D3 = ¬E(a),
D4 = P (a),
D5 = P (f(x)) ∨ ¬S(y, x),
D6 = ¬P (x) ∨ ¬V (g(x)) ∨ ¬V (y),
D7 = ¬P (x) ∨ ¬C(y);

4. S = {D1, D2, D3, D4}

D1 = P (y, f(x)),
D2 = ¬Q(y) ∨ ¬Q(z) ∨ ¬P (y, f(z)) ∨Q(v),
D3 = Q(b),
D4 = ¬Q(a);

Óïðàæíåíèå 1.81. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ðåçîëþöèé, îáîñíîâàòü îáùåçíà÷èìîñòü ñëåäóþùèõ
ôîðìóë.

1. ∃x P (x) → ¬∀x ¬P (x);

2. ∃x ∀y R(x, y) → ∀y ∃x R(x, y);
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3. ∀x (P (x) → ∃y R(x, f(y))) → (∃x ¬P (x) ∨ ∀x∃zR(x, z));

4. ∀x ∃y ∀z (P (x, y) → P (y, z));

5. ∃x ∀y ∃z (P (x, y) → P (y, z));

6. ∃x∀y(∀z(P (y, z)→ P (x, z))→ (P (x, x)→ P (y, x)));

7. ∃x∃y(P (x, y) → R(x))→ ∀x(¬∃yP (x, y) ∨R(x));

8. ∀x(P (x, x) → (R(x)→ ∀x(∀xP (x, x)&R(x))));

9. ∃x((∀yP (x, y) ∨ ∃xR(x)) → (∃xP (x, x) ∨R(x)));

10. ∃x(∃y¬P (x, y) → ∀xR(x)) → ∀x(R(x) ∨ ∃xP (x, f(x)));

11. ∀x(∀y∃v∀u((A(u, v)→ B(y, u))&(¬∃wA(w, u)→ ∀wA(w, v)))→ ∃yB(x, y));

12. ∀x∃u(∃v∀y((E(u, y)→ H(y, v))&∃w∀x(H(w, y)→ ¬H(x, v))) → ∃y¬E(x, y)).

Óïðàæíåíèå 1.82. Äîêàæèòå, ÷òî ðåçîëþòèâíûé âûâîä îáëàäàåò ïåðåêëþ÷àòåëüíûì ñâîé-

ñòâîì, êîòîðîå ôîðìóëèðóåòñÿ òàê (ñì. ðèñ. 1.1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèçúþíêòû D1, D2 èìåþò ðåçîëüâåíòó D0, è äèçúþíêòû D0 è D3

èìåþò ðåçîëüâåíòó D. Òîãäà îäèí èç äèçúþíêòîâ Di, i ∈ {1, 2}, è äèçúþíêò D3 èìåþò ðå-
çîëüâåíòó D′0, à äèçúþíêòû D′0 è D3−i èìåþò ðåçîëüâåíòó D

′, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì
äèçúþíêòà D.

Óïðàæíåíèå 1.83. Ââåäÿ íåîáõîäèìûå ïðåäèêàòû, çàïèøèòå ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ,
âûðàæàþùèå ñëåäóþùèå ñóæäåíèÿ:

¾Åñëè â ñòðàíå åñòü õîòü êàêèå-íèáóäü ãðàæäàíå, òî âñå ïîëèòèêè ÿâëÿþòñÿ ãðàæäàíàìè ýòîé
ñòðàíû¿.

¾À åñëè ãäå-òî â ìèðå è åñòü ÷åñòíûå ëþäè, òî âñå ãðàæäàíå ñòðàíû � ÷åñòíûå ëþäè¿.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ðåçîëþöèé, äîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóþò âûâîäû:

1. ¾Åñëè ñðåäè ãðàæäàí ñòðàíû åñòü ÷åñòíûå ëþäè, òî âñå ïîëèòèêè � ÷åñòíûå¿.

2. ¾Åñëè ñðåäè ïîëèòèêîâ íàéäåòñÿ õîòü îäèí áåñ÷åñòíûé ÷åëîâåê, òî âî âñåì ìèðå áîëüøå
íå îñòàëîñü ÷åñòíûõ ëþäåé¿.

Óïðàæíåíèå 1.84. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Γ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí a, b, c, d, e è
ìíîæåñòâîì äóã 〈a, b〉, 〈a, e〉, 〈b, a〉, 〈d, b〉, 〈e, c〉, 〈e, c〉, 〈c, d〉. Ýòîò ãðàô ïîëíîñòüþ îïðåäåëåòñÿ
ñëåäóþùèì ñïèñêîì àòîìàðíûõ ôîðìóë:

ϕ1 = A(b, e),
ϕ2 = A(a, e),
ϕ3 = A(b, a),
ϕ4 = A(d, b),
ϕ5 = A(e, c),
ϕ6 = A(c, d).
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Ðèñ. 1.1. Ïåðåêëþ÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà

Âåðøèíà v îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ñ÷èòàåòñÿ äîñòèæèìîé èç âåðøèíû u, åñëè â ýòîì ãðà-
ôå ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü (ìàðøðóò) èç âåðøèíû u â âåðøèíó v. Îòíîøåíèå
äîñòèæèìîñòè E(2) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

ψ1 = ∀X E(X,X),
ψ2 = ∀X∀Y (A(X,Y ) → E(X,Y )),
ψ3 = ∀X∀Y ∀Z (E(X,Y ) & E(Y,Z) → E(X,Z)).

1. Ñôîðìóëèðóéòå â òåðìèíàõ ëîãè÷åñêîãî ñëåäñòâèÿ çàäà÷ó ïðîâåðêè äîñòèæèìîñòè â
ãðàôå Γ âåðøèíû d èç âåðøèíû a. Ðåøèòå ýòó çàäà÷ó ïðè ïîìîùè ìåòîäà ðåçîëþöèé.

2. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû åãî âåðøèí
u, v âåðøèíà v äîñòèæèìà èç âåðøèíû u. Ñôîðìóëèðóéòå â òåðìèíàõ ëîãè÷åñêîãî ñëåä-
ñòâèÿ çàäà÷ó ïðîâåðêè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà Γ. Ðåøèòå ýòó çàäà÷ó ïðè ïîìîùè
ìåòîäà ðåçîëþöèé.

Óïðàæíåíèå 1.85. Ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè ìíîæåñòâî âñåõ åãî âåðøèíû ìîæ-
íî ðàçáèòü íà äâà òàêèõ êëàññà, ÷òî íèêàêèå äâå âåðøèíû èç îäíîãî è òîãî æå êëàññà íå
ñîåäèíåíû äóãîé.

1. Ââåäÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäèêàòû, çàïèøèòå ôîðìóëó âûðàæàþùóþ ñâîéñòâî äâóäîëü-
íîñòè ãðàôà.
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2. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè ìåòîäà ðåçîëþöèé, ÷òî ãðàô Γ èç óïðàæíåíèÿ 1.84 íå ÿâëÿåòñÿ
äâóäîëüíûì.

Óïðàæíåíèå 1.86. Ãðàô íàçûâàåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì, åñëè ìíîæåñòâî âñåõ åãî âåðøèíû
ìîæíî ðàçáèòü íà òðè òàêèõ êëàññà, ÷òî íèêàêèå äâå âåðøèíû èç îäíîãî è òîãî æå êëàññà íå
ñîåäèíåíû äóãîé.

1. Ââåäÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäèêàòû, çàïèøèòå ôîðìóëó âûðàæàþùóþ ñâîéñòâî 3-ðàñ-
êðàøèâàåìîñòè ãðàôà.

2. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè ìåòîäà ðåçîëþöèé, ÷òî ãðàô Γ íå ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì.

1.9 Ïîëíîòà ìåòîäà ðåçîëþöèé

Óïðàæíåíèå 1.87. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S0. Ïóñòü S1

� ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë, ðåçîëþòèâíî âûâîäèìûõ èç ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ S0. Êàêèå
èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé âñåãäà ñïðàâåäëèâû è ïî÷åìó?

1. Åñëè êàæäûé äèçúþíêò ìíîæåñòâà S0 âûïîëíèì, òî è êàæäûé äèçúþíêò ìíîæåñòâà S1

âûïîëíèì, ïîòîìó ÷òî....

2. Åñëè êàæäûé äèçúþíêò ìíîæåñòâà S1 âûïîëíèì, òî ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S0 èìååò
ìîäåëü, ïîòîìó ÷òî....

3. Åñëè ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S0 èìååò ìîäåëü, òî ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S1 èìååò ìî-
äåëü, ïîòîìó ÷òî....

Óïðàæíåíèå 1.88. Îñòàíåòñÿ ëè âåðíîé òåîðåìà ïîëíîòû ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà â òîì
ñëó÷àå, åñëè ïðè ïîñòðîåíèè âûâîäà íå ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì ñêëåéêè?

Óïðàæíåíèå 1.89. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðàâèëî ðåçîëþöèè áûëî âíåñåíî ñëåäóþùåå èçìå-
íåíèå: ðåçîëüâåíòîé äèçúþíêòîâ D1 = D′1∨L1 è D2 = D′2∨¬L2 îáúÿâëÿåòñÿ âñÿêèé äèçúþíêò
D0 = (D′1 ∨D′2)η, ãäå η � íåêîòîðûé óíèôèêàòîð (íåîáÿçàòåëüíî íàèáîëåå îáùèé) ëèòåð L1

è L2. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé áóäóò ñïðàâåäëèâû è ïî÷åìó?

1. Ïîñëå òàêîãî èçìåíåíèÿ è òåîðåìà êîððåêòíîñòè ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà è òåîðåìà ïîë-
íîòû ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà óæå áóäóò íåâåðíû, ïîòîìó ÷òî...

2. Ïîñëå òàêîãî èçìåíåíèÿ òåîðåìà êîððåêòíîñòè ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà îñòàåòñÿ âåðíîé,
à òåîðåìà ïîëíîòû ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà óæå áóäåò íåâåðíà, ïîòîìó ÷òî...

3. Ïîñëå òàêîãî èçìåíåíèÿ òåîðåìà ïîëíîòû ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà îñòàåòñÿ âåðíîé, à
òåîðåìà êîððåêòíîñòè ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà óæå áóäåò íåâåðíà, ïîòîìó ÷òî...

4. Ïîñëå òàêîãî èçìåíåíèÿ è òåîðåìà êîððåêòíîñòè ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà è òåîðåìà ïîë-
íîòû ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà îñòàþòñÿ âåðíûìè, ïîòîìó ÷òî...
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Óïðàæíåíèå 1.90. Èçâåñòíî, ÷òî èç ìíîæåñòâà íåïóñòûõ äèçúþíêòîâ S = {D1, D2, . . . , DN}
ìîæíî ïîñòðîèòü ðåçîëþòèâíûé âûâîä ïóñòîãî äèçúþíêòà �. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå
óòâåðæäåíèé âñåãäà ñïðàâåäëèâû è ïî÷åìó?

1. Ñóùåñòâóåò óñïåøíûé òàáëè÷íûé âûâîä äëÿ èñõîäíîé òàáëèöû T = 〈∅, {D1&D2& . . .&DN}〉,
ïîòîìó ÷òî. . . .

2. Ñóùåñòâóåò óñïåøíûé òàáëè÷íûé âûâîä äëÿ èñõîäíîé òàáëèöû T = 〈{D1&D2& . . .&DN}, ∅〉,
ïîòîìó ÷òî. . . .

3. Ñóùåñòâóåò óñïåøíûé òàáëè÷íûé âûâîä äëÿ èñõîäíîé òàáëèöû T = 〈∅, {D1 ∨D2 ∨ · · · ∨
DN}〉, ïîòîìó ÷òî. . . .

4. Ñóùåñòâóåò óñïåøíûé òàáëè÷íûé âûâîä äëÿ èñõîäíîé òàáëèöû T = 〈{D1 ∨ D2 ∨ · · · ∨
DN}, ∅〉, ïîòîìó ÷òî. . . .

Óïðàæíåíèå 1.91. Ïóñòü S - ýòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ, à [S] - ýòî ìíîæåñòâî
âñåõ îñíîâíûõ ïðèìåðîâ äèçúþíêòîâ èç ìíîæåñòâà S. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäå-
íèé âñåãäà ñïðàâåäëèâû è ïî÷åìó?

1. Åñëè äèçúþíêò D ðåçîëþòèâíî âûâîäèì èç ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ S, òî ýòîò æå äèçú-
þíêòD ðåçîëþòèâíî âûâîäèì èç ìíîæåñòâà îñíîâíûõ ïðèìåðîâ äèçúþíêòîâ [S], ïîòîìó
÷òî...

2. Åñëè äèçúþíêò D ðåçîëþòèâíî âûâîäèì èç ìíîæåñòâà îñíîâíûõ ïðèìåðîâ äèçúþíêòîâ
[S], òî ýòîò æå äèçúþíêò D ðåçîëþòèâíî âûâîäèì èç ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ S, ïîòîìó
÷òî...

3. Åñëè ýðáðàíîâñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ S,
òî ýòà æå ýðáðàíîâñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ ìíîæåñòâà îñíîâíûõ
ïðèìåðîâ äèçúþíêòîâ [S], ïîòîìó ÷òî...

4. Åñëè ýðáðàíîâñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ ìíîæåñòâà îñíîâíûõ ïðè-
ìåðîâ äèçúþíêòîâ [S], òî ýòà æå ýðáðàíîâñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ
ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ S, ïîòîìó ÷òî...

Óïðàæíåíèå 1.92. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ñèñòåìû äèçúþíêòîâ S ìîæíî ðåçîëþòèâíî âû-
âåñòè äèçúþíêò P ∨ ¬P . Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé áóäóò âñåãäà âåðíû è
ïî÷åìó?

1. Â ñèñòåìå äèçúþíêòîâ S åñòü ïðîòèâîðå÷èâûé äèçúþíêò, ïîòîìó ÷òî. . .

2. Ñèñòåìà äèçúþíêòîâ S íåïðîòèâîðå÷èâà, ïîòîìó ÷òî. . .

3. Ñèñòåìà äèçúþíêòîâ S ïðîòèâîðå÷èâà, ïîòîìó ÷òî. . .

4. Òàêîé ðåçîëüâåíòû âûâåñòè èç ñèñòåìû äèçúþíêòîâ S íåâîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî. . .
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1.10 Õîðíîâñêèå ëîãè÷åñêèå ïðîãðàììû. Äåêëàðàòèâíàÿ

è îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêè.

Óïðàæíåíèå 1.93. Ñëåäóþùèå îñíîâíûå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ

• ìóæ÷èíà(X),

• æåíùèíà(Y ),

• ìàòü(X,Y ),

• îòåö(X,Y ),

• ñóïðóãè(X,Y )

îïèñûâàþòñÿ ôàêòàìè õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû, íàïðèìåð,

ìóæ÷èíà(adam)←;

æåíùèíà(eve)←;

îòåö(adam,abel)←;

ìàòü(eve,cain)←;

Ïðîäîëæèòå ýòó ëîãè÷åñêóþ ïðîãðàììó, ñîçäàâ ïîäõîäÿùèå ïðîãðàììíûå óòâåðæäåíèÿ, îïè-
ñûâàþùèå ñëåäóþùèå ðîäñòâåííûå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ:

1. ðîäèòåëü(X,Y );

2. äåä(X,Y );

3. áûòü_îòöîì(X);

4. áðàò(X,Y );

5. ñâîÿ÷åíèöà(X,Y );

6. ïðåäîê(X,Y );

7. ïîòîìîê(X,Y );

8. ðîäñòâåííèê(X,Y );

Óïðàæíåíèå 1.94. Ñîçäàéòå ëîãè÷åñêèå ïðîãðàììû, îïèñûâàþùèå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
òåðìîâ:

list(X) � "Y ÿâëÿåòñÿ ñïèñêîì".

elem(X,Y ) � "X ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñïèñêà Y

Âûÿñíèòü, êàêîâî ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íà ñëåäóþùèå çàïðîñû, îáðàùåííûå ê ïî-
ñòðîåííûì ïðîãðàììàì:

1. ? list(a.b.c.nil)



1.10. Õîðíîâñêèå ëîãè÷åñêèå ïðîãðàììû. Äåêëàðàòèâíàÿ è îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêè. 25

2. ? list(a.X.nil)

3. ? list(a.b)

4. ? list(a.Y)

5. ? elem(b,a.b.c.nil)

6. ? elem(X,a.b.c.nil)

7. ? elem(a,X)

Óïðàæíåíèå 1.95. Ïîñòðîéòå SLD-ðåçîëþòèâíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ êàæäîãî èç çàïðîñîâ,
ïðèâåäåííûõ â óïðàæíåíèè 1.94, îáðàùåííûõ ê ïðîãðàììàì, îïèñûâþùèì ïðåäèêàòû list è
elem.

Óïðàæíåíèå 1.96. Ïîñòðîéòå âñåâîçìîæíûå SLD-ðåçîëþòèâíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ çàïðîñà
G= ? R(Y),P(Z), îáðàùåííîãî ê ïðîãðàììå P, âûäåëÿÿ â êàæäîì öåëåâîì óòâåðæäåíèè ñàìóþ
ëåâóþ ïîäöåëü. Êàêîâî ìíîæåñòâî âû÷èñëåííûõ îòâåòîâ íà çàïðîñ G ê ïðîãðàììå P?

P: R(Y) ← P(Y),Q(Y);

P(a) ← ;

P(b) ← ;

Q(a) ← ;

Q(f(X)) ← Q(X);

Óïðàæíåíèå 1.97. Ïîñòðîèòü ëîãè÷åñêèå ïðîãðàììû, îïèñûâàþùèå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
è îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå ñïèñêîâ.

1. head(L,X) : Çàãîëîâêîì ñïèñêà L ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò X;

2. tail(L,X) : Õâîñòîì ñïèñêà L ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê X;

3. prefix(L,X) : Ïðåôèêñîì (íà÷àëüíûì ïîäñïèñêîì) ñïèñêà L ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê X;

4. suffix(L,X) : Ñóôôèêñîì (çàêëþ÷èòåëüíûì ïîäñïèñêîì) ñïèñêà L ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê X;

5. sublist(L,X) : Ñïèñîê X ÿâëÿåòñÿ ïîäñïèñêîì ñïèñêà L;

6. equal(X,Y ) : Ñïèñêè X è Y ñîâïàäàþò;

7. equal_length(X,Y ) : Ñïèñêè X è Y èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó;

8. nonequal_length(X,Y ) : Ñïèñêè X è Y ðàçíóþ äëèíó;

9. less(X,Y ) : Äëèíà ñïèñêà X ìåíüøå äëèíû ñïèñêà Y ;

10. subset(X,Y ) : Ñïèñîê X ñîñòîèò òîëüêî èç ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ñïèñêå Y ;
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11. concat(X,Y, Z) : Ñïèñîê X ÿâëÿåòñÿ êîíêàòåíàöèåé (ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì)
ñïèñêîâ Y è Z;

12. reverse(X,Y ) : Ñïèñîê X ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèåì ñïèñêà Y , ò. å. X ñîñòîèò èç òåõ æå
ýëåìåíòîâ, ÷òî è ñïèñîê Y , íî â ñïèñêå X ýòè ýëåìåíòû ñëåäóþò äðóã çà äðóãîì â
îáðàòíîì ïîðÿäêå;

13. palindrome(X,Y ) : ÑïèñîêX ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì Y , ò. å.X îäèíàêîâî ïðî÷èòûâàåòñÿ
ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâî íàëåâî;

14. delete(X,Y ) : Ñïèñîê X îáðàçîâàí èç ñïèñêà Y óäàëåíèåì îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïîäðÿä
èäóùèõ ýëåìåíòîâ;

15. subsequence(X,Y ) : Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Y ;

16. summ(X,Y, Z) : Äëèíà ñïèñêà X ðàâíà ñóììå äëèí ñïèñêîâ Y è Z;

17. product(X,Y, Z) : Äëèíà ñïèñêà X ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äëèí ñïèñêîâ Y è Z;

18. differ(X,Y, Z) : Äëèíà ñïèñêà X ðàâíà àáñîëþòíîé ðàçíîñòè äëèí ñïèñêîâ Y è Z;

19. multiple(X,Y ) : Äëèíà ñïèñêà X êðàòíà äëèíå ñïèñêà Y ;

20. nonmultiple(X,Y ) : Äëèíà ñïèñêà X íå êðàòíà äëèíå ñïèñêà Y ;

21. period(X,Y ) : Ñïèñîê X ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ïîëó÷åííîé â
ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ ñïèñêà Y ;

22. stuttering(X) : ÑïèñîêX îáðàçîâàí â ðåçóëüòàòå íåîäíîêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ íåêîòîðîãî
äðóãîãî ñïèñêà;

23. power2(X) : Äëèíà ñïèñêà X ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà 2;

24. prime(X) : Äëèíà ñïèñêà X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì;

25. progression(X) : Âñå ýëåìåíòû ñïèñêà X � ýòî ñïèñêè, äëèíû êîòîðûõ (â ïîðÿäêå ñëå-
äîâàíèÿ ýëåìåíòîâ â ñïèñêå X) îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ;

Ïóñòü σ = 〈Const, Func, Pred〉 óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü Hσ ýðáðàíîâñêèé óíèâåðñóì (ìíî-
æåñòâî îñíîâíûõ òåðìîâ) ñèãíàòóðû σ, à Bσ � ýðáðàíîâñêèé áàçèñ ñèãíàòóðû (ìíîæåñòâî
îñíîâíûõ àòîìîâ) σ. Òîãäà êàæäàÿ ýðáðàíîâñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I ñèãíàòóðû ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ òåõ îñíîâíûõ àòîìîâ ñèãíàòóðû σ, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â èíòåð-
ïðåòàöèè I. Â ïîñëåäóþùèõ óïðàæíåíèÿõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé
ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ýðáðàíîâñêèõ èíòåðïðåòàöèé, ïðè êîòîðîì ýðáðàíîâñêàÿ èíòåðïðåòà-
öèÿ I îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òåì ìíîæåñòâîì îñíîâíûõ àòîìîâ, êîòîðûå â íåé âûïîëíÿþòñÿ,
ò. å.

I = {A : A ∈ Bσ, I |= A}.

Òîãäà I íàçûâàåòñÿ ýðáðàíîâñêîé ìîäåëüþ äëÿ õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P, åñëè äëÿ
ëþáîãî ïðîãðàììíîãî óòâåðæäåíèÿ D, D ∈ P, ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû,
âåðíî

I |= D
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî ôàêòà, ÷òî ýðáðàíîâñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ ïðî-
ãðàììû P áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåííàÿ çàïèñü I |= P.

Óïðàæíåíèå 1.98. Äîêàæèòå, ÷òî H-èíòåðïðåòàöèÿ I ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ õîðíîâñêîé
ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî îñíîâíîãî ïðèìåðà ïðî-
ãðàììíîãî óòâåðæäåíèÿ D′ = A′0 ← A′1, . . . , A

′
n, D

′ ∈ [P] âåðíî

{A′1, . . . , A′n} ⊆ I ⇒ A′0 ∈ I.

Óïðàæíåíèå 1.99. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ õîðíîâñêàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà P èìååò õîòÿ
áû îäíó ýðáðàíîâñêóþ ìîäåëü.

Óïðàæíåíèå 1.100. Äîêàæèòå, ÷òî H-èíòåðïðåòàöèÿ BH ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ ëþáîé
õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîãðàììû, ìîäåëüþ êîòîðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ I = ∅. Êàê äîëæíà áûòü óñòðîåíà ïðîãðàììà P äëÿ òîãî, ÷òîáû èí-
òåðïðåòàöèÿ I = ∅ áûëà åå ìîäåëüþ?

Óïðàæíåíèå 1.101. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè H-èíòåðïðåòàöèè I1 è I2 ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè
äëÿ õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P, òî H-èíòåðïðåòàöèÿ I0 = I1 ∩ I2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ìîäåëüþ äëÿ P.

Óïðàæíåíèå 1.102. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî IP âñåõ ýðáðàíîâñêèõ ìîäåëåé äëÿ ëîãè÷å-
ñêîé ïðîãðàììû P. Äîêàæèòå, ÷òî H-èíòåðïðåòàöèÿ MP =

⋂
I∈IP

I ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé (ïî

îòíîøåíèþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ) ìîäåëüþ äëÿ ïðîãðàììû P.

Óïðàæíåíèå 1.103. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî IP âñåõ ýðáðàíîâñêèõ ìîäåëåé äëÿ îãè÷åñêîé
ïðîãðàììû P. Äîêàæèòå, ÷òî H-èíòåðïðåòàöèÿ MP =

⋂
I∈IP

I ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé (ïî îòíî-

øåíèþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ) ìîäåëüþ äëÿ ïðîãðàììû P.

Óïðàæíåíèå 1.104. Äîêàæèòå, ÷òî MP = ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîðíîâñêàÿ ëîãè-
÷åñêàÿ ïðîãðàììà P íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ôàêòà.

Óïðàæíåíèå 1.105. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îñíîâíîãî àòîìà A0 è äëÿ ëþáîé õîðíîâ-
ñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

P |= A0 ⇐⇒ A0 ∈MP .

Óïðàæíåíèå 1.106. Ïóñòü t1, t2, . . . , tk � ýòî íåêîòîðûé íàáîð îñíîâíûõ òåðìîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîäñòàíîâêà θ = {Y1/t1, . . . , Yk/tk} ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì îòâåòîì íà çàïðîñ
G =?C1, C2, . . . , Cm ê õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììå P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {C1θ, . . . , Cmθ} ⊆
MP .

Óïðàæíåíèå 1.107. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ õîðíîâñêèõ ëîãè÷åñêèõ ïðîãðàìì P1 è P2

ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
MP1

∪MP2
⊆MP1∪P2

.
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Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîãðàìì P1 è P2, äëÿ êîòîðûõ óêàçàííîå âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.

Êàêèì èç òðåõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îòíîøåíèé ⊆, =,⊇ ñâÿçàíû ýðáðàíîâñêèå èíòåð-
ïðåòàöèè MP1

∩MP2
è MP1∩P2

?

1.11 Òåîðåìû êîððåêòíîñòè è ïîëíîòû äëÿ õîðíîâñêèõ ëî-

ãè÷åñêèõ ïðîãðàìì.

Óïðàæíåíèå 1.108. Ñîõðàíÿò ëè ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû êîððåêòíîñòè è ïîëíîòû äëÿ
õîðíîâñêèõ ëîãè÷åñêèõ ïðîãðàìì, åñëè â îïðåäåëåíèè ïðàâèëà SLD-ðåçîëþöèè âìåñòî íàè-
áîëåå îáùåãî óíèôèêàòîðà ðàçðåøèòü èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíûé óíèôèêàòîð âûäåëåííîé
ïîäöåëè çàïðîñà è çàãîëîâêà àêòèâèçèðîâàííîãî ïðîãðàììíîãî óòâåðæäåíèÿ?

Óïðàæíåíèå 1.109. Îïåðàòîðîì íåïîñðåäñòâåííîãî ñëåäîâàíèÿ TP äëÿ õîðíîâñêîé ëîãè-
÷åñêîé ïðîãðàììû P íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

TP : 2BP → 2BP ,

ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèè I, I ⊆ BP , ýðáðàíîâñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ I ′ = TP(I), I ′ ⊆ BP , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

I ′ = {A0 : D = A0 ← A1, . . . , Ak ∈ [P], {A1, . . . , Ak} ⊆ I}.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ýðáðàíîâñêîé ìîäåëè I äëÿ õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P
èíòåðïðåòàöèÿ TP(I) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ ïðîãðàììû P.

Óïðàæíåíèå 1.110. Ïóñòü çàäàíà õîðíîâñêàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà

P: P(f(X)) ← P(X);

ñèãíàòóðû Σ = 〈Const = {c}, Func = {f}, P red = {P}〉, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî-åäèíñòâåííîãî
ïðîãðàììíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Êàêèå ýðáðàíîâñêèå èíòåðïðåòàöèè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà íåïîñðåäñòâåííîãî ñëå-
äîâàíèÿ TP(∅) è TP(BP ?

Óïðàæíåíèå 1.111. Ïóñòü çàäàíà õîðíîâñêàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà

P: P(X) ← R(X), P(c);

R(b) ← P(a);

R(a);

P(c);

Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà íåïîñðåäñòâåííîãî ñëåäîâàíèÿ TP(∅), TP(TP(∅)), TP(TP(TP(∅)))
?

Óïðàæíåíèå 1.112. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P îïå-
ðàòîð íåïîñðåäñòâåííîãî ñëåäîâàíèÿ TP îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè, ò. å. äëÿ ëþáûõ
ýðáðàíîâñêèõ èíòåðïðåòàöèé I, J ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
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I ⊆ J =⇒ TP(I) ⊆ TP(J) .

Óïðàæíåíèå 1.113. Äîêàæèòå, ÷òî ýðáðàíîâñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ
õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà TP(I) ⊆ I.

Óïðàæíåíèå 1.114. Óñëîâèìñÿ n-êðàòíóþ êîìïîçèöèþ îïåðàòîðà íåïîñðåäñòâåííîãî ñëå-
äîâàíèÿ îáîçíà÷àòü TnP , ò. å. T

n
P (I) = TP(TP(. . . TP︸ ︷︷ ︸

n ðàç

(I) . . . )).

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ öå-
ïî÷êà âêëþ÷åíèé

T 0
P(∅) ⊆ T 1

P(∅) ⊆ T 2
P(∅) ⊆ · · · ⊆ T iP(∅) ⊆ T i+1

P (∅) ⊆ . . . ⊆MP .

Óïðàæíåíèå 1.115. Äîêàæèòå, ÷òî ýðáðàíîâñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
∞⋃
i=0

T iP(∅) ÿâëÿåòñÿ ìîäå-

ëüþ äëÿ õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P.

Óïðàæíåíèå 1.116. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî MP =
∞⋃
i=0

T iP(∅).

Óïðàæíåíèå 1.117. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P è
ëþáîãî îñíîâíîãî àòîìà A çàïðîñ ?A ê ïðîãðàììå P èìååò óñïåøíîå SLD-ðåçîëþòèâíîå âû-
÷èñëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∈MP .

Óïðàæíåíèå 1.118. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P çàïðîñ
G =?C1, C2, . . . , Cn ñ ìíîæåñòâîì öåëåâûõ ïåðåìåííûõ Y1, Y2, . . . , Ym, îáðàùåííûé ê ïðîãðàì-
ìå P èìååò õîòÿ áû îäíî óñïåøíîå SLD-ðåçîëþòèâíîå âû÷èñëåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà èìååò ìåñòî ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå P |= ∃Y1∃Y2 . . . ∃Ym(C1&C2& . . .&Cn).

Óïðàæíåíèå 1.119. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P è
àòîìà A ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå P |= ∀Y1∀Y2 . . . ∀YmA èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå [A] ⊆MP?

1.12 Ñòðàòåãèè âû÷èñëåíèÿ ëîãè÷åñêèõ ïðîãðàìì.

Óïðàæíåíèå 1.120. Ïîñòðîéòå äåðåâî SLD-ðåçîëþòèâíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ çàïðîñà G= ?
P(X,b), îáðàùåííîãî ê ïðîãðàììå P, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíîå ïðàâèëî âûáîðà ïîäöåëåé.

P: P(X,Z) ← Q(X,Y),P(Y,Z);

P(X,X) ← ;

Q(a,b) ← ;
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òåëå ïåðâîãî ïðîãðàììíîãî óòâåðæäåíèÿ P(X,Z) ← Q(X,Y),P(Y,Z);

ïðîãðàììèñò ïîìåíÿë ìåñòàìè àòîìû Q(X,Y) è P(Y,Z). Êàê èçìåíèòñÿ â ýòîì ñëó÷àå äåðåâî
SLD-ðåçîëþòèâíûõ âû÷èñëåíèé çàïðîñà G?

Óïðàæíåíèå 1.121. Ïîñòðîéòå äåðåâî SLD-ðåçîëþòèâíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ çàïðîñà G= ?
R(Y),P(Z), îáðàùåííîãî ê ïðîãðàììå P, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíîå ïðàâèëî âûáîðà ïîäöåëåé.

P: R(Y) ← P(Y),Q(Y);

P(a) ← ;

P(b) ← ;

Q(a) ← ;

Q(f(X)) ← Q(X);

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òåëå ïåðâîãî ïðîãðàììíîãî óòâåðæäåíèÿ R(Y) ← P(Y),Q(Y); ïðîãðàì-
ìèñò ïîìåíÿë ìåñòàìè àòîìû P(Y) è Q(Y). Êàê èçìåíèòñÿ â ýòîì ñëó÷àå äåðåâî SLD-ðåçîëþòèâíûõ
âû÷èñëåíèé çàïðîñà G?

Óïðàæíåíèå 1.122. Èìååò ëè çàïðîñ G= ? P(a,c), îáðàùåííûé ê ïðîãðàììå P, õîòÿ áû
îäíî óñïåøíîå SLD-ðåçîëþòèâíîå âû÷èñëåíèå?

P: P(a,b) ← ;

P(c,b) ← ;

P(X,Z) ← P(X,Y),P(Y,Z);

P(X,Y) ← P(Y,X);

Ïîêàæèòå, ÷òî â òîì ñëó÷àå, åñëè èç óêàçàííîé ïðîãðàììû óäàëèòü õîòÿ áû îäíî ïðîãðàììíîå
óòâåðæäåíèå, òî çàïðîñ G íå áóäåò èìåòü íè îäíîãî ïðàâèëüíîãî îòâåòà. Ïîêàæèòå, ÷òî ðó-
êîâîäñòâóÿñü ñòàíäàðòíîé ñòðàòåãèåé âû÷èñëåíèé íåëüçÿ âû÷èñëèòü íè îäèí îòâåò íà çàïðîñ
G, îáðàùåííûé ê ïðîãðàììå P. Êàêîé äîëæíà áûòü ñòðàòåãèÿ âû÷èñëåíèé, ïîçâîëÿþùàÿ
âû÷èñëèòü õîòÿ áû îäèí îòâåò íà çàïðîñ G ê ïðîãðàììå P.

Óïðàæíåíèå 1.123. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P è òà-
êîãî çàïðîñà G, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò äâà óñïåøíûõ âû÷èñëåíèÿ, íî ïðè ýòîì íèêàêîå
ïðàâèëî âûáîðà ïîäöåëåé íå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü, ðóêîâîäñòâóÿñü ïðîöåäóðîé ïîèñêà â ãëó-
áèíó ñ âîçâðàòîì, îáà óñïåøíûõ âû÷èñëåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 1.124. Cîçäàéòå õîðíîâñêèå ëîãè÷åñêèå ïðîãðàììû, êîòîðûå ðåøàþò ñëåäó-
þùèå çàäà÷è.

1. Ïðîãðàììà ïîðîæäàåò âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ çàäàííîãî ñïèñêà L. Îá-
ðàùåíèå ê ïðîãðàììå äîëæíî èìåò âèä ? permut(L,X).

2. Ïðîãðàììà ïîðîæäàåò âñåâîçìîæíûå ïðåôèêñû çàäàííîãî ñëîâà L, ïðåäñòàâëåííîãî
ñïèñêîì áóêâ. Îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå äîëæíî èìåò âèä ? all_prefixes(L,X).
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3. Ïðîãðàììà ïîðîæäàåò âñåâîçìîæíûå ñóôôèêñû çàäàííîãî ñëîâà L, ïðåäñòàâëåííîãî
ñïèñêîì áóêâ. Îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå äîëæíî èìåò âèä ? all_suffixes(L,X).

4. Ïðîãðàììà ïîðîæäàåò ñïèñîê âñåõ áóêâ çàäàííîãî êîíå÷íîãî àëôàâèòàA = {a1, a2, . . . , an},
ñîäåðæàùèõñÿ â ñïèñêå L îäíîêðàòíî. Îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå äîëæíî èìåò âèä ?

single(L,X).

5. Ïðîãðàììà ïîðîæäàåò ñïèñîê âñåõ áóêâ çàäàííîãî êîíå÷íîãî àëôàâèòàA = {a1, a2, . . . , an},
ñîäåðæàùèõñÿ â ñïèñêå L ìíîãîêðàòíî. Îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå äîëæíî èìåò âèä ?

multiple(L,X).

6. Ïðîãðàììà ïîðîæäàåò ñïèñîê âñåõ áóêâ çàäàííîãî êîíå÷íîãî àëôàâèòàA = {a1, a2, . . . , an},
ñîäåðæàùèõñÿ â ñïèñêå L1 è íå ñîäåðæàùèõñÿ â ñïèñêå L2. Îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå
äîëæíî èìåò âèä ? filter(L1,L2,X).

7. Ïðîãðàììà ïîðîæäàåò âñåâîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ ýëåìåíòîâ çàäàííîãî áåñïîâòîðíîãî ñïèñ-
êà L1. Îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå äîëæíî èìåò âèä ? combination(L1,X).

8. Ïðîãðàììà ïîðîæäàåò âñåâîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ ýëåìåíòîâ çàäàííîãî áåñïîâòîðíîãî ñïèñ-
êà L1, äëèíà êîòîðûõ ðàâíà äëèíå çàäàííîãî ñïèñêà L2. Îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå äîëæíî
èìåò âèä ? combination2(L1,L2,X).

9. Ïðîãðàììà ïîðîæäàåò âñåâîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ c ïîâòîðåíèåì ýëåìåíòîâ çàäàííîãî áåñ-
ïîâòîðíîãî ñïèñêà L1, äëèíà êîòîðûõ ðàâíà äëèíå çàäàííîãî ñïèñêà L2. Îáðàùåíèå ê
ïðîãðàììå äîëæíî èìåò âèä ? combination_repit(L1,L2,X).

1.13 Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïîëíîòà è àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàç-

ðåøèìîñòü.

Óïðàæíåíèå 1.125. Âîçüìèòå ëåíòî÷íóþ êîíôèãóðàöèþ α0, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. ??, è
ïîñòðîéòå äåðåâî SLD-ðåçîëþòèâíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ çàïðîñà ? P (left(α0), right(α0), X, Y ),
îáðàùåííîãî ê ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììå Pπ, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. ??.

Óïðàæíåíèå 1.126. Êàêîå óñòðîéñòâî èìåþò äåðåâüÿ SLD-ðåçîëþòèâíûõ âû÷èñëåíèé çà-
ïðîñîâ ? P (left(α), right(α), X, Y ), îáðàùåííûõ ê ëîãè÷åñêèì ïðîãðàììàì Pπ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì äåòåðìèíèðîâàííûì ïðîãðàììàì ìàøèí Òüþðèíãà.

Óïðàæíåíèå 1.127. Ïóñòü π � ïðîèçâîëüíàÿ ïðîãðàììà ìàøèíû Òüþðèíãà, α � ëåí-
òî÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ çàêëþ÷èòåëüíîé äëÿ ïðîãðàììû π. Êàêîâî ìíîæåñòâî
âû÷èñëåííûõ îòâåòîâ íà çàïðîñ ? P (X,Y, left(α), right(α)) ê ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììå Pπ?

Óïðàæíåíèå 1.128. ×àñòè÷íî-ðåêóðñèâíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ÷àñòè÷íî îïðåäå-
ëåííàÿ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà f (n) : Nn0 → N0, êîòîðàÿ ìîæåò áûò ïîñòðîåíà èç
áàçîâûõ ôóíêöèé

• êîíñòàíòû 0,

• ôóíêöèè ñëåäîâàíèÿ s(1)(x) = x+ 1,
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• ñåëåêòîðíûõ ôóíêöèé I(n)(x1, x2, . . . , xn) = xm, n ≥ 1, 1 ≤ m ≤ n,

ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

1. ñóïåðïîçèöèÿ S: äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f (n) è íàáîðà èç n ôóíêöèé g
(m)
1 , . . . , g

(m)
n , â ðå-

çóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè S[f, g1, . . . , gn] îáðàçóåòñÿ ôóíêöèÿ

h(m)(x1, . . . , xm) = f(g1(x1, . . . , xm), . . . , gn(x1, . . . , xm));

2. ïðèìèòèâíàÿ ðåêóðñèÿ Π: äëÿ ëþáîé ïàðû ôóíêöèé f (n) è g(n+2) â ðåçóëüòàòå ïðèìåíå-
íèÿ îïåðàöèè ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèèΠ[f, g] îáðàçóåòñÿ ôóíêöèÿ h(n+1)(x1, . . . , xn, xn+1),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåíííûõ x1, . . . , xn è ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà k ñëåäóþùèì äâóì ðàâåíñòâàì:

h(x1, . . . , xn, 0) = f(x1, . . . , xn),
h(x1, . . . , xn, k + 1) = g(x1, . . . , xn, k, h(x1, . . . , xn, k));

3. íåîãðàíè÷åííàÿ ìèíèìèçàöèè µ: äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f (n), n ≥ 1 â ðåçóëüòàòå ïðèìå-
íåíèÿ îïåðàöèè íåîãðàíè÷åííîé ìèíèìèçàöèè µ[f ] îáðàçóåòñÿ ôóíêöèÿ h(n)(x1, . . . , xn),
çíà÷åíèå êîòîðîé äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåíííûõ x1, . . . , xn−1, xn óäîâëåòâî-
ðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

h(x1, . . . , xn−1, xn) =



k, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî
i) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x1, . . . , xn−1, k) = xn,
ii) äëÿ ëþáîãî m, 0 ≤ m ≤ k − 1,
çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x1, . . . , xn−1,m)
îïðåäåëåíî è îòëè÷íî îò xn,

íåîïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Èç òåçèñà ×åð÷à ñëåäóåò, ÷òî êëàññ ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîâ-
ïàäàåò ñ êëàññîì ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àëãîðèòìè-
÷åñêîé ïîëíîòû õîðíîâñêèõ ëîãè÷åñêèõ ïðîãðàìì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ÷àñòè÷íî-
ðåêðñèâíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ëîãè÷åñêèìè ïðîãðàììàìè.
Óñëîâèìñÿ ïðåäñòàâëÿòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà â âèäå ñïèñêîâ: ïóñòîé ñïèñîê nil áóäåò îáîçíà-
÷àòü ÷èñëî 0, îäíîýëåìåíòíûé ñïèñîê nil.nil � ÷èñëî 1, ñïèñîê nil.nil.nil � ÷èñëî 2 è ò. ä.
Ñïèñîê, ñîîòâåòñòâóþùèé íàòóðàëüíîìó ÷èñëó k, áóäåì îáîçíà÷àòü k.
Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ìîæíî ââåñòè ïðå-

äèêàòíûé ñèìâîë P
(n+1)
f è ïîñòðîèòü òàêóþ õîðíîâñêóþ ëîãè÷åñêóþ ïðîãðàììó Pf , êîòîðàÿ

íà ëþáîé çàïðîñ G : ? Pf (k1, . . . ,kn, Y )

• âû÷èñëÿåò åäèíñòâåííûé îòâåò {Y/m} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(k1, . . . , kn) = m,

• íå èìååò óñïåøíûõ âû÷èñëåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çíà÷åíèå f(k1, . . . , kn) íå
îïðåäåëåíî.

Óïðàæíåíèå 1.129. Âûÿñíèòå, ìîæíî ëè ïîñòðîèòü àëãîðèòìû, ñïîñîáíûå äëÿ ëþáîé
õîðíîâñêîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû P, ïðîèçâîëüíîãî çàïðîñà G è ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè
θ âûÿñíèòü,
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1. ÿâëÿåòñÿ ëè äåðåâî SLD-ðåçîëþòèâíûõ âû÷èñëåíèé çàïðîñà G ê ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììå
P êîíå÷íûì?

2. ÿâëÿåòñÿ ëè ïîäñòàíîâêà θ ïðàâèëüíûì îòâåòîì íà çàïðîñ G ê ïðîãðàììå P?

3. ÿâëÿåòñÿ ëè ïîäñòàíîâêà θ âû÷èñëåííûì îòâåòîì íà çàïðîñ G ê ïðîãðàììå P?

4. ñóùåñòâóåò ëè õîòÿ áû îäèí çàïðîñ ê ïðîãðàììå P, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò óñïåøíîå
âû÷èñëåíèå?

5. ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ óñïåøíûõ âû÷èñëåíèé çàïðîñà G ê ïðî-
ãðàììå P?

6. âåðíî ëè, ÷òî íà çàïðîñ G ïðîãðàììà P âû÷èñëÿåò òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî îòâåòîâ, ÷òî
è íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ õîðíîâñêàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà P ′?

Óïðàæíåíèå 1.130. Äîêàæèòå, ÷òî íè îäíà ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåì íå ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ âîïðîñîâ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ:

1. ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííîå ïðåäëîæåíèå ϕ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì çàäàííîãî ìíîæåñòâà ïðåä-
ëîæåíèé Γ?

2. ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííàÿ ôîðìóëà ϕ ïðîòèâîðå÷èâîé?

3. ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííàÿ ôîðìóëà ϕ âûïîëíèìîé?

4. ÿâëÿåòñÿ ëè âûïîëíèìîé ñèñòåìà äèçúþíêòîâ Γ = {D1, . . . , DN}, êàæäûé äèçúþíêò Di

êîòîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ ëèòåð?

5. èìååò ëè çàäàííîå ïðåäëîæåíèå ϕ êîíå÷íóþ ìîäåëü?

6. ÿâëÿþòñÿ ëè äâå ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ϕ1 è ϕ2 ðàâíîñèëüíûìè?

Óïðàæíåíèå 1.131. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû îáùåçíà÷èìîñòè äëÿ ëî-
ãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà íå îòìåíÿåò âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ, ïðîâå-
ðÿþùèõ îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóë ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé îáùåçíà÷èìîñòü ò. í. ∀-ôîðìóë, ïðåäâà-
ðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà êîòîðûõ èìååò âèä

∀x1∀x2 . . . ∀xn ϕ(x1, x2, . . . , xn).

Êàêîâ ýòîò àëãîðèòì?

Óïðàæíåíèå 1.132. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, ïðîâåðÿþùåãî îáùåçíà÷è-
ìîñòü ò. í. ∃-ôîðìóë, ïðåäâàðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà êîòîðûõ èìååò âèä

∃x1∃x2 . . . ∃xn ϕ(x1, x2, . . . , xn).

À ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì ïðîâåðêè îáùåçíà÷èìîñòè ∃-ôîðìóë, â ìàòðèöå ϕ(x1, x2, . . . , xn)
êîòîðûõ íå ñîäåðæèòñÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ?
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Óïðàæíåíèå 1.133. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, ïðîâåðÿþùåãî îáùåçíà÷è-
ìîñòü ôîðìóë, ïðåäâàðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà êîòîðûõ èìååò âèä

∃x1∃x2∃x3∀y1 . . . ∀yn ϕ(x1, x2, x3, y1, . . . , yn),

ãäå n ≥ 1.

Óïðàæíåíèå 1.134. Äèàäè÷åñêîé ëîãèêîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêà-
òîâ, ñîäåðæàùèõ òîëüêî äâóõìåñòíûå ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, êîòîðûé
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ϕ ñòðîèò òàêóþ ôîðìóëó äèàäè÷åñêîé ëîãèêè
ϕ∗, äëÿ êîòîðîé âåðíî ñîîòíîøåíèå:

|= ϕ ⇐⇒ |= ϕ∗ .

Äîêàæèòå, ÷òî ïðîáëåìà îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóë äèàäè÷åñêîé ëîãèêè àëãîðèòìè÷åñêè íåðàç-
ðåøèìà.

Óïðàæíåíèå 1.135. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, ïðîâåðÿþùåãî îáùåçíà÷è-
ìîñòü ôîðìóë äèàäè÷åñêîé ëîãèêè, ïîñòðîåííûõ â ñèãíàòóðå σ = 〈∅, ∅, {P (2)}〉, ò. å. ôîðìóë íå
ñîäåðæàùèõ êîíñòàíò è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è ñîäåðæàùèõ òîëüêî îäèí äâóõìåñòíûé
ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë P (2).

Óïðàæíåíèå 1.136. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóë ìîíàäè-

÷åñêîé ëîãèêè, ò. å. ôîðìóë, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ â ñèãíàòóðå σ = 〈∅, ∅, {P (1)
1 , P

(1)
2 , . . . , P

(1)
N }〉,

íå ñîäåðæàùåé êîíñòàíò è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è ñîäåðæàùåé òîëüêî îäíîìåñòíûå
ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû P1, P2, . . . , PN .
Ñîõðàíèòñÿ ëè àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû îáùåçíà÷èìîñòè äëÿ ôîðìóë, ïî-
ñòðîåííûõ èç îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ, â òîì ñëó÷àå, åñëè â ýòèõ ôîðìóëàõ íàðÿäó ñ ïðåäè-
êàòàìè ðàçðåøèòü èñïîëüçîâàòü ìíîãîìåñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû?


