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§ 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ãðàôîâ, ñåòåé,
ñõåì. Ñâîéñòâà ìàòðèö äîñòèæèìîñòè ñåòåé
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Ïîíÿòèå ãðàôà, êîòîðîå îáîáùàåò ïîíÿòèå áèíàðíîãî
îòíîøåíèÿ (ñì. §1 ãëàâû 1), ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
îïèñàíèÿ ñòðóêòóðíûõ ìîäåëåé, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèÿìè,
ïðåäñòàâëåíèÿìè èëè ðåàëèçàöèÿìè äèñêðåòíûõ ôóíêöèé.
Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ èç òåîðèè
ãðàôîâ, ñåòåé è ñõåì, à òàêæå ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.
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Ïàðó (V,E) , ãäå E � ñî÷åòàíèå (ñ âîçìîæíûìè
ïîâòîðåíèÿìè) íàä ìíîæåñòâîì óïîðÿäî÷åííûõ è
íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð èç V , áóäåì, êàê îáû÷íî, íàçûâàòü
ãðàôîì ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = V (G) è ìíîæåñòâîì
ðåáåð E = E (G) . Ïðè ýòîì äëèíà ñî÷åòàíèÿ E ñ÷èòàåòñÿ
÷èñëîì ðåáåð ãðàôà G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |E| .
Óïîðÿäî÷åííûå (íåóïîðÿäî÷åííûå) ïàðû âåðøèí
íàçûâàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè èëè, èíà÷å, äóãàìè
(ñîîòâåòñòâåííî íåîðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè), îäèíàêîâûå
ïàðû � ïàðàëëåëüíûìè ðåáðàìè (äóãàìè), äóãè,
îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì âåðøèí, � ïðîòèâîïîëîæíûìè
äóãàìè, à ïàðû èç ñîâïàäàþùèõ âåðøèí � ïåòëÿìè. Ãðàô
èç îðèåíòèðîâàííûõ (íåîðèåíòèðîâàííûõ) ðåáåð ñ÷èòàåòñÿ
îðèåíòèðîâàííûì (ñîîòâåòñòâåííî íåîðèåíòèðîâàííûì).
Çàìåòèì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç ïàðàëëåëüíûõ äóã. Ïðè ýòîì
ñèììåòðè÷íîå àíòèðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç
ïàðàëëåëüíûõ ðåáåð è ïåòåëü.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îðèåíòèðîâàííîå (íåîðèåíòèðîâàííîå)
ðåáðî èíöèäåíòíî ñîñòàâëÿþùèì åãî âåðøèíàì, à äóãà
(u, v) èñõîäèò èëè, èíà÷å, âûõîäèò èç âåðøèíû u è çàõîäèò
èëè, èíà÷å, âõîäèò â âåðøèíó v . ×èñëî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ
âåðøèíå v (âõîäÿùèõ â v , âûõîäÿùèõ èç v ) â ãðàôå G ,
íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ (ñîîòâåòñòâåííî ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà,
ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà) âåðøèíû v â ãðàôå G è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç dG (v) (ñîîòâåòñòâåííî d+G (v) , d−G (v)). Çàìåòèì, ÷òî∑

v∈V (G)

dG (v) = 2 |E (G)| , (1.1)

è ÷òî dG (v) = d+G (v) + d−G (v) (dG (v) = d+G (v) = d−G (v)) â
ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî (ñîîòâåòñòâåííî
íåîðèåíòèðîâàííîãî) ãðàôà G .
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Âåðøèíà v íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé âåðøèíîé (ñòîêîì,
èñòîêîì) ãðàôà G , åñëè dG (v) = 0 (ñîîòâåòñòâåííî
d−G (v) = 0 , d+G (v) = 0). Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G
íàçûâàåòñÿ r -è÷íûì (ñòðîãî r -è÷íûì) ãðàôîì, åñëè
d+G (v) ⩽ r (ñîîòâåòñòâåííî d+G (v) = r ) äëÿ ëþáîé îòëè÷íîé
îò èñòîêà âåðøèíû v, v ∈ V (G) .
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Ãðàô G′ = (V ′, E′) íàçûâàåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G =
= (V,E) , åñëè V ′ ⊆ V è E′ ⊆ E . Ïðè ýòîì G′ ñ÷èòàåòñÿ
ïîäãðàôîì ãðàôà G , íàòÿíóòûì íà ìíîæåñòâî âåðøèí V ′ ,
åñëè E′ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå âõîäÿùèå â E ïàðû âåðøèí èç
V ′ . Ïîäãðàô, ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû èñõîäíîãî ãðàôà,
íàçûâàåòñÿ åãî îñòîâíûì ïîäãðàôîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ïîäãðàô âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü èç èñõîäíîãî ãðàôà â
ðåçóëüòàòå (ìíîãîêðàòíîãî) ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé óäàëåíèÿ
ðåáðà èëè óäàëåíèÿ âåðøèíû. Ïðè ýòîì óäàëåíèå âåðøèíû,
êàê îáû÷íî, ïîäðàçóìåâàåò óäàëåíèå âñåõ èíöèäåíòíûõ åé
ðåáåð.
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Ïðè îïðåäåëåíèè ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ ¾äâèæåíèÿìè¿ ïî
ãðàôó, îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ,
ñ÷èòàÿ, êàê îáû÷íî, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî
ýêâèâàëåíòíî äâóì ïðîòèâîïîëîæíûì äóãàì, ñâÿçàííûì ñ
òîé æå ïàðîé âåðøèí. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C , ñîñòîÿùàÿ èç
ðåáåð e1, e2, . . . , en , ãäå ei = (vi, vi+1) ∈ E (G) ïðè âñåõ
i, i ∈ [1, n] , íàçûâàåòñÿ (v1 − vn+1)-ïóòåì ãðàôà G . Ïðè
ýòîì âåðøèíà v1 (vn+1 ) ñ÷èòàåòñÿ íà÷àëüíîé
(ñîîòâåòñòâåííî êîíå÷íîé) âåðøèíîé ýòîãî ïóòè, âåðøèíû
v2, . . . , vn � åãî âíóòðåííèìè âåðøèíàìè, à ÷èñëî n � åãî
äëèíîé. Åñëè âñå ðåáðà ïóòè ðàçëè÷íû (êàê ýëåìåíòû
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñî÷åòàíèÿ), òî îí íàçûâàåòñÿ öåïüþ, à
åñëè, êðîìå òîãî, ðàçëè÷íû âñå åãî âåðøèíû, òî � ïðîñòîé
öåïüþ. Åñëè íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ïóòè (öåïè) C
ñîâïàäàþò, òî C ñ÷èòàåòñÿ çàìêíóòûì ïóòåì
(ñîîòâåòñòâåííî öèêëîì). Öèêë, â êîòîðîì âñå âåðøèíû,
êðîìå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé, ðàçëè÷íû, íàçûâàåòñÿ
ïðîñòûì öèêëîì.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà u äîñòèæèìà èç âåðøèíû v â
ãðàôå G , ãäå u, v ∈ V (G) , åñëè u = v èëè â G ñóùåñòâóåò
(v − u)-öåïü. Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè âåðøèí
ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì è òðàíçèòèâíûì, à åñëè G
� íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, òî è ñèììåòðè÷íûì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G ðàñïàäàåòñÿ íà
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ èõ äîñòèæèìîñòè â
ãðàôå Ĝ , êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà G çàìåíîé êàæäîé
äóãè íà ñîîòâåòñòâóþùåå íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî (G = Ĝ ,
åñëè G � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô). Ïðè ýòîì ïîäãðàô
ãðàôà G , íàòÿíóòûé íà êàæäûé òàêîé êëàññ âåðøèí,
íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ãðàôà G , à ìíîæåñòâî
âñåõ åãî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç c (G) . Ãðàô
G íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè |c (G)| = 1 .
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Íàïîìíèì, ÷òî

|E (G)| − |V (G)|+ |c (G)| ⩾ 0 (1.2)

è ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (1.2) íàçûâàåòñÿ öèêëîìàòè÷åñêèì
÷èñëîì ãðàôà G . Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî
ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè1 îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ
ãðàôà G , ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî ïðîñòîãî öèêëà è
èçîëèðîâàííûõ âåðøèí.

1Ïîä ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ãðàôîâ G1 è G2 ïîíèìàåòñÿ ãðàô
G , äëÿ êîòîðîãî

V (G) = V (G1) ∪ V (G2) ,

E (G) = (E (G1) ∪ E (G2)) \ (E (G1) ∩ E (G2)) .
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Ìíîæåñòâî S , êîòîðîå ñîñòîèò èç ðåáåð ãðàôà G = (V,E) è
îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âåðøèíà u, u ∈ V , äîñòèæèìà
èç âåðøèíû v, v ∈ V , â ãðàôå G , íî íå äîñòèæèìà èç íåå â
ãðàôå (V,E \ S) , íàçûâàåòñÿ (u|v)-ñå÷åíèåì ãðàôà G . Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ (u− v)-öåïü ãðàôà G èìååò õîòÿ áû îäíî
îáùåå ðåáðî ñ ëþáûì (u|v)-ñå÷åíèåì ýòîãî ãðàôà. Ñå÷åíèå,
êîòîðîå íå èìååò ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ
ñå÷åíèåì, íàçûâàåòñÿ òóïèêîâûì.
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Íåîðèåíòèðîâàííûé (îðèåíòèðîâàííûé) ãðàô, íå èìåþùèé
öèêëîâ (ñîîòâåòñòâåííî îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ),
íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêèì. Çàìåòèì, ÷òî â îðèåíòèðîâàííîì
àöèêëè÷åñêîì ãðàôå G âñåãäà åñòü êàê ñòîêè, òàê è èñòîêè.
Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé åãî âåðøèíû v ìîæíî îïðåäåëèòü åå
ãëóáèíó (ñîîòâåòñòâåííî èñõîäÿùóþ ãëóáèíó), êàê
ìàêñèìàëüíóþ äëèíó (u− v)-ïóòåé (ñîîòâåòñòâåííî
(v − u)-ïóòåé) ãðàôà G , ãäå u � îäèí èç èñòîêîâ
(ñîîòâåòñòâåííî ñòîêîâ) G . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå
äîñòèæèìîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà
ìíîæåñòâå âåðøèí îðèåíòèðîâàííîãî àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà è
îáðàòíî.
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Íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô íàçûâàåòñÿ
äåðåâîì. Äëÿ äåðåâà G , êàê èçâåñòíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

|E (G)| = |V (G)| − 1. (1.3)

Äåðåâî ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé (êîðíåì) íàçûâàåòñÿ
êîðíåâûì äåðåâîì, à âñå îòëè÷íûå îò êîðíÿ âåðøèíû
ñòåïåíè 1 ýòîãî äåðåâà ñ÷èòàþòñÿ åãî ëèñòüÿìè.
Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç êîðíåâîãî
äåðåâà çàìåíîé êàæäîãî åãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà íà
ñîîòâåòñòâóþùóþ äóãó, ¾íàïðàâëåííóþ¿ ê êîðíþ,
íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì äåðåâîì.
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Äåðåâî (îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî) D , ÿâëÿþùååñÿ îñòîâíûì
ïîäãðàôîì ãðàôà G , íàçûâàåòñÿ åãî îñòîâíûì ïîääåðåâîì,
à äåðåâî D′ , ïîëó÷àþùååñÿ èç D â ðåçóëüòàòå
ïðèñîåäèíåíèÿ ¾êîíå÷íîé¿ âåðøèíû ëþáîãî íå âîøåäøåãî
â D ðåáðà ãðàôà G ê òîé æå âåðøèíå D , êîòîðàÿ áûëà åãî
êîíå÷íîé âåðøèíîé â G , è îáúÿâëåíèÿ íà÷àëüíîé âåðøèíû
ýòîãî ðåáðà ëèñòîì � îñòîâíûì íàääåðåâîì ãðàôà G .
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ãðàô G ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç
äåðåâà D′ â ðåçóëüòàòå ïðèñîåäèíåíèÿ íåêîòîðûõ âåðøèí
ñòåïåíè 1 (ëèñòüåâ) ê äðóãèì åãî âåðøèíàì. Çàìåòèì, ÷òî
ëþáîé íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé ãðàô, à òàêæå ëþáîé
îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô ñ 1 ñòîêîì âñåãäà
èìåþò îñòîâíûå ïîääåðåâüÿ è íàääåðåâüÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
òèïà.
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Ãðàô, âåðøèíàì è (èëè) ðåáðàì êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíû
îïðåäåëåííûå ñèìâîëû (ïîìåòêè), ñ÷èòàåòñÿ ïîìå÷åííûì
ãðàôîì. Ïðèìåðîì òàêîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
êîðíåâîå äåðåâî. Äðóãèì ïðèìåðîì ïîìå÷åííîãî ãðàôà
ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèé ãðàô ñ ìîíîòîííîé íóìåðàöèåé
âåðøèí, êîãäà äëÿ ëþáîé äóãè íîìåð âåðøèíû, èç êîòîðîé
îíà èñõîäèò, áîëüøå íîìåðà âåðøèíû, â êîòîðóþ ýòà äóãà
âõîäèò. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ
óïîðÿäî÷åííûì, åñëè äëÿ ëþáîé åãî âåðøèíû v, v ∈ V (G) ,
âñå ðåáðà, âõîäÿùèå â v , óïîðÿäî÷åíû è ïðîíóìåðîâàíû
÷èñëàìè 1, 2, . . . , d+G (v) .
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðà è âåðøèíû îñòîâíîãî ïîääåðåâà, à
òàêæå ðåáðà ñâÿçàííîãî ñ íèì îñòîâíîãî íàääåðåâà
ïîìå÷åííîãî ãðàôà èìåþò òå æå ñàìûå ïîìåòêè, êîòîðûå
îíè èìåëè â èñõîäíîì ãðàôå. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
îñòîâíîå íàääåðåâî îðèåíòèðîâàííîãî àöèêëè÷åñêîãî
óïîðÿäî÷åííîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì.
Ãðàôû G′ = (V ′, E′) è G′′ = (V ′′, E′′) íàçûâàþòñÿ
èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå âçàèìíî îäíîçíà÷íûå
îòîáðàæåíèÿ φ : V ′ → V ′′ è ψ : E′ → E′′ , ïðè êîòîðûõ
âåðøèíû è íåîðèåíòèðîâàííûå ðåáðà (äóãè) G′ ïåðåõîäÿò â
âåðøèíû è íåîðèåíòèðîâàííûå ðåáðà (ñîîòâåòñòâåííî äóãè)
G′′ ñ ñîõðàíåíèåì îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè (ñîîòâåòñòâåííî
èñõîäà, çàõîäà) âåðøèí è ðåáåð, à òàêæå âñåõ
ïîìåòîê. Äëÿ (êîíå÷íîãî) ìíîæåñòâà ãðàôîâ G ÷åðåç |G|
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ â G .
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Èçâåñòíî, ÷òî
|D (q)| ⩽ 4q, (1.4)

ãäå D (q) � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ îðèåíòèðîâàííûõ
êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ íå áîëåå, ÷åì q ðåáðàìè.
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Ââåäåì òåïåðü îáùèå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå
ñ ñåòÿìè è ¾àáñòðàêòíûìè¿ ñõåìàìè, ñ ðåàëèçàöèåé èìè
ôóíêöèé, à òàêæå ñ íåêîòîðûìè ñòðóêòóðíûìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè ñõåì.
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Íàáîð âèäà G = (G; V ′; V ′′) , ãäå G � ãðàô, à V ′ è V ′′ �
âûáîðêè èç ìíîæåñòâà V (G) äëèíû p è q ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè÷åì âûáîðêà V ′ ÿâëÿåòñÿ âûáîðêîé áåç ïîâòîðåíèé,
íàçûâàåòñÿ (p, q)-ñåòüþ. Ïðè ýòîì âûáîðêà V ′ (âûáîðêà
V ′′ ) ñ÷èòàåòñÿ âõîäíîé (ñîîòâåòñòâåííî âûõîäíîé) âûáîðêîé,
à åå i-ÿ âåðøèíà íàçûâàåòñÿ i-ì âõîäíûì (ñîîòâåòñòâåííî
âûõîäíûì) ïîëþñîì èëè, èíà÷å, i-ì âõîäîì (ñîîòâåòñòâåííî
âûõîäîì) ñåòè G . Âåðøèíû, íå ó÷àñòâóþùèå âî âõîäíîé è
âûõîäíîé âûáîðêàõ ñåòè, ñ÷èòàþòñÿ åå âíóòðåííèìè
âåðøèíàìè.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü âõîäíóþ è âûõîäíóþ âûáîðêè
ñåòè G = (G; V ′, V ′′) , áóäåì çàïèñûâàòü åå â âèäå
G = G(V ′; V ′′) èëè G = G(V ′; V ′′) . Ñåòü, â êîòîðîé âõîäíàÿ è
âûõîäíàÿ âûáîðêè ñîâïàäàþò (íå ñîâïàäàþò), íàçûâàåòñÿ
ñåòüþ ñ íåðàçäåëåííûìè (ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàçäåëåííûìè)
ïîëþñàìè. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå íåðàçäåëåííûõ ïîëþñîâ ñåòü
G = (G; V ; V ) = G(V ; V ) áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå
G = (G; V ) = G(V ) . Êàê ïðàâèëî, âõîäû è âûõîäû (ïîëþñà)
ñåòè èìåþò ñïåöèàëüíûå ïîìåòêè, êîòîðûå îòëè÷àþò ýòè
âåðøèíû îò äðóãèõ âåðøèí ñåòè è óêàçûâàþòñÿ âìåñòî íèõ â
ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðêàõ. Òàêèì îáðàçîì, ñåòè ìîæíî
ñ÷èòàòü ñïåöèàëüíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ.
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Ïðèìåðîì ñåòè ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîå äåðåâî, âõîäàìè êîòîðîãî
ñ÷èòàþòñÿ åãî ëèñòüÿ, à âûõîäîì � êîðåíü. Ïðè ýòîì
ïîðÿäîê ëèñòüåâ âî âõîäíîé âûáîðêå îðèåíòèðîâàííîãî
óïîðÿäî÷åííîãî êîðíåâîãî äåðåâà D çàäàåòñÿ
¾åñòåñòâåííîé¿ íóìåðàöèåé τ , îòîáðàæàþùåé ìíîæåñòâî
âåðøèí äåðåâà D â N òàê, ÷òî τ(v′) < τ(v′′) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëèáî v′′ äîñòèæèìà èç v′ , ëèáî k′ < k′′ , ãäå k′ è
k′′ � íîìåðà äóã, ïî êîòîðûì öåïè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû
v′ è v′′ ñîîòâåòñòâåííî ñ êîðíåì D , âõîäÿò â ñâîþ ïåðâóþ
îáùóþ âåðøèíó.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âûáîðîê V ′ =
(
v′1, . . . , v

′
p

)
è V ′′ =

=
(
v′′1 , . . . , v

′′
q

)
èç ìíîæåñòâà V (G) ãðàôà G îïðåäåëèì

ìàòðèöó äîñòèæèìîñòè âûáîðêè V ′ èç âûáîðêè V ′′ êàê
ìàòðèöó M, M ∈ Bp,q , äëÿ êîòîðîé

M ⟨i, j⟩ =

{
1, åñëè v′′j äîñòèæèìà èç v′i,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå V ′ = V ′′ ìàòðèöà M ÿâëÿåòñÿ
ðåôëåêñèâíîé è òðàíçèòèâíîé1, à åñëè, êðîìå òîãî, G �
íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, òî è ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé.

1Ìàòðèöà M, M ∈ Bm,m , ñ÷èòàåòñÿ ðåôëåêñèâíîé (òðàíçèòèâíîé)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà çàäàåò ðåôëåêñèâíîå (ñîîòâåòñòâåííî
òðàíçèòèâíîå) îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå [1,m] , òî åñòü

M ⟨i, i⟩ = 1 (ñîîòâåòñòâåííî M ⟨i, t⟩ ·M ⟨t, j⟩ ⩽ M ⟨i, j⟩)

äëÿ ëþáîãî i (ñîîòâåòñòâåííî ëþáûõ i, j è t) èç îòðåçêà [1,m] .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òðàíçèòèâíîñòü ðåôëåêñèâíîé ìàòðèöû
M , M ∈ Bm,m , èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà1

M2 =M. (1.5)

1Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö èç 0 è 1 âìåñòî îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ äèçúþíêöèè.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ M̂ =M2 , ïîëó÷èì

M̂ ⟨i, j⟩ =
m∨
t=1

M ⟨i, t⟩ ·M ⟨t, j⟩ (1.6)

è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå M̂ =M íåðàâåíñòâà
òðàíçèòèâíîñòè

M̂ ⟨i, j⟩ =M ⟨i, j⟩ ⩾M ⟨i, t⟩ ·M ⟨t, j⟩
áóäóò âûïîëíåíû ïðè ëþáûõ i, j, t èç îòðåçêà [1,m] . Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èç òðàíçèòèâíîñòè ðåôëåêñèâíîé ìàòðèöû
M , â ñèëó (1.6), ñëåäóåò, ÷òî

M̂ ⟨i, j⟩ =M ⟨i, j⟩ ∨

 ∨
1⩽t⩽m
t̸=i,j

M ⟨i, t⟩ ·M ⟨t, j⟩

 =M ⟨i, j⟩ .

Ìàòðèöà äîñòèæèìîñòè âûõîäíîé âûáîðêè ñåòè èç åå
âõîäíîé âûáîðêè íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé äîñòèæèìîñòè
ýòîé ñåòè.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ïîä ¾àáñòðàêòíîé¿ ñõåìîé ïîíèìàåòñÿ ñåòü, ÷àñòü ïîìåòîê
êîòîðîé ñîñòàâëÿþò âõîäíûå ïåðåìåííûå è â êàæäîé
âåðøèíå êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ ôóíêöèÿ (ñòîëáåö èç
ôóíêöèé) îò ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñàìà
ñõåìà ðåàëèçóåò ñèñòåìó (ìàòðèöó), ñîñòîÿùóþ èç ôóíêöèé
(ñîîòâåòñòâåííî ñòîëáöîâ ôóíêöèé), ðåàëèçîâàííûõ íà åå
âûõîäàõ. Â êà÷åñòâå âûõîäíûõ ïîìåòîê ñõåìû èñïîëüçóþòñÿ,
êàê ïðàâèëî, ñïåöèàëüíûå âûõîäíûå ïåðåìåííûå, à ñõåìà Σ
ñ âõîäíûìè ïåðåìåííûìè (âõîäàìè) x1, . . . , xn è âûõîäíûìè
ïåðåìåííûìè z1, . . . , zm çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
Σ = Σ(x1, . . . , xn; z1, . . . , zm) .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Íîìåð ν(α) íàáîðà α= (α1, . . . , αn) èç B
n ñ÷èòàåòñÿ

íîìåðîì ÝÊ (ÝÄ) ðàíãà n îò ÁÏ X (n) âèäà xα1
1 · · ·xαn

n

(ñîîòâåòñòâåííî xα1
1 ∨ . . .∨xαn

n ), ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ÔÀË
îáîçíà÷àåòñÿ Qn (ñîîòâåòñòâåííî Jn ), à ñèñòåìà èç âñåõ
óêàçàííûõ ÔÀË, óïîðÿäî÷åííûõ ïî èõ íîìåðàì, íàçûâàåòñÿ
êîíúþíêòèâíûì (ñîîòâåòñòâåííî äèçúþíêòèâíûì)
äåøèôðàòîðîì ïîðÿäêà n îò ÁÏ x1, . . . , xn è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç
−→
Qn (ñîîòâåòñòâåííî

−→
Jn ).
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Ôóíêöèÿ âèäà

µn (x1, . . . , xn, y0, . . . , y2n−1) =
∨

α=(α1,...,αn)

xα1
1 · · ·xαn

n yν(α)

íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëåêñîðíîé ôóíêöèåé, èëè, èíà÷å,
ìóëüòèïëåêñîðîì ïîðÿäêà n , à ïåðåìåííûå x = (x1, . . . , xn)
(y = (y0, . . . , y2n−1)) ñ÷èòàþòñÿ àäðåñíûìè (ñîîòâåòñòâåííî
èíôîðìàöèîííûìè) ÁÏ ìóëüòèïëåêñîðà µn .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ìóëüòèïëåêñîðíóþ ÔÀË ïîðÿäêà (n− q) , 0 ⩽ q < n , îò
àäðåñíûõ ÁÏ x′′ = (xq+1, . . . , xn) è èíôîðìàöèîííûõ ÁÏ
y = (y0, . . . , y2n−q−1) ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ ðàçëîæåíèÿ
ïðîèçâîëüíîé ÔÀË f (x1, . . . , xn) ïî ÁÏ x′′ (ñì. ðàçëîæåíèå
Øåííîíà (2.5) èç §2 ãëàâû 1).



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ñõåìó, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË Qn (Jn, µn ) áóäåì
íàçûâàòü äåøèôðàòîðîì (ñîîòâåòñòâåííî äèçúþíêòèâíûì
äåøèôðàòîðîì, ìóëüòèïëåêñîðîì) ïîðÿäêà n . Ñõåìû,
ðåàëèçóþùèå ðàâíûå ñèñòåìû ôóíêöèé, íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçîìîðôíûå ñõåìû
âñåãäà ýêâèâàëåíòíû, è ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà ñõåì U âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥U∥ ⩽ |U| , (1.7)

ãäå ∥U∥ � ÷èñëî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ñõåì â U .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

§2. Ôîðìóëû, èõ ñòðóêòóðà, ýêâèâàëåíòíîñòü è
ñïîñîáû çàäàíèÿ. Îïòèìèçàöèÿ ïîäîáíûõ ôîðìóë ïî

ãëóáèíå
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Â §1 ãëàâû 1 äàíî èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ôîðìóëû è
ðåàëèçóåìîé åþ ôóíêöèè. Íàïîìíèì åãî è ðàññìîòðèì
ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóë àëãåáðû ëîãèêè ñ ïîìîùüþ
îðèåíòèðîâàííûõ óïîðÿäî÷åííûõ äåðåâüåâ.
Ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó, X = {x1, x2, . . . , xn, . . . } � ñ÷åòíûé
óïîðÿäî÷åííûé àëôàâèò âõîäíûõ ÁÏ è ïóñòü Á =
= {φ1, φ2, . . . , φb} � áàçèñ, ãäå ÔÀË φi, i = 1, . . . , b , çàâèñèò
îò ki, ki ⩾ 1 , ÁÏ è ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ÔÀË, åñëè ki ⩾ 2 .
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Á � ïîëíûé áàçèñ (ñì. §1 ãëàâû 1) è
äîïóñêàåòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå, íàëè÷èå â íåì ðàâíûõ ÔÀË.
×àùå âñåãî ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ áàçèñîì Á0 = {&,∨,¬} .
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Ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ xj èç X ñ÷èòàåòñÿ ôîðìóëîé ãëóáèíû 0
èëè, èíà÷å, òðèâèàëüíîé ôîðìóëîé íàä áàçèñîì Á, êîòîðàÿ
ðåàëèçóåò ôóíêöèþ xj . Åñëè i ∈ [1, b] è äëÿ êàæäîãî
j, j ∈ [1, ki] , îïðåäåëåíà ôîðìóëà Fj ãëóáèíû qj íàä Á,
êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ÔÀË fj , òî çàïèñü F âèäà

F = φi (F1, . . . ,Fki) (2.1)

ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ãëóáèíû q íàä Á, ãäå

q = max {q1, . . . , qki}+ 1, (2.2)

êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f âèäà f = φi (f1, . . . , fki) .
Âñå çàïèñè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå óêàçàííîãî
èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ, è òîëüêî îíè ñ÷èòàþòñÿ
ôîðìóëàìè íàä áàçèñîì Á. Ïðè ýòîì ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå
â ïðîöåññå èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû F ,
íàçûâàþòñÿ åå ïîäôîðìóëàìè, à òå ïîäôîðìóëû F1, . . . ,Fki ,
èç êîòîðûõ íà ïîñëåäíåì øàãå èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ
ñòðîèòñÿ ôîðìóëà F âèäà (2.1), ñ÷èòàþòñÿ åå ãëàâíûìè
ïîäôîðìóëàìè.
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Çàìåòèì, ÷òî çàïèñü ïîäôîðìóëû F′ ôîðìóëû F ÿâëÿåòñÿ
÷àñòüþ çàïèñè F , ïðè÷¼ì êàæäàÿ òàêàÿ ÷àñòü ñ÷èòàåòñÿ
âõîæäåíèåì F′ â F èëè, èíà÷å, ïîçèöèîííîé ïîäôîðìóëîé
âèäà F′ ôîðìóëû F , à ÷èñëî óêàçàííûõ ÷àñòåé íàçûâàåòñÿ
êðàòíîñòüþ F′ â F . Ïîä ñëîæíîñòüþ (ðàíãîì) ôîðìóëû F

ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî âõîæäåíèé â íåå ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ (ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ), êîòîðîå
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L (F) (ñîîòâåòñòâåííî R (F)).
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Íàïîìíèì, ÷òî ¾ãðàôè÷åñêè¿ ñîâïàäàþùèå ôîðìóëû
ñ÷èòàþòñÿ èçîìîðôíûìè, à ôîðìóëû F′ è F′′ , ðåàëèçóþùèå
ðàâíûå ôóíêöèè f ′ è f ′′ , íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè èëè, èíà÷å,
ýêâèâàëåíòíûìè. Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî âèäà t : F′ = F′′

ñ÷èòàåòñÿ òîæäåñòâîì. ×åðåç tKφ è tAφ áóäåì îáîçíà÷àòü
òîæäåñòâî êîììóòàòèâíîñòè è òîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè
äëÿ ÔÀË φ (x1, x2) , ãäå φ ∈ {x1 · x2, x1 ∨ x2, x1 ⊕ x2, x1 ∼ x2}
(ñì. §2 ãëàâû 1).
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Ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë íàä áàçèñîì Á áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç UΦ

Á
è ïîëîæèì UΦ

Á0
= UΦ . Èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå

ëþáîé ôîðìóëå ãëóáèíû q íàä Á ìîæíî ñîïîñòàâèòü
óïîðÿäî÷åííîå îðèåíòèðîâàííîå êîðíåâîå äåðåâî ãëóáèíû q ,
êàæäîìó ëèñòó êîòîðîãî ïðèïèñàíà ÁÏ èç X , à êàæäîé
âíóòðåííåé âåðøèíå � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë (ÔÑ) èç Á.
Ôîðìóëå xj ãëóáèíû 0 ñîïîñòàâèì ¾òðèâèàëüíîå¿ äåðåâî ñ
åäèíñòâåííîé âåðøèíîé, ÿâëÿþùåéñÿ êîðíåì è ëèñòîì
îäíîâðåìåííî, êîòîðîé ïðèïèñàíà ÁÏ xj (ñì. ðèñ. 2.1a).
Ôîðìóëå F âèäà (2.1) ñîïîñòàâèì äåðåâî D ãëóáèíû q ,
îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (2.2), è ñ êîðíåì v , ïîêàçàííîå íà
ðèñ. 2.1b, ãäå Dj , j = 1, . . . , ki � äåðåâî ãëóáèíû qj ñ êîðíåì
vj , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå Fj .
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Ðèñ. 2.1: ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóëû äåðåâîì
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Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà F ïî ñîïîñòàâëåííîìó åé äåðåâó D

âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà,
è ÷òî ïðè ýòîì ïîääåðåâüÿ äåðåâà D âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ñîïîñòàâëÿþòñÿ ïîçèöèîííûì ïîäôîðìóëàì ôîðìóëû F . Íà
ðèñ. 2.2a ïîêàçàíî äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå

((x1 ∨ x2) ∨ x3) ∨ (x3 (x1 ∨ x2) ∨ x1x2) , (2.3)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ãëóáèíû 4 íàä áàçèñîì Á0 è

ðåàëèçóåò ÔÀË s
{0,2,3}
3 .
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Ðèñ. 2.2: ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóëû (2.3) äåðåâîì è êâàçèäåðåâîì

((x1 ∨ x2) ∨ x3) ∨ (x3 (x1 ∨ x2) ∨ x1x2)
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Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â UΦ
Á
âõîäÿò íå òîëüêî

îòäåëüíûå ôîðìóëû, íî è óïîðÿäî÷åííûå ñèñòåìû (íàáîðû)
ôîðìóë íàä áàçèñîì Á, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ñèñòåìà ðåàëèçóåò
íàáîð, ñîñòîÿùèé èç ÔÀË, ðåàëèçóåìûõ åå ôîðìóëàìè, è
÷òî ýòîé ñèñòåìå ôîðìóë ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà èç äåðåâüåâ,
ñîïîñòàâëåííûõ åå ôîðìóëàì.
Çàìåòèì, ÷òî ðàíã R (F) ôîðìóëû F ðàâåí ÷èñëó ëèñòüåâ
ñâÿçàííîãî ñ íåé äåðåâà D , åå ñëîæíîñòü L(F) ðàâíà ÷èñëó
îñòàëüíûõ âåðøèí D , à åå ãëóáèíà D (F) � ãëóáèíå åãî
êîðíÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîðÿäîê âõîæäåíèÿ ÁÏ â çàïèñü
ôîðìóëû F ïðè åå ïðîñìîòðå ñëåâà íàïðàâî ñîîòâåòñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîÿâëåíèÿ ÁÏ íà ëèñòüÿõ ñâÿçàííîãî
ñ íåé äåðåâà, ïðîñìàòðèâàåìûõ â ¾åñòåñòâåííîì¿ ïîðÿäêå.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ïàðàìåòðàìè ôîðìóë íàä áàçèñîì Á0 . Çàìåòèì, ÷òî
ïðåäñòàâëÿÿ ôîðìóëû äåðåâüÿìè, òàêèå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî
äîêàçûâàòü áîëåå ïðîñòûì è íàãëÿäíûì ñïîñîáîì.

Ëåììà 2.1

Äëÿ ôîðìóëû F, F ∈ UΦ , âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

R (F) = L&,∨ (F) + 1 ⩽ L (F) + 1 ⩽ 2D(F), (2.4)

ãäå L&,∨ (F) � ÷èñëî ÔÑ & è ∨ â ôîðìóëå F .
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñðàâíèâàÿ ÷èñëî ðåáåð, âõîäÿùèõ â âåðøèíû äåðåâà
(ôîðìóëû) F ñ ÷èñëîì ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç åãî âåðøèí,
ïîëó÷èì

|E (F)| = 2L&,∨ (F) + L¬ (F) = L (F) +R (F)− 1,

ãäå L¬ (F) � ÷èñëî ÔÑ ¬ â ôîðìóëå F , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

R (F) = L&,∨ (F) + 1.

Âòîðîå èç ñîîòíîøåíèé (2.4) ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ
èíäóêöèåé ïî D (F) .
Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå

D (F) ⩾ ⌈log (L (F) + 1)⌉ . (2.5)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü íàáîð x = (xi1 , . . . , xin) , êîòîðûé
ñîñòîèò èç âñåõ ðàçëè÷íûõ ÁÏ àëôàâèòà X , âñòðå÷àþùèõñÿ
â ôîðìóëå F è ïåðå÷èñëåííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ
íîìåðîâ, áóäåì çàïèñûâàòü åå â âèäå F = F (x) . Ïðè ýòîì
ôîðìóëó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç F â ðåçóëüòàòå çàìåíû
êàæäîãî âõîæäåíèÿ ÁÏ xij , j = 1, . . . , n , ôîðìóëîé Fj áóäåì
ñ÷èòàòü ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè ôîðìóëû Fj âìåñòî ÁÏ
xij , j = 1, . . . , n , â ôîðìóëó F è áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç
F (F1, . . . ,Fn) . Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà F (F1, . . . ,Fn)
ðåàëèçóåò ÔÀË f (f1, . . . , fn) , ãäå ÔÀË f (ÔÀË fj ) � ÔÀË,
ðåàëèçóåìàÿ ôîðìóëîé F (ñîîòâåòñòâåííî Fj , j = 1, . . . , n).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè óêàçàííóþ ïîäñòàíîâêó ïðèìåíèòü
ê îáåèì ÷àñòÿì òîæäåñòâà t : F′ = F′′ , ãäå F′ = F′ (x) è
F′′ = F′′ (x) , ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

t̂ : F̂′ = F̂′′,

ãäå F̂′ = F′ (F1, . . . ,Fn) è F̂′′ = F′′ (F1, . . . ,Fn) , êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé äëÿ òîæäåñòâà t .
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Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôîðìóë èìååò ìåñòî òàê
íàçûâàåìûé ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîé çàìåíû. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî åñëè ïîçèöèîííóþ ïîäôîðìóëó âèäà F̂′ (âèäà F̂′′ )
ôîðìóëû F çàìåíèòü, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî t̂ , ýêâèâàëåíòíîé

åé ôîðìóëîé F̂′′ (ñîîòâåòñòâåííî F̂′ ), òî ïîëó÷åííàÿ â
ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû ôîðìóëà F̌ áóäåò ýêâèâàëåíòíà
ôîðìóëå F . Óêàçàííûé ïåðåõîä îò ôîðìóëû F ê ôîðìóëå F̌

íàçûâàåòñÿ (îäíîêðàòíûì) ýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
(ÝÏ) ôîðìóëû F íà îñíîâå òîæäåñòâà t , à
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîêðàòíûõ ÝÏ ôîðìóëû F ,
âûïîëíÿåìûõ íà îñíîâå òîæäåñòâ èç ñèñòåìû τ , ñ÷èòàåòñÿ å¼
(ìíîãîêðàòíûì) ÝÏ íà îñíîâå ýòîé ñèñòåìû.
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Ôîðìóëû èç UΦ , ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà
ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íà îñíîâå òîæäåñòâ tK& è
tK∨ , à òàêæå òîæäåñòâ t

A
& è tA∨ , íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäîáíûå ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç
äðóãà ïåðåñòàíîâêîé àðãóìåíòîâ è èçìåíåíèåì ïîðÿäêà
âûïîëíåíèÿ îäíîòèïíûõ äâóìåñòíûõ áàçèñíûõ îïåðàöèé,
îáðàçóþùèõ ñîîòâåòñòâóþùóþ ìíîãîìåñòíóþ îïåðàöèþ, è
ïîýòîìó ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ãëóáèíîé.
Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü õàðàêòåðèçóåò âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ
ôîðìóëû íà îäíîì ïðîöåññîðå, à ãëóáèíà � âðåìÿ åå
ïàðàëëåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ íà íåîãðàíè÷åííîì ÷èñëå
ïðîöåññîðîâ. Ïîýòîìó îïòèìèçàöèÿ ïîäîáíûõ ôîðìóë ïî
ãëóáèíå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ¾ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ¿
âû÷èñëåíèé.
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Ôîðìóëû èç UΦ ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü òàêæå ïî ÷èñëó
îòðèöàíèé ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà
îñíîâå òîæäåñòâ

tM& : (x1 · x2) = x1 ∨ x2, tM∨ : (x1 ∨ x2) = x1 · x2,

tM¬ : (x1) = x1

� òîæäåñòâ äå Ìîðãàíà äëÿ êîíúþíêöèè, äèçúþíêöèè è
îòðèöàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ.
Òîæäåñòâî tM¬ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ýòîì äëÿ óñòðàíåíèÿ
íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ âõîæäåíèé ÔÑ ¬ â
îïòèìèçèðóåìîé ôîðìóëå, à òîæäåñòâà tM& , tM∨ � äëÿ
âûïîëíåíèÿ ïåðåõîäà

F′ = F1 ◦ · · · ◦ Ft = (F1 ⋄ · · · ⋄ Ft),

ãäå (◦, ⋄) ∈ {(&,∨), (∨,&)} è t ⩾ 2 , âî âñåõ åå ìàêñèìàëüíûõ
ïî âêëþ÷åíèþ ïîäôîðìóëàõ âèäà F′ , ôîðìèðóåìûõ ñ
ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ.
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Ôîðìóëà, â êîòîðîé âñå ÔÑ ¬ âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî íàä ÁÏ,
íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ äå Ìîðãàíà ëþáóþ
ôîðìóëó èç UΦ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ôîðìóëó ñ
ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîäîáèÿ è ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë íà îñíîâå
òîæäåñòâ äå Ìîðãàíà íå èçìåíÿþò ðàíã ýòèõ ôîðìóë è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ÔÑ {&,∨} â íèõ.
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Îïðåäåëèì àëüòåðíèðîâàíèå Alt (F) ôîðìóëû F ñ
ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè êàê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èçìåíåíèé
òèïîâ ÔÑ & è ∨ â öåïÿõ äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ôîðìóëå
F . Çàìåòèì, ÷òî àëüòåðíèðîâàíèå ÝÊ èëè ÝÄ ðàâíî íóëþ, à
àëüòåðíèðîâàíèå ëþáîé (îòëè÷íîé îò ÝÊ è ÝÄ) ÄÍÔ èëè
ÊÍÔ ðàâíî 1.

Òåîðåìà 2.1

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè èç UΦ

ñóùåñòâóåò ïîäîáíàÿ åé ôîðìóëà F̌ òàêàÿ, ÷òî

D
(
F̌
)
⩽ ⌈log (L (F) + 1)⌉+Alt (F) . (2.6)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ðàíãó ôîðìóëû F .
Åñëè R (F) = 1 , òî ôîðìóëà F èìååò âèä F = xσi , σ ∈ B , è
ñàìà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.6).
Ïóñòü íåðàâåíñòâî (2.6) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ïîäôîðìóëû
F′ òàêîé, ÷òî R(F′) ⩽ r − 1 , ãäå r ⩾ 2 , è ïóñòü ôîðìóëà F

èìååò ðàíã r è àëüòåðíèðîâàíèå a . Ïðåäñòàâèì ôîðìóëó F

â âèäå:
F = Φ(F1, . . . ,Ft) ,

ãäå t⩾ 2 , ôîðìóëà Φ(y1, . . . , yt) ïðè íåêîòîðîì ◦, ◦ ∈ {&,∨} ,
èìååò âèä y1 ◦ . . . ◦ yt , àëüòåðíèðîâàíèå ïîäôîðìóë F1, . . .
. . . ,Ft ôîðìóëû F íå áîëüøå, ÷åì a′ , ãäå
a′ = max{0, (a− 1)} , à èõ ðàíã íå ïðåâîñõîäèò (r − 1) .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïîëîæèì

d = ⌈log (L (F) + 1)⌉+ a− a′ è di = ⌈log (L (Fi) + 1)⌉ ,

ãäå i = 1, . . . , t , à çàòåì äëÿ êàæäîé ôîðìóëû Fi ïîñòðîèì
ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîäîáíóþ åé ôîðìóëó F̌i

òàêóþ, ÷òî
D
(
F̌i

)
⩽ di + a′.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì

t∑
i=1

2di ⩽ 2d. (2.7)
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a− a′ = 1 , òî

2d ⩾ 2 (L (F) + 1) =

t∑
i=1

2 (L (Fi) + 1) ⩾
t∑

i=1

2di ,

à åñëè a = a′ = 0 , òî F = xσ1
1 ◦ · · · ◦ xσt

t è, ñëåäîâàòåëüíî,

t∑
i=1

2di =

t∑
i=1

(L (xσi
i ) + 1) = L (F) + 1 ⩽ 2d.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïåðåíóìåðàöèåé ôîðìóë F̌i , i = 1, . . . , t ,
ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ:

d1 ⩾ d2 ⩾ · · · ⩾ dt. (2.8)

Ïóñòü òåïåðü Φ′ � ôîðìóëà âèäà y1 ◦ · · · ◦ y2d , êîòîðîé
ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîå äâîè÷íîå d-ÿðóñíîå äåðåâî, à ôîðìóëà
Φ′′ ïîëó÷àåòñÿ èç Φ′ óäàëåíèåì ïîñëåäíèõ q , ãäå
q =

(
2d − 2d1 − · · · − 2dt

)
è q ⩾ 0 â ñèëó (2.7), âõîæäåíèé ÁÏ

âìåñòå ñ òåìè ÔÑ, êîòîðûå ñ íèìè ñâÿçàíû.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Â ñèëó (2.8) ïåðâûå 2d1 âõîæäåíèé ÁÏ â Φ′′ ñîñòàâëÿþò
ïîäôîðìóëó Φ1 , êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîå äâîè÷íîå
d1 -ÿðóñíîå äåðåâî, ñîäåðæàùåå 2d1 âõîæäåíèé ÁÏ â Φ′′ ,
ñëåäóþùèå 2d2 âõîæäåíèé ÁÏ â Φ′′ � ïîäôîðìóëó Φ2 ,
êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîå äâîè÷íîå d2 -ÿðóñíîå äåðåâî, è
òàê äàëåå, âïëîòü äî ïîñëåäíèõ 2dt âõîæäåíèé ÁÏ â Φ′′ ,
ñîñòàâëÿþùèõ ïîäôîðìóëó Φt , êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò
ïîëíîå äâîè÷íîå dt -ÿðóñíîå äåðåâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç F̌ ôîðìóëó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç Φ′′

çàìåíîé ïîäôîðìóëû Φi íà ôîðìóëó F̌i , i = 1, . . . , t .
Çàìåòèì, ÷òî F̌ ïîäîáíà F , èìååò ãëóáèíó íå áîëüøå,÷åì

d+ a′ = ⌈log (L (F) + 1)⌉+ a,

è ïîýòîìó óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.6).
Òåîðåìà äîêàçàíà. □
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Ñëåäñòâèå 1

Äëÿ ëþáîé ÝÊ èëè ÝÄ K ñóùåñòâóåò ïîäîáíàÿ ôîðìóëà Ǩ
òàêàÿ, ÷òî

D
(
Ǩ
)
= ⌈log (L(K) + 1)⌉ , (2.9)

êîòîðàÿ, â ñèëó ëåììû 2.1, ìèíèìàëüíà ïî ãëóáèíå.
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Ñëåäñòâèå 2

Äëÿ ëþáîé ÄÍÔ èëè ÊÍÔ A ñóùåñòâóåò ïîäîáíàÿ åé
ôîðìóëà Ǎ òàêàÿ, ÷òî

D
(
Ǎ
)
⩽ ⌈log (L (A) + 1)⌉+ 1.

Çàìå÷àíèå

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äàåò èíäóêòèâíûé ìåòîä
îïòèìèçàöèè ôîðìóë ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè ïî ãëóáèíå
ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ.
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§3. Çàäà÷à ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñõåì íà

ïðèìåðå ôîðìóë. Ïîëíîòà ñèñòåìû îñíîâíûõ

òîæäåñòâ äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ôîðìóë áàçèñà {&,∨,¬}
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Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ÝÏ), òî åñòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå èçìåíÿþùèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñõåì,
èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè
óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì è, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è ñèíòåçà ñõåì
(ñì. §1 ãëàâû 3). Èçëîæèì ðÿä âîïðîñîâ ÝÏ ñõåì èç
îñíîâíûõ êëàññîâ è ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå
ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñõåì íà îñíîâå
òîæäåñòâ íà ïðèìåðå ôîðìóë íàä áàçèñîì Á. Íàïîìíèì, ÷òî
íåêîòîðûå ÝÏ ôîðìóë áàçèñà Á0 óæå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ
ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ïðè ïîñòðîåíèè
ñîêðàùåííîé ÄÍÔ (ñì. §3 ãëàâû 1), à òàêæå ïðè
îïòèìèçàöèè ôîðìóë ïî ãëóáèíå (ñì. §2).
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Îäíîêðàòíîå ÝÏ ôîðìóëû F â ôîðìóëó F̌ ñ ïîìîùüþ
òîæäåñòâà t (ñì. §2) áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå îäíîêðàòíîé

âûâîäèìîñòè âèäà F 7→
t
F̌ . Àíàëîãè÷íîå ÝÏ F â F̃ â

ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îäíîãî èç òîæäåñòâ ñèñòåìû τ
(íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèìåíåíèé òîæäåñòâ èç τ )
áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå îäíîêðàòíîé (ñîîòâåòñòâåííî

êðàòíîé) âûâîäèìîñòè âèäà F 7→
τ
F̃ (ñîîòâåòñòâåííî F ⇒|

τ
F̃ ).

Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òîæäåñòâî

t̃ : F = F̃

âûâîäèòñÿ èç ñèñòåìû òîæäåñòâ τ , è ýòîò ôàêò
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå âûâîäèìîñòè τ 7→ t̃ èëè τ ⇒| t̃ â
çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà èñïîëüçîâàííûõ ïåðåõîäîâ. Çàìåòèì,

÷òî â ñèëó îáðàòèìîñòè ÝÏ èç âûâîäèìîñòè F ⇒|
τ
F̃ ñëåäóåò

îáðàòíàÿ âûâîäèìîñòü F̃ ⇒|
τ
F .
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Ñèñòåìà òîæäåñòâ τ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé äëÿ ÝÏ ôîðìóë íàä
Á, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë F′ è F′′ íàä
Á èìååò ìåñòî âûâîäèìîñòü F′ ⇒|

τ
F′′ .

Ðàññìîòðèì, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìó τ , êîòîðàÿ ñîñòîèò èç
òîæäåñòâ äå Ìîðãàíà è òîæäåñòâà

tÏK1,& : x1 (x2 ∨ x2) = x1,

� òîæäåñòâà ïîäñòàíîâêè êîíñòàíòû 1 = x2 ∨ x2 â
êîíúþíêöèþ (ñì. òîæäåñòâà (2.2) èç ãëàâû 1). Ïðèìåð ÝÏ
ôîðìóë èç UΦ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû òîæäåñòâ τ äàåò
ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà âûâîäèìîñòåé:

x1 (x2x3 ∨ x2 ∨ x3) 7→
tM&

x1 (x2x3 ∨ x2 · x3) 7→
tΠK
1,&

x1. (3.1)
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Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ôîðìóëû íàä áàçèñîì
Á0 , íàçûâàÿ èõ ïðîñòî ôîðìóëàìè. Çàìåòèì, ÷òî èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå òîæäåñòâà àññîöèàòèâíîñòè

tA◦ : x1 ◦ (x2 ◦ x3) = (x1 ◦ x2) ◦ x3,

òîæäåñòâà êîììóòàòèâíîñòè

tK◦ : x1 ◦ x2 = x2 ◦ x2
è òîæäåñòâà îòîæäåñòâëåíèÿ ÁÏ

tOΠ
◦ : x ◦ x = x,

ãäå ◦ ∈ {&,∨} , òîæäåñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè ¾◦¿
îòíîñèòåëüíî ¾⋄¿

tD◦,⋄ : x1 ◦ (x2 ⋄ x3) = (x1 ◦ x2) ⋄ (x1 ◦ x3)

è òîæäåñòâà (¾ïðàâèëà¿) äå Ìîðãàíà

tM¬ : (x1) = x1, tM◦ : (x1 ◦ x2) = (x1) ⋄ (x2) ,

ãäå (◦, ⋄) ∈ {(&,∨) , (∨,&)} ,
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òîæäåñòâà ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò1

tΠK
0,& : x1 (x2 · x2) = x2 · x2, tΠK

1,& : x1 (x2 ∨ x2) = x1,

tΠK
0,∨ : x1 ∨ x2 · x2 = x1, tΠK

1,∨ : x1 ∨ (x2 ∨ x2) = x2 ∨ x2,

à òàêæå òîæäåñòâî ïîãëîùåíèÿ

tΠ : x1 ∨ x1x2 = x1,

òîæäåñòâî îáîáùåííîãî ñêëåèâàíèÿ

tOC : x1x2 ∨ x1x3 = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3

è äðóãèå.

1Â îòëè÷èå îò òîæäåñòâ (2.1)�(2.2) ãëàâû 1 äàííûå òîæäåñòâà
ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò îðèåíòèðîâàíû íà áàçèñ Á0 , ãäå ðîëü êîíñòàíòû
0 (êîíñòàíòû 1) èãðàåò ôîðìóëà âèäà xi · xi (ñîîòâåòñòâåííî xi ∨ xi ).
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Äîêàæåì, ÷òî{
tM& , t

M
¬
}
⇒|
{
tM∨
}

è
{
tK&, τ

M
}
⇒|
{
tK∨
}
,

ãäå τM =
{
tM& , t

M
¬ , t

M
∨
}
. Äåéñòâèòåëüíî,

x1 ∨ x2 ⇒|
tM¬

(
x1
)
∨
(
x2
)
7→
tM&

(x1) · (x2) 7→
tM¬
x1 · x2

è
x1 ∨ x2 7→

tM¬
x1 ∨ x2 7→

tM∨

x1 · x2 7→
tK&

x2 · x1 ⇒|
tM& , tM¬

x2 ∨ x1.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî{
tA&, τ

M
}
⇒|
{
tA∨
}
,
{
tOΠ
& , τM

}
⇒|
{
tOΠ
∨
}
,{

tD&,∨, τ
M
}
⇒|
{
tD∨,&

}
è
{
tΠK
σ,&, τ

M
}
⇒|
{
tΠK
σ,∨
}
,

ãäå σ ∈ {0, 1} . Çàâåðøàÿ ïðèìåðû âûâîäèìîñòåé, äîêàæåì,
÷òî {

tΠK
1,&, t

D
&,∨, t

A
∨ , t

K
∨ , t

OΠ
∨
}
⇒| tΠ.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äåéñòâèòåëüíî,

x1 ∨ x1x2 7→
tΠK
1,&

x1 (x2 ∨ x2) ∨ x1x2 7→
tD&,∨

x1 ((x2 ∨ x2) ∨ x2)

⇒|
tA∨ ,tK∨

x1 ((x2 ∨ x2) ∨ x2) 7→
tOΠ
∨

x1 (x2 ∨ x2) 7→
tΠK
1,&

x1.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ïîëîæèì

τîñí =
{
tM& , t

M
¬ , t

A
&, t

K
&, t

OΠ
& , tD&,∨, t

ΠK
1,&, t

ΠK
0,&

}
,

τA =
{
tA&, t

A
∨
}
,

τK =
{
tK&, t

K
∨
}
,

τOΠ =
{
tOΠ
& , tOΠ

∨
}
,

τD =
{
tD&,∨, t

D
∨,&
}
,

τΠK =
{
tΠK
0,&, t

ΠK
1,&, t

ΠK
0,∨ , t

ΠK
1,∨
}
,

τ̃îñí = τM ∪ τA ∪ τK ∪ τOΠ ∪ τD ∪ τΠK ∪ {tΠ}.

Ñèñòåìó τîñí áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé îñíîâíûõ
òîæäåñòâ, à ñèñòåìó τ̃îñí � ðàñøèðåííîé ñèñòåìîé
îñíîâíûõ òîæäåñòâ.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðàññìîòðåííûå âûøå ïðèìåðû âûâîäèìîñòåé äîêàçûâàþò
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.1

Ñèñòåìà τ̃îñí âûâîäèìà èç ñèñòåìû τîñí .

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ÝÏ íà îñíîâå ñèñòåìû
òîæäåñòâ τîñí èç ëþáîé ôîðìóëû ìîæíî ïîëó÷èòü
ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ èëè ôîðìóëó x1x1 . Ââåäåì äëÿ ýòîãî
íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ôîðìóëû,
ïîÿâëÿþùèåñÿ íà ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ óêàçàííîãî ÝÏ.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ïðîèçâîëüíóþ êîíúþíêöèþ áóêâ, ñîäåðæàùóþ, â îáùåì
ñëó÷àå, ïîâòîðÿþùèåñÿ èëè ïðîòèâîïîëîæíûå áóêâû, áóäåì
íàçûâàòü îáîáùåííîé ÝÊ (ÎÝÊ), à äèçúþíêöèþ òàêèõ
êîíúþíêöèé, ñîäåðæàùóþ, â îáùåì ñëó÷àå, ïîâòîðÿþùèåñÿ
¾ñëàãàåìûå¿, � îáîáùåííîé ÄÍÔ (ÎÄÍÔ). Îáû÷íóþ ÝÊ
(ÄÍÔ) è ôîðìóëó x1 · x1 áóäåì ñ÷èòàòü êàíîíè÷åñêîé ÎÝÊ
(ñîîòâåòñòâåííî êàíîíè÷åñêîé ÎÄÍÔ), à ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ
è ôîðìóëó x1 · x1 � ñîâåðøåííûìè ÎÄÍÔ. Íàïîìíèì, ÷òî
ôîðìóëà, â êîòîðîé âñå ÔÑ ¬ ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ê ÁÏ è
íåò äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåìûõ ÔÑ ¬ , íàçûâàåòñÿ
ôîðìóëîé ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ïóñòü ôîðìóëà F (x1, . . . , xn) ðåàëèçóåò ÔÀË f (x1, . . . , xn) .
Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ÝÏ âèäà

F ⇒|
τM

F′ ⇒|
{tD&,∨,t

K
&}

F′′ ⇒|
τΠΠ

F̂ ⇒|
{tD&,∨,τ

ΠΠ}
F̃, (3.2)

ãäå τΠΠ =
{
τA, τK, τΠK, τOΠ, tΠ

}
, F′ � ôîðìóëà ñ

ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè, F′′ � îáîáùåííàÿ ÄÍÔ, à F̂ è F̃ �
êàíîíè÷åñêàÿ è ñîâåðøåííàÿ ÎÄÍÔ ÔÀË f ñîîòâåòñòâåííî.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäíÿòèå îòðèöàíèé, òî åñòü ïåðåõîä îò F

ê F′ â (3.2) ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðèìåíåíèåì òîæäåñòâ tM¬ ,

tM& è tM∨ ê ïîäôîðìóëàì âèäà (F1) , (F1 · F2) è (F1 ∨ F2)
ñîîòâåòñòâåííî äî òåõ ïîð, ïîêà âñå òàêèå ïîäôîðìóëû íå
áóäóò ¾óñòðàíåíû¿. Ïåðåõîä îò F′ ê F′′ â (3.2), êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ ðàñêðûòèåì ñêîáîê, îñóùåñòâëÿåòñÿ

ïðèìåíåíèåì òîæäåñòâ
{
tD&,∨, t

K
&

}
ê ïîäôîðìóëàì âèäà

F1 · (F2 ∨ F3) èëè (F1 ∨ F2) · F3 äî òåõ ïîð, ïîêà îíè
âñòðå÷àþòñÿ â ïðåîáðàçóåìîé ôîðìóëå.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ïåðåõîä îò F′′ ê F̂ â (3.2), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåíèåì
ïîäîáíûõ, âûïîëíÿåòñÿ â òðè ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå êàæäàÿ
ÎÝÊ K ′′ èç ÎÄÍÔ F′′ ïðåîáðàçóåòñÿ â êàíîíè÷åñêóþ ÎÝÊ

K ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ
{
tOΠ
& , tΠK

0,&, t
A
&, t

K
&

}
, à òàêæå

òîæäåñòâà
xi · xi = x1 · x1, (3.3)

êîòîðîå âûâîäèòñÿ èç íèõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xi · xi 7→
tΠK
0,&

(x1 · x1) · (xi · xi) 7→
tK&

(xi · xi) · (x1 · x1) 7→
tΠK
0,&

x1 · x1.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Íà âòîðîì ýòàïå ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà F̌ ïðåîáðàçóåòñÿ â F̂

ïóòåì ¾óñòðàíåíèÿ¿ ïîâòîðíûõ âõîæäåíèé ðàâíûõ
ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé èëè ïîäôîðìóë x1 · x1 ñ
ïîìîùüþ òîæäåñòâ

{
τA, τK, tOΠ

∨
}
è, â ñëó÷àå f ̸≡ 0 ,

ïîñëåäóþùåãî ¾óñòðàíåíèÿ¿ ÎÝÊ x1 · x1 ñ ïîìîùüþ
òîæäåñòâ

{
tA∨ , t

K
∨ , t

ΠK
0,∨
}
.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà ýòàïà ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, íà
êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïðèâåäåíèå ïîâòîðåíèé ÁÏ â ÎÝÊ è

ÝÊ, óæå äàþò íàì èñêîìóþ ôîðìóëó F̂ . Îäíàêî, äëÿ
óìåíüøåíèÿ ÷èñëà øàãîâ â ïîñëåäóþùèõ ÝÏ ìîæíî
âûïîëíèòü òðåòèé ýòàï ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ � ýòàï
ïðèâåäåíèÿ ïîãëîùåíèé ÝÊ. Íà êàæäîì øàãå ýòîãî ýòàïà â
ïîëó÷åííîé ÄÍÔ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ

{
τA, τK

}
âûäåëÿåòñÿ

ïîäôîðìóëà âèäà K ′′ ∨K ′′ ·K , ãäå K ′′ è K � íåêîòîðûå
ÝÊ, à çàòåì ÝÊ K ′′ ·K ¾óñòðàíÿåòñÿ¿ ñ ïîìîùüþ ÝÏ

K ′′ ∨K ′′ ·K 7→
tΠ
K ′′.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðàñêðûòèå ñêîáîê è ðàçëè÷íûå ýòàïû
ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ìîæíî ÷åðåäîâàòü äðóã ñ äðóãîì ïðè

ÝÏ ïîäôîðìóë ôîðìóëû F′ èëè ôîðìóë F′′, F̂ .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ïåðåõîä îò F̂ ê F̃ â (3.2) âûïîëíÿåòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà

êàæäàÿ ÝÊ K̂ èç F̂ , êîòîðàÿ èìååò ðàíã r , ãäå
r = n− q < n , è íå ñîäåðæèò áóêâ ÁÏ xi1 , . . . , xiq ,

ïðèâîäèòñÿ ê åå ñîâåðøåííîé ÄÍÔ K̃ îò ÁÏ X (n) â
ðåçóëüòàòå ñëåäóþùåãî ÝÏ:

K̂ ⇒|
tΠK
1,&

K̂ (xi1 ∨ xi1) · · ·
(
xiq ∨ xiq

)
⇒|
tD&,∨

K̃.

Çàòåì â ïîëó÷åííîé ÎÄÍÔ óñòðàíÿþòñÿ ïîâòîðíûå
âõîæäåíèÿ ñëàãàåìûõ òàê, êàê ýòî äåëàëîñü ðàíåå ïðè

ïåðåõîäå îò F̌ ê F̂ , è â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê

ñîâåðøåííîé ÎÄÍÔ F̃ .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.2

Ëþáóþ ôîðìóëó F (x1, . . . , xn) , ðåàëèçóþùóþ ÔÀË f , ñ
ïîìîùüþ ÝÏ íà îñíîâå ñèñòåìû òîæäåñòâ τ îñí ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü â ñîâåðøåííóþ ÎÄÍÔ ÔÀË f îò ÁÏ X (n) .
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Ðàññìîòðèì îïèñàííûå âûøå ÝÏ íà ïðèìåðå ôîðìóëû

F = (x1 ∨ x2) · (x1 · x3) · (x2 ∨ x3) ,

äëÿ êîòîðîé

F 7→
tM&

(x1 ∨ x2) · (x1 ∨ x3) · (x2 ∨ x3) = F′,

F′ ⇒|
{tD&,∨,τ

ΠΠ\tΠ}
x1x2x3 ∨ x1x2 ∨ x1x2x3 ∨ x2x3 = F̌ = F̂,

F̂ ⇒|
{τA,τK,tΠ}

x1x2 ∨ x2x3 = F̂′,

F̂′ ⇒|
{tD&,∨,τ

ΠΠ}
x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 = F̃.
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Òåîðåìà 3.1

Ñèñòåìà τîñí � ïîëíàÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü F′ è F′′ � ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû, ðåàëèçóþùèå
ðàâíûå ÔÀË f ′ è f ′′ ñîîòâåòñòâåííî, à íàáîð x (n) = x
ñîäåðæèò âñå ðàçëè÷íûå ÁÏ, âñòðå÷àþùèåñÿ â F′ è F′′ .

Ïóñòü, äàëåå, ÔÀË f (x) ðàâíà f ′ è f ′′ , à F̃ � ñîâåðøåííàÿ
ÎÄÍÔ ÔÀË f îò ÁÏ X (n) . Â ñèëó ëåììû 3.2, èìååò ìåñòî
ÝÏ

F′ ⇒|
τîñí

F̃ ⇒|
τîñí

F′′,

êîòîðîå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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§4. Çàäàíèå ôîðìóë ãðàôàìè, ñõåìû èç

ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è

ñõåì â áàçèñå {&,∨,¬}
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Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùóþ ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîðìóëàìè
ìîäåëü � ìîäåëü ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÑÔÝ),
â êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè
áàçèñíûõ ÔÀË çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îðèåíòèðîâàííîãî
àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà, îáîáùàþùåãî äåðåâî, è ãäå âîçìîæíî
ìíîãîêðàòíîå èñïîëüçîâàíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ïî ñóùåñòâó, ÑÔÝ ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû äåðåâüåâ (ñèñòåìû
ôîðìóë) â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâëåíèÿ íåêîòîðûõ
èçîìîðôíûõ ïîääåðåâüåâ (ñîâïàäàþùèõ ïîäôîðìóë).
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Ïóñòü Z � ñ÷åòíûé óïîðÿäî÷åííûé àëôàâèò (âûõîäíûõ)
ÁÏ, êîòîðûé íå èìååò îáùèõ ÁÏ ñ àëôàâèòîì X .
Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó (ÔÑ)
φi, i = 1, . . . , b , ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò (ÔÝ) Ei , èìåþùèé
ki âõîäîâ, ïðè÷åì âõîäó ñ íîìåðîì j ñîîòâåòñòâóåò j -ÿ ÁÏ
xj ÔÀË φi , ãäå j = 1, . . . , ki , è îäèí âûõîä, íà êîòîðîì ýòà
ÔÀË ðåàëèçóåòñÿ (ñì. ðèñ. 4.1a). Óïðîùåííûé âàðèàíò
èçîáðàæåíèÿ ÔÝ Ei â âèäå âåðøèíû ãðàôà ñ ïîìåòêîé φi , â
êîòîðóþ âõîäÿò ki óïîðÿäî÷åííûõ, òî åñòü ïðîíóìåðîâàííûõ
÷èñëàìè 1, . . . , ki äóã, ïîêàçàí íà ðèñ. 4.1b. Ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äóãà ñ íîìåðîì j, 1 ⩽ j ⩽ ki ,
ñîîòâåòñòâóåò j -ìó âõîäó ÔÝ Ei . Â äàëüíåéøåì ìû, êàê
ïðàâèëî, íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èé ìåæäó ôóíêöèîíàëüíûì
ñèìâîëîì φi è ôóíêöèîíàëüíûì ýëåìåíòîì Ei .
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Ðèñ. 4.1: ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò Ei
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Îïðåäåëåíèå

Ñõåìîé èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íàä áàçèñîì Á
íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííàÿ àöèêëè÷åñêàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ
ñåòü Σ , âõîäíàÿ âûáîðêà êîòîðîé ñîñòîèò èç âñåõ èñòîêîâ Σ ,
à âåðøèíû ïîìå÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
êàæäîìó âõîäó (âûõîäó) Σ ñîïîñòàâëåíà ÁÏ èç X

(ñîîòâåòñòâåííî Z), ÿâëÿþùàÿñÿ ïîìåòêîé ñâÿçàííîé ñ íèì
âåðøèíû, ïðè÷åì ðàçëè÷íûì âõîäàì (âûõîäàì)
ñîïîñòàâëåíû ðàçëè÷íûå ÁÏ, à óïîðÿäî÷åííîñòü âåðøèí âî
âõîäíîé è âûõîäíîé âûáîðêàõ Σ îïðåäåëÿåòñÿ
óïîðÿäî÷åííîñòüþ ñîïîñòàâëåííûõ èì ÁÏ;
êàæäàÿ îòëè÷íàÿ îò èñòîêà âåðøèíà v ñõåìû Σ ïîìå÷åíà
ÔÑ φi , ãäå ki = d+Σ (v) .
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Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âåðøèíû â âûõîäíîé âûáîðêå
ÑÔÝ ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, òî åñòü îäíîé è òîé æå âûõîäíîé
âåðøèíå ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíî íåñêîëüêî ÁÏ èç Z . Åñëè
ìíîæåñòâî X = {xi1 , . . . , xin} (Z = {zj1 , . . . , zjm}) ñîñòîèò èç
âñåõ âõîäíûõ (ñîîòâåòñòâåííî âûõîäíûõ) ÁÏ ÑÔÝ Σ ,
ïåðå÷èñëåííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ íîìåðîâ â
àëôàâèòå X (ñîîòâåòñòâåííî Z), òî áóäåì çàïèñûâàòü ÑÔÝ
Σ â âèäå Σ = Σ(X;Z) èëè Σ = Σ(x; z) , ãäå x = (xi1 , . . . , xin)
è z = (zj1 , . . . , zjm) � íàáîðû ÁÏ, ñîîòâåòñòâóþùèå
ìíîæåñòâàì X è Z .
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Ðèñ. 4.2: ÑÔÝ, ïîëó÷åííàÿ èç êâàçèäåðåâà íà ðèñ. 2.2b
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Ñõåìà Σ , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç äåðåâà D , ñâÿçàííîãî ñ
ôîðìóëîé F èç UΦ

Á
, â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâëåíèÿ ëèñòüåâ ñ

îäèíàêîâûìè ïîìåòêàìè è ïðèïèñûâàíèÿ åãî êîðíþ
âûõîäíîé ÁÏ èç Z , íàçûâàåòñÿ êâàçèäåðåâîì,
ñîîòâåòñòâóþùèì ôîðìóëå F . Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííîå
êâàçèäåðåâî Σ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôîðìóëó F è
ÿâëÿåòñÿ ÑÔÝ íàä áàçèñîì Á. Èç ýòîãî êâàçèäåðåâà ïóòåì
¾îòîæäåñòâëåíèÿ¿ (íàëîæåíèÿ) åãî èçîìîðôíûõ
êâàçèïîääåðåâüåâ ìîæíî ïîëó÷àòü è äðóãèå ÑÔÝ, çàäàþùèå
ôîðìóëó F . Íà ðèñ. 2.2b ïîêàçàíî êâàçèäåðåâî íàä áàçèñîì
Á0 ñ âõîäíûìè ÁÏ x1, x2, x3 è âûõîäíîé ÁÏ z1 , êîòîðîå
ïîëó÷åíî èç äåðåâà, ñîïîñòàâëåííîãî ôîðìóëå (2.3) è
èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.2a. Íà ðèñ. 4.2a ïðèâåäåíà ÑÔÝ,
ïîëó÷åííàÿ èç äàííîãî êâàçèäåðåâà â ðåçóëüòàòå
îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ åãî èçîìîðôíûõ êâàçèïîääåðåâüåâ, à
íà ðèñ. 4.2b äàíî áîëåå ¾íàãëÿäíîå¿ èçîáðàæåíèå ýòîé ÑÔÝ
â âèäå ñèñòåìû ñîåäèíåííûõ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ÔÝ.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç UC
Á
ìíîæåñòâî âñåõ ÑÔÝ íàä áàçèñîì Á, è

ïóñòü UC = UC
Á0
. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà êâàçèäåðåâüåâ ñ

îáùèìè âõîäàìè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìå ôîðìóë íàä
áàçèñîì Á, ÿâëÿåòñÿ ÑÔÝ íàä Á, åñëè âûõîäàì ýòèõ
êâàçèäåðåâüåâ ïðèïèñàíû ðàçëè÷íûå âûõîäíûå ÁÏ. Â ñâÿçè
ñ ýòèì ôîðìóëû íàä Á è èõ ñèñòåìû áóäåì ñ÷èòàòü ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ÑÔÝ íàä Á, ïîëàãàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
UΦ
Á
⊆ UC

Á
. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÑÔÝ Σ, Σ ∈ UC

Á
, âõîäèò â UΦ

Á

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñòîêè Σ , è òîëüêî îíè,
ÿâëÿþòñÿ åå âûõîäàìè, à èç êàæäîé âåðøèíû Σ , îòëè÷íîé
îò åå âõîäîâ è âûõîäîâ, èñõîäèò îäíà äóãà.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèîíèðîâàíèå ÑÔÝ Σ =
= Σ(x1, . . . , xn; z1, . . . , zm) íàä áàçèñîì Á. Ñíà÷àëà
èíäóêöèåé ïî q, q = 0, 1, . . . , îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé
âåðøèíû v ãëóáèíû q â ñõåìå Σ ðåàëèçóåìóþ â íåé
ôîðìóëó Fv = Fv (x1, . . . , xn) ãëóáèíû q íàä áàçèñîì Á.
Åñëè q = 0 , òî åñòü v � âõîä Σ , ïîëîæèì Fv = xj , ãäå xj �
âõîäíàÿ ÁÏ, ñîïîñòàâëåííàÿ âåðøèíå v .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ïóñòü òåïåðü v � âåðøèíà ãëóáèíû q, q ⩾ 1 , ñõåìû Σ ,
êîòîðàÿ èìååò ïîìåòêó φi è â êîòîðóþ âõîäèò ki äóã,
ïðè÷åì äóãà ñ íîìåðîì j, 1 ⩽ j ⩽ ki , èñõîäèò èç âåðøèíû vj
ãëóáèíû qj , ãäå óæå ðåàëèçîâàíà ôîðìóëà Fj = Fvj ãëóáèíû
qj , à äëÿ ÷èñåë q, q1, . . . , qki âûïîëíåíî (2.2). Òîãäà â
âåðøèíå v ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëà F = Fv âèäà (2.1), êîòîðàÿ
èìååò ãëóáèíó q . Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â âåðøèíå v ÑÔÝ
Σ ðåàëèçóåòñÿ ÔÀË f (x1, . . . , xn) , åñëè ÔÀË f ðåàëèçóåòñÿ
ôîðìóëîé Fv , è ÷òî ÑÔÝ Σ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË
F, F = (f1, . . . , fm) , èëè ðåàëèçóåò ñèñòåìó áóëåâûõ
óðàâíåíèé z1 = f1, . . . , zm = fm , åñëè fj , j = 1, . . . ,m , �
ÔÀË, ðåàëèçîâàííàÿ â òîé âûõîäíîé âåðøèíå ÑÔÝ Σ ,
êîòîðîé ïðèïèñàíà ÁÏ zj .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Çàìåòèì, ÷òî êâàçèäåðåâî, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå
F , ðåàëèçóþùåé ÔÀË f , à òàêæå ëþáàÿ ÑÔÝ, ïîëó÷åííàÿ
èç íåãî îòîæäåñòâëåíèåì èçîìîðôíûõ êâàçèïîääåðåâüåâ,
ðåàëèçóåò è ôîðìóëó F , è ÔÀË f . Òàê, ÑÔÝ íà ðèñ. 4.2

ðåàëèçóåò ôîðìóëó (2.3) è ÔÀË s
{0,2,3}
3 (x1, x2, x3) , èëè

óðàâíåíèå z1 = s
{0,2,3}
3 (x1, x2, x3) .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äâå ÑÔÝ ñ÷èòàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè îíè èçîìîðôíû êàê
ïîìå÷åííûå ãðàôû, è ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ðåàëèçóþò
ðàâíûå ñèñòåìû ÔÀË. Çàìåòèì, ÷òî ÑÔÝ âñåãäà
ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ôîðìóë, ðåàëèçóåìûõ åþ íà ñâîèõ
âûõîäàõ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èçìåíåíèå íóìåðàöèè äóã,
âõîäÿùèõ â òàêóþ âåðøèíó v ÑÔÝ Σ , êîòîðîé ñîïîñòàâëåí
ÔÝ Ei ñ ñèììåòðè÷åñêîé ÔÀË φi , íå èçìåíÿåò ÔÀË,
ðåàëèçóåìóþ â âåðøèíå v , à çíà÷èò, íå âëèÿåò íà
ôóíêöèîíèðîâàíèå Σ . Ñõåìû, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà
â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íàçûâàþòñÿ
êâàçèèçîìîðôíûìè, à íîìåðà äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó v ñ
ñèììåòðè÷åñêîé ÔÀË, êàê ïðàâèëî, íå óêàçûâàþòñÿ. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó âåðøèíàõ
èçîìîðôíûõ (êâàçèèçîìîðôíûõ) ÑÔÝ ðåàëèçóþòñÿ
îäèíàêîâûå (ñîîòâåòñòâåííî ïîäîáíûå) ôîðìóëû, à çíà÷èò, è
îäèíàêîâûå ÔÀË. Ñëåäîâàòåëüíî, äâå èçîìîðôíûå
(êâàçèèçîìîðôíûå) ÑÔÝ ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü äëÿ ÑÔÝ
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1.7).



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Âåðøèíà ÑÔÝ íàçûâàåòñÿ âèñÿ÷åé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
ñòîêîì, íî íå ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû. Ñõåìà íàçûâàåòñÿ
ïðèâåäåííîé, åñëè â íåé íåò âèñÿ÷èõ âåðøèí. Çàìåòèì, ÷òî
ñèñòåìà ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé ÑÔÝ, è ÷òî èç ëþáîé
ÑÔÝ ìîæíî ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíóþ åé ïðèâåäåííóþ ÑÔÝ
ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè óäàëåíèÿ âèñÿ÷èõ âåðøèí. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî ïðèâåäåííûå ÑÔÝ, è òîëüêî îíè, ïîëó÷àþòñÿ èç
ñèñòåì êâàçèäåðåâüåâ â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâëåíèÿ
íåêîòîðûõ èçîìîðôíûõ êâàçèïîääåðåâüåâ, è ÷òî â
ïðèâåäåííûõ ÑÔÝ âñå âåðøèíû ëåæàò íà öåïÿõ, èäóùèõ îò
âõîäîâ ñõåìû ê åå âûõîäàì.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Òàêæå êàê è äëÿ ôîðìóë, äëÿ êàæäîé ÑÔÝ Σ, Σ ∈ UC
Á
,

îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû (ôóíêöèîíàëû
ñëîæíîñòè):
L (Σ) � ñëîæíîñòü Σ , òî åñòü ÷èñëî âñåõ åå ÔÝ;
D (Σ) � ãëóáèíà Σ , òî åñòü ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà åå
âåðøèí.
R (Σ) � ðàíã Σ , òî åñòü ÷èñëî äóã, èñõîäÿùèõ èç åå âõîäîâ.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ëåììà 2.1 îáîáùàåòñÿ äëÿ ÑÔÝ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 4.1

Äëÿ ïðèâåäåííîé ÑÔÝ Σ , Σ ∈ UC , ñ îäíèì âûõîäîì,
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

R (Σ) ⩽ L&,∨ (Σ) + 1 ⩽ L (Σ) + 1 ⩽ 2D(Σ), (4.1)

ãäå L&,∨ � ÷èñëî ÔÝ & è ∨ â Σ .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëû
ñëîæíîñòè îòðàæàþò ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû ìîäåëèðóåìûõ
ñõåì èëè ïðîãðàìì. Òàê, íàïðèìåð, ñëîæíîñòü ìîæåò
õàðàêòåðèçîâàòü ñòîèìîñòü, ðàçìåðû èëè ïîòðåáëÿåìóþ
ìîùíîñòü ÑÁÈÑ, à òàêæå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû íà
îäíîì ïðîöåññîðå. Ïðè ýòîì çàäåðæêà ñõåìû õàðàêòåðèçóåò
âðåìÿ ñðàáàòûâàíèÿ ÑÁÈÑ èëè âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
ïðîãðàììû íà ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîðàõ. Ðàíã ñõåìû
îòðàæàåò ÷èñëî îáðàùåíèé ïðîãðàììû ê ïàìÿòè, â êîòîðîé
õðàíÿòñÿ çíà÷åíèÿ âõîäíûõ ÁÏ è ò. ï.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç UΦ
Á
(L, n) è UΦ

Á
[D,n] ìíîæåñòâî ôîðìóë

F = F (x1, . . . , xn) íàä áàçèñîì Á, äëÿ êîòîðûõ L (F) ⩽ L è
D (F) ⩽ D , ïðè÷åì èíäåêñ Á0 áóäåì, êàê îáû÷íî, îïóñêàòü.
Çàìåòèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (2.4) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå

UΦ [D,n] ⊆ UΦ
(
2D − 1, n

)
. (4.2)

Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñõåì U ÷åðåç |U|
åñòåñòâåííûì îáðàçîì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ïîïàðíî
íåèçîìîðôíûõ ñõåì â ýòîì ìíîæåñòâå, à ÷åðåç ∥U∥ � ÷èñëî
ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ñõåì â U (ÿñíî, ÷òî ∥U∥ ⩽ |U|).



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ëåììà 4.2

Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n, L, D âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà∣∣UΦ (L, n)
∣∣ ⩽ (10n)L+1 , (4.3)∥∥UΦ(L, n)
∥∥ ⩽ (8n)L+1 , (4.4)∥∥UΦ[D,n]
∥∥ ⩽ (8n)2

D

. (4.5)



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äîêàçàòåëüñòâî

Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî ïîïàðíî íå èçîìîðôíûõ (ïîïàðíî íå
êâàçèèçîìîðôíûõ) ôîðìóë âî ìíîæåñòâå UΦ (L, n) . Äëÿ
òîãî, ÷òîáû çàäàòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà
óïîðÿäî÷åííîå äåðåâî D , ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå
F, F ∈ UΦ (L, n) , äîñòàòî÷íî:
1) âûáðàòü óïîðÿäî÷åííîå äâîè÷íîå êîðíåâîå äåðåâî D′ ñ
q, q ⩽ L , íåëèñòîâûìè âåðøèíàìè, â êîòîðîì âåðøèíû ñ
ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà 2 ïîìå÷åíû ÔÑ &, ∨ ,
2) êàæäûé èñòîê D′ ïîìåòèòü îäíîé èç ÁÏ x1, . . . , xn , à
âåðøèíû ñ ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà 1 � ÔÑ ¬ .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïðîíóìåðóåì ìíîæåñòâî íåëèñòîâûõ âåðøèí äåðåâà D′

÷èñëàìè 1, 2, . . . , q â ïîðÿäêå îáõîäà â ãëóáèíó è ñîïîñòàâèì
êàæäîé òàêîé âåðøèíå v ñ ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà d, d ∈ [1, 2]
íàáîð α, α ∈ Bd , ãäå α = (α1, . . . , αd) è αj = 1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äóãà ñ íîìåðîì j , âõîäÿùàÿ â v ,
íà÷èíàåòñÿ ñ ëèñòà äåðåâà D′ . Çàìåòèì, ÷òî íàáîð
γ = (γ1, . . . , γL) , ãäå γi � íàáîð, ñîïîñòàâëåííûé âåðøèíå ñ
íîìåðîì i , åñëè 1 ⩽ i ⩽ q , è ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç
îáúåäèíåíèÿ B1 ∪B2 â ñëó÷àå i > q , à òàêæå íàáîð ÔÑ & è
∨ , ïðèïèñàííûõ òåì âåðøèíàì vi, 1 ⩽ i ⩽ L , äëÿ êîòîðûõ
γi ∈ B2 , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò äåðåâî D′ ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ äåðåâüåâ D′

ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà íå áîëüøå, ÷åì 10L , à ÷èñëî
ïîëó÷àåìûõ èç íåãî äåðåâüåâ D íå áîëüøå, ÷åì nL+1 , òàê
êàê â ñèëó ëåììû 2.1

R (F) ⩽ L+ 1.

Ïåðåìíîæàÿ óêàçàííûå ÷èñëà, ïîëó÷àåì îöåíêó (4.3).
Îöåíêà (4.4) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
ïðè ñíÿòèè íóìåðàöèè ñ äóã äåðåâà D′ , òî åñòü ïðè
ðàññìîòðåíèè ôîðìóë ñ òî÷íîñòüþ äî êâàçèèçîìîðôèçìà,
äâîè÷íûå íàáîðû äëèíû 2 , ñîïîñòàâëåííûå åãî âåðøèíàì,
ìîæíî âûáèðàòü èç ìíîæåñòâà {(00) , (01) , (11)} è ïîýòîìó
÷èñëî íåóïîðÿäî÷åííûõ äåðåâüåâ D′ ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà
íå áîëüøå, ÷åì 8L .
Íåðàâåíñòâî (4.5) âûòåêàåò èç (4.4) è (4.2).
Ëåììà äîêàçàíà. □
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Çàìå÷àíèå

×èñëî ïîïàðíî íå êâàçèèçîìîðôíûõ ôîðìóë â áàçèñå {&,∨}
îò ÁÏ X (n) ñëîæíîñòè íå áîëüøå, ÷åì L , íå ïðåâîñõîäèò

(6n)L+1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç UC (L, n) ìíîæåñòâî ïðèâåäåííûõ ÑÔÝ
ñëîæíîñòè íå áîëåå L ñ n âõîäàìè (x1, . . . , xn) è îäíèì
âûõîäîì z1 íàä áàçèñîì Á0 = {&,∨,¬} .

Ëåììà 4.3

Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è L âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥UC (L, n)
∥∥ ⩽ (8 (L+ n))L+1 . (4.6)
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü ÑÔÝ Σ, Σ ∈ UC (L, n) ,
ñ òî÷íîñòüþ äî êâàçèèçîìîðôèçìà äîñòàòî÷íî:
âûáðàòü å¼ îñòîâíîå íåóïîðÿäî÷åííîå íàääåðåâî D′ c
q, q ⩽ L, íåëèñòîâûìè âåðøèíàìè, êîòîðûå ïîìå÷åíû ÔÑ
áàçèñà Á0 ;
ïðèñîåäèíèòü êàæäûé ëèñò D′ ëèáî ê îäíîìó èç n âõîäîâ Σ ,
ëèáî ê îäíîé èç íåëèñòîâûõ âåðøèí D′ , îòëè÷íîé îò êîðíÿ.
Îöåíêà (4.6) ïîëó÷àåòñÿ èç ïðèâåäåííîé â ëåììå 4.2 îöåíêè
÷èñëà äåðåâüåâ D′ è îöåíêè ÷èñëà ñïîñîáîâ ïðèñîåäèíåíèÿ
êàæäîãî ëèñòà D′ ïóòåì èõ ïåðåìíîæåíèÿ.
Ëåììà äîêàçàíà.
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§5. Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñõåì èç

ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è ìîäåëèðîâàíèå ñ èõ

ïîìîùüþ ôîðìóëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ìîäåëèðîâàíèå ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ôîðìóë è ñõåì â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ, òåîðåìà

ïåðåõîäà
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Ðàñïðîñòðàíèì ââåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïîíÿòèÿ
è îáîçíà÷åíèÿ íà ïðîèçâîëüíûé êëàññ ñõåì U .
Ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì Σ′ è Σ′′ èç U èìååò ìåñòî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Σ′ è Σ′′ ðåàëèçóþò ðàâíûå ñèñòåìû
(ìàòðèöû) ÔÀË. Ïðè ýòîì, îáû÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó ïîëþñà (âûõîäû, âõîäû) â Σ′ è
Σ′′ èìåþò îäèíàêîâûå ïîìåòêè, à ýêâèâàëåíòíîñòü Σ′ è Σ′′

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òîæäåñòâà

t : Σ′ ∼ Σ′′.

Äëÿ ñõåì èç U , êàê è äëÿ ôîðìóë, îïðåäåëÿåòñÿ ðÿä
¾ïðîñòåéøèõ¿ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ
ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïîäñòàíîâêàìè.
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Òîæäåñòâî
t̂ : Σ̂′ ∼ Σ̂′′,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îäíîé è òîé æå
ïîäñòàíîâêè ê îáåèì ÷àñòÿì òîæäåñòâà t : Σ′ ∼ Σ′′ ,
íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé òîæäåñòâà t . Ñõåìà Σ′

íàçûâàåòñÿ ïîäñõåìîé ñõåìû Σ , åñëè

V
(
Σ′) ⊆ V (Σ) , E

(
Σ′) ⊆ E (Σ)

è ëþáàÿ âåðøèíà v , v ∈ V (Σ′) , êîòîðàÿ ëèáî îòíîñèòñÿ
ê ìíîæåñòâó âõîäîâ (âûõîäîâ) Σ , ëèáî ñëóæèò êîíå÷íîé
(ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíîé) âåðøèíîé íåêîòîðîãî ðåáðà èç
E(Σ)\E(Σ′) , ÿâëÿåòñÿ âõîäîì (ñîîòâåòñòâåííî âûõîäîì) Σ′ .
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ñõåì èç U , êàê è äëÿ ôîðìóë, èìååò
ìåñòî ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîé çàìåíû, òî åñòü çàìåíÿÿ
ïîäñõåìó Σ̂′ ñõåìû Σ ýêâèâàëåíòíîé åé ñõåìîé Σ̂′′ ìû
ïîëó÷àåì ñõåìó Σ̃ , êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ñõåìå Σ . Ïðè ýòîì
âñå ââåäåííûå äëÿ ñëó÷àÿ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ôîðìóë ïîíÿòèÿ (îäíîêðàòíàÿ è êðàòíàÿ âûâîäèìîñòü,
ïîëíîòà ñèñòåìû òîæäåñòâ è äð.), à òàêæå ñâÿçàííûå ñ íèìè
îáîçíà÷åíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ÝÏ ñõåì èç U áåç
èçìåíåíèé. Çàìåòèì, ÷òî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íîé
ïîëíîé ñèñòåìû òîæäåñòâ (ÊÏÑÒ) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
îñíîâíûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ÝÏ ñõåì èç
çàäàííîãî êëàññà U .
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Ðàññìîòðèì ýòè âîïðîñû íà ïðèìåðå ÝÏ ÑÔÝ. Ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü âñå ââåäåííûå âûøå îáùèå ïîíÿòèÿ è
îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ÝÏ ñõåì, ñ÷èòàÿ ïîäñòàíîâêîé
ÑÔÝ ïåðåèìåíîâàíèå (ñ âîçìîæíûì îòîæäåñòâëåíèåì) åå
âõîäíûõ ÁÏ è ïåðåèìåíîâàíèå (ñ âîçìîæíûì äóáëèðîâàíèåì
è ñíÿòèåì1) åå âûõîäíûõ ÁÏ.

1Ïîä äóáëèðîâàíèåì (ñíÿòèåì) âûõîäà zi ÑÔÝ ïîíèìàåòñÿ
íàíåñåíèå íà âåðøèíó ñ ïîìåòêîé zi åùå îäíîé âûõîäíîé ÁÏ
(ñîîòâåòñòâåííî óäàëåíèå ñ íå¼ ïîìåòêè zi )
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Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé
ñëó÷àé ÑÔÝ, è äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ëþáàÿ ôîðìóëà F èç UΦ

Á
ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé-ñëîâîì

(ñì. § 2), à ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ôîðìóëó-ãðàô,
ò. å. êâàçèäåðåâî, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç F . Ïðè ýòîì
òîæäåñòâó t : F′ = F′′ , ãäå F′ è F′′ � ôîðìóëû èç UΦ

Á
, áóäåò

ñîîòâåòñòâîâàòü òîæäåñòâî t : F′ ∼ F′′ , ãäå F′ è F′′ �
ñîîòâåòñòâóþùèå F′ è F′′ ñõåìû èç UC

Á
, ÿâëÿþùååñÿ

¾ñõåìíûì¿ àíàëîãîì òîæäåñòâà t .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ìíîæåñòâî ÑÔÝ âèäà F , ãäå F ∈ F ⊆ UΦ
Á
, áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç F , à ñèñòåìó òîæäåñòâ âèäà t , ãäå t ∈ τ , à τ � ñèñòåìà

òîæäåñòâ äëÿ UΦ
Á
, � ÷åðåç τ . Òàê, íà ðèñ. 5.1a è 5.1b

ïðèâåäåíû òîæäåñòâà tM& è tΠK
1,& , ÿâëÿþùèåñÿ ñõåìíûìè

àíàëîãàìè ââåäåííûõ âûøå ôîðìóëüíûõ òîæäåñòâ tM& è tÏK1,& .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 5.1: òîæäåñòâà tM& è tΠK
1,&



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Íà ðèñ. 5.2a è 5.2b ïîêàçàíû òîæäåñòâî âåòâëåíèÿ tBEi
è

òîæäåñòâî ñíÿòèÿ tCEi
äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà

Ei, i ∈ [1, b] , ñîîòâåòñòâåííî, à íà ðèñ. 5.2c � òîæäåñòâî
ñíÿòèÿ âõîäà tCâõ .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 5.2: òîæäåñòâà âåòâëåíèÿ, ñíÿòèÿ ÔÝ è ñíÿòèÿ âõîäà



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå òîæäåñòâà ñíÿòèÿ ðàâíîñèëüíî
âûïîëíåíèþ îïåðàöèè óäàëåíèÿ âèñÿ÷åé âåðøèíû
ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òîæäåñòâà
tBEi
, tCEi

, tCâõ íå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ôîðìóëüíûõ òîæäåñòâ è
ïîëîæèì

τBÁ =

b⋃
i=1

{
tBEi

}
, τCÁ =

{
tCâõ
}
∪

b⋃
i=1

{
tCEi

}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýòèõ òîæäåñòâ ìîæíî èçáàâèòüñÿ
îò âñåõ âèñÿ÷èõ âåðøèí è âñåõ âíóòðåííèõ âåòâëåíèé,
èìåþùèõñÿ â ÑÔÝ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ÑÔÝ
Σ, Σ ∈ UC

Á
, ñóùåñòâóåò ÝÏ âèäà Σ ⇒|

τC∪τB
F , ãäå F �

ôîðìóëà (ñèñòåìà ôîðìóë) èç UΦ
Á
.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 5.3: ìîäåëèðîâàíèå ÝÏ ôîðìóë ñ ïîìîùüþ ÝÏ ÑÔÝ



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ïóñòü, äàëåå, F 7→
t
F̂ � îäíîêðàòíîå ÝÏ äëÿ ôîðìóë èç UΦ

Á
,

ãäå òîæäåñòâî t èìååò âèä

t : F′ (x1, . . . , xn) = F′′ (x1, . . . , xn) ,

à ôîðìóëà F̂ ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû F çàìåíîé
ïîäôîðìóëû F′ (F1, . . . ,Fn) ôîðìóëîé F′′ (F1, . . . ,Fn) .
Ñîïîñòàâèì ýòîìó ÝÏ ¾ìîäåëèðóþùåå¿ åãî îäíîêðàòíîå ÝÏ
ÑÔÝ âèäà F 7→

t
Σ̂ (ñì. ðèñ. 5.3). Çàìåòèì, ÷òî â òîì ñëó÷àå,

êîãäà ôîðìóëû F′ è F′′ ÿâëÿþòñÿ áåñïîâòîðíûìè
ôîðìóëàìè, à ÁÏ x1, . . . , xn � èõ ñóùåñòâåííûìè ÁÏ, ÑÔÝ
Σ̂ ñîâïàäàåò ñ ÑÔÝ F′′ .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èç ïîäôîðìóëû âèäà F′ (F1, . . . ,Fn)
ôîðìóëû F íåîáõîäèìî ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ τB

Á

ñôîðìèðîâàòü ñíà÷àëà ïîäñõåìó F′ (F1, . . . ,Fn) , à çàòåì

ïðèìåíèòü òîæäåñòâî t . Ïðè ýòîì â ÑÔÝ Σ̂ ìîãóò ïîÿâèòüñÿ
âèñÿ÷èå âåðøèíû èëè âíóòðåííèå ¾âåòâëåíèÿ¿, è òîãäà äëÿ

ïåðåõîäà îò Σ̂ ê F̂ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ÝÏ âèäà Σ̂ ⇒|
τC∪τB

F̂ .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ÝÏ âèäà F ⇒|
τ
F̂ , ãäå F, F̂ ∈ UΦ

Á
,

ñóùåñòâóåò ìîäåëèðóþùåå åãî ÝÏ âèäà

F ⇒|
τ∪τB

Á
∪τC

Á

F̂.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Íà ðèñ. 5.4 ïîêàçàíî ÝÏ ÑÔÝ èç UC , êîòîðîå ìîäåëèðóåò
ÝÏ (3.1) äëÿ ôîðìóë èç UΦ :

x1 (x2x3 ∨ x2 ∨ x3) 7→
tM&

x1 (x2x3 ∨ x2 · x3) 7→
tΠK
1,&

x1.

Ðèñ. 5.4: ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèÿ ÝÏ ôîðìóë ñ ïîìîùüþ ÝÏ ÑÔÝ



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Èç îïèñàííîãî âûøå ñïîñîáà ¾ìîäåëèðîâàíèÿ¿ ÝÏ ôîðìóë ñ
ïîìîùüþ ÝÏ ÑÔÝ, à òàêæå ñïîñîáà ïåðåõîäà îò ôîðìóë ê
ÑÔÝ è îáðàòíî íà îñíîâå ÝÏ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ τB

Á
, τC

Á

âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 5.1

Åñëè τ � êîíå÷íàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ äëÿ ÝÏ
ôîðìóë èç UΦ

Á
, òî τ ∪ τC

Á
∪ τB

Á
� êîíå÷íàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà

òîæäåñòâ äëÿ ÝÏ ÑÔÝ èç UC
Á
.

Ñëåäñòâèå

Ñèñòåìà òîæäåñòâ τîñí ∪ τB ∪ τC � ÊÏÑÒ äëÿ ÝÏ ÑÔÝ
èç UC .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðàññìîòðèì äàëåå âîïðîñû ñòðóêòóðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ôîðìóë â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ. Ïóñòü ïîìèìî áàçèñà Á =
= {φi}bi=1 ó íàñ èìååòñÿ äðóãîé êîíå÷íûé ïîëíûé áàçèñ

Á′ = {φ′
i}

b′

i=1 , è ïóñòü ôîðìóëà Φ′
i

(
x1, . . . , xk′i

)
èç UΦ

Á
′ , ãäå

k′i ⩾ ki , ðåàëèçóåò ÔÀË φi, i = 1, . . . , b . Çàìåòèì, ÷òî â
ñëó÷àå k′i > ki ÁÏ xki+1, . . . , xk′i ÿâëÿþòñÿ ôèêòèâíûìè ÁÏ

ôîðìóëû Φ′
i . Ïîëîæèì

Φ′ =
(
Φ′
1, . . . ,Φ

′
b

)
, Π′ =

(
Π′

1, . . . ,Π
′
b

)
,

ãäå Π′
i � òîæäåñòâî âèäà φi = Φ′

i, i = 1, . . . , b , è ôîðìóëû èç
Φ′ (òîæäåñòâà èç Π′ ) áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëàìè
(ñîîòâåòñòâåííî òîæäåñòâàìè) ïåðåõîäà îò áàçèñà Á ê
áàçèñó Á′ .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äëÿ ôîðìóëû F, F ∈ UΦ
Á
, îáîçíà÷èì ÷åðåç Π′ (F) ôîðìóëó

íàä áàçèñîì Á′ , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç F çàìåíîé êàæäîé åå
ïîäôîðìóëû âèäà φi (F1, . . . ,Fki) ôîðìóëîé

Φ′
i

(
F1, . . . ,Fki , xki+1, . . . , xk′i

)
, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì

ïîäñòàíîâêè ôîðìóëû Fj âìåñòî ÁÏ xj â ôîðìóëó Φ′
i äëÿ

âñåõ j, j = 1, . . . , ki . Ïåðåõîä îò ôîðìóëû F ê ôîðìóëå
Π′ (F) áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðíûì ìîäåëèðîâàíèåì
ôîðìóëû F â áàçèñå Á′ íà îñíîâå ôîðìóë ïåðåõîäà Φ′ èëè,
èíà÷å, íà îñíîâå òîæäåñòâ ïåðåõîäà Π′ .
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Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ÝÏ âèäà

F ⇒|
Π′

Π′ (F)

äëÿ ôîðìóë íàä áàçèñîì Á ∪ Á′ . Îòñþäà ñëåäóåò, â
÷àñòíîñòè, ÷òî â ðåçóëüòàòå óêàçàííîãî ñòðóêòóðíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ îáåèõ ÷àñòåé òîæäåñòâà t , ÿâëÿþùèõñÿ
ôîðìóëàìè èç UΦ

Á
, ïîëó÷àåòñÿ òîæäåñòâî t′ äëÿ ôîðìóë èç

UΦ
Á

′ , êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Π′ (t) . Ìíîæåñòâî

ôîðìóë âèäà Π′ (F) , ãäå F ∈ F ⊆ UΦ
Á
, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

Π′ (F) , à ìíîæåñòâî òîæäåñòâ âèäà Π′ (t) , ãäå t ∈ τ �
òîæäåñòâî íàä UΦ

Á
, � ÷åðåç Π′ (τ) .
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Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ ÝÏ ôîðìóë â
áàçèñå Á ñ ïîìîùüþ ÝÏ ôîðìóë áàçèñà Á′ . Ïóñòü
Φ′ = (Φ′

1, . . . ,Φ
′
b) � ñèñòåìà ôîðìóë ïåðåõîäà îò áàçèñà Á ê

áàçèñó Á′ , à Π′ = (Π′
1, . . . ,Π

′
b) � ñèñòåìà òîæäåñòâ ïåðåõîäà,

ñâÿçàííàÿ ñ Φ′ . Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ÝÏ äëÿ ôîðìóë èç UΦ
Á
,

èìåþùåå âèä
F ⇒|

τ
F̂, (5.1)

ìîæåò áûòü ¾ïðîìîäåëèðîâàíî¿ ñ ïîìîùüþ ÝÏ äëÿ ôîðìóë
èç UΦ

Á
′ âèäà

F′ ⇒|
τ ′

F̂′, (5.2)

ãäå F′ = Π′ (F) , F̂′ = Π′(F̂) è τ ′ = Π′ (τ) .
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ÝÏ (5.1) ÿâëÿåòñÿ îäíîêðàòíûì ÝÏ íà
îñíîâå òîæäåñòâà t, t ∈ τ , êîòîðîå èìååò âèä

t : A (x1, . . . , xq) = B (x1, . . . , xq) ,

è ïóñòü ôîðìóëà F̂ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû
ïîäôîðìóëû A (F1, . . . ,Fq) ôîðìóëû F ôîðìóëîé
B (F1, . . . ,Fq) . Òîãäà òîæäåñòâî t

′ = Π′ (t) èìååò âèä

t′ : A′ (x1, . . . , xq) = B′ (x1, . . . , xq) ,

ãäå A′ = Π′ (A) è B′ = Π′ (B) , à ôîðìóëà F̂′ ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà èç ôîðìóëû F′ â ðåçóëüòàòå çàìåíû åå
ïîäôîðìóëû A′ (F′

1, . . . ,F
′
q

)
, ãäå F′

j = Π′ (Fj) äëÿ âñåõ

j, j ∈ [1, q] , ôîðìóëîé B′ (F′
1, . . . ,F

′
q

)
.
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Ìîäåëèðîâàíèå êðàòíîãî ÝÏ âèäà (5.1) ñ ïîìîùüþ êðàòíîãî
ÝÏ âèäà (5.2) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîêðàòíûõ ÝÏ, ñîñòàâëÿþùèõ ÝÏ (5.1).
Îïèñàííîå âûøå ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü ÝÏ
äëÿ òåõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë èç UΦ

Á
′ , êîòîðûå

ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Π′ (UΦ
Á

)
, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ

¾ìîäåëÿìè¿ ôîðìóë èç UΦ
Á
, íà îñíîâå ñèñòåìû òîæäåñòâ

Π′ (τ) , ÿâëÿþùèõñÿ ¾ìîäåëÿìè¿ òîæäåñòâ èç τ . Äëÿ òîãî
÷òîáû ïðîâîäèòü ÝÏ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë èç UΦ

Á
′ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû òîæäåñòâ Π′ (τ) , âûáåðåì
êàêóþ-ëèáî ñèñòåìó ôîðìóë ïåðåõîäà Φ = (Φ1, . . . ,Φb′) îò
áàçèñà Á′ ê áàçèñó Á è ðàññìîòðèì ñâÿçàííóþ ñ íåé ñèñòåìó
òîæäåñòâ ïåðåõîäà Π = (Π1, . . . ,Πb′) .
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Ïóñòü Π̌ � ñèñòåìà òîæäåñòâ âèäà Π̌ = Π′ (Π) äëÿ ÝÏ
ôîðìóë èç UΦ

Á
′ , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå

ñòðóêòóðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé òîæäåñòâ èç Π
íà îñíîâå ñèñòåìû òîæäåñòâ Π′ . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû
F′, F′ ∈ UΦ

Á
′ , ïîëîæèì

Π̌
(
F′) = Π′ (Π (F))

è çàìåòèì, ÷òî

F′ ⇒|
Π̌

F̌′ = Π̌
(
F′) , F̌′ ∈ Π′ (UΦ

Á

)
.
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Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 5.2 (òåîðåìà ïåðåõîäà)

Ïóñòü τ � ÊÏÑÒ äëÿ ÝÏ ôîðìóë èç UΦ
Á
, à Π′ è Π �

ñèñòåìû òîæäåñòâ äëÿ ïåðåõîäà îò áàçèñà Á ê áàçèñó Á′ è
îò áàçèñà Á′ ê áàçèñó Á ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñèñòåìà
òîæäåñòâ Π′ (τ) ∪Π′ (Π) ÿâëÿåòñÿ ÊÏÑÒ äëÿ ÝÏ ôîðìóë
èç UΦ

Á
′ .

Ñëåäñòâèå

Èç ñèñòåìû òîæäåñòâ τîñí äëÿ ÝÏ ôîðìóë èç UΦ (ñì. § 3)
óêàçàííûì â òåîðåìå ñïîñîáîì ìîæíî ïîëó÷èòü ÊÏÑÒ äëÿ
ÝÏ ôîðìóë â ëþáîì áàçèñå Á .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà îñíîâå òåîðåìû 5.1 ðåøàþòñÿ
âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ÊÏÑÒ äëÿ ÝÏ ÑÔÝ â ïðîèçâîëüíîì
áàçèñå.
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§6. Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà.
Îñîáåííîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìíîãîïîëþñíûõ

ñõåì
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Ðàññìîòðèì êëàññ êîíòàêòíûõ ñõåì, â êîòîðûõ ðåàëèçàöèÿ
ÔÀË îñóùåñòâëÿåòñÿ íå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîäíûõ
çíà÷åíèé â âûõîäíûå, êàê ýòî ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, â
ñõåìàõ èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, à â ðåçóëüòàòå
ïåðåäà÷è çíà÷åíèé ïî ðåáðàì ãðàôà, ïðîâîäèìîñòüþ
êîòîðîãî ¾óïðàâëÿþò¿ âõîäíûå ÁÏ. Ðåáðî èëè äóãà ãðàôà ñ
ïîìåòêîé xi (xi ) íàçûâàåòñÿ çàìûêàþùèì (ñîîòâåòñòâåííî
ðàçìûêàþùèì) êîíòàêòîì ÁÏ xi .
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a) b) c)

s s ss s sv v vu u u
xi xi xσi-

Ðèñ. 6.1: òèïû êîíòàêòîâ

a) b)

v vu uq qq qq qq q
q q
?

6

xi xi

Ðèñ. 6.2: ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîíòàêòîâ
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Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êîíòàêò âèäà xσi , σ ∈ {0, 1} , ïðîâîäèò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà xi = σ , ïðè÷åì îðèåíòèðîâàííûé
êîíòàêò, òî åñòü êîíòàêò, ñâÿçàííûé ñ äóãîé, ïðîâîäèò
òîëüêî â ñîîòâåòñòâóþùåì íàïðàâëåíèè.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ óïðàâëåíèÿ ïðîâîäèìîñòüþ
íåîðèåíòèðîâàííûé ðàçìûêàþùèé (çàìûêàþùèé) êîíòàêò
ÁÏ xi ôóíêöèîíèðóåò êàê p-ÌÎÏ (ñîîòâåòñòâåííî n-ÌÎÏ)
òðàíçèñòîð, íà çàòâîð êîòîðîãî ïîñòóïàåò ÁÏ xi (ñì. ðèñ.
6.2a è 6.2b), à àíàëîãè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé êîíòàêò � êàê
ÌÎÏ-òðàíçèñòîð ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà ñ äèîäîì Øîòòêè.
Êðîìå òîãî, îðèåíòèðîâàííûé êîíòàêò âèäà xσi , èäóùèé èç
âåðøèíû v â âåðøèíó u (ñì. ðèñ. 6.1c), ÷àñòî
ðàññìàòðèâàþò êàê êîìàíäó óñëîâíîãî ïåðåõîäà èç v â u ,
êîòîðûé âûïîëíÿåòñÿ, åñëè xi = σ .
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Ñåòü Σ ñ âõîäàìè a′1, . . . , a
′
p è âûõîäàìè a′′1, . . . , a

′′
q , â êîòîðîé

âñå ðåáðà (äóãè) ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn èëè èõ
îòðèöàíèÿìè x1, . . . , xn , íàçûâàåòñÿ (p, q)-êîíòàêòíîé
ñõåìîé (ÊÑ) îò ÁÏ x1, . . . , xn è îáîçíà÷àåòñÿ Σ =
= Σ(x1, . . . , xn) èëè Σ = Σ

(
x1, . . . , xn; a

′
1, . . . , a

′
p; a

′′
1, . . . , a

′′
q

)
.

Ïðè ýòîì ÷èñëî êîíòàêòîâ íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ ÊÑ Σ è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L (Σ) . Íà ðèñ. 6.3a�c ïîêàçàíû
íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ÊÑ îò ÁÏ x1, x2, x3 ñ âõîäîì a1 è
âûõîäàìè a2, a3 .
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Ðèñ. 6.3: íåêîòîðûå ÊÑ îò ÁÏ x1, x2, x3
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Ïóñòü Σ � ÊÑ îò ÁÏ X (n) è α = (α1, . . . , αn) � íàáîð èç
Bn . Îïðåäåëèì ñåòü Σ|α êàê ñåòü, ïîëó÷àþùóþñÿ èç Σ â
ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ âñåõ ðåáåð (äóã) ñ ïîìåòêàìè
xα1
1 , . . . , xαn

n , òî åñòü ðåáåð, êîòîðûå íå ïðîâîäÿò íà íàáîðå
α , è ñíÿòèÿ ïîìåòîê ñ îñòàëüíûõ ðåáåð Σ . Äëÿ âåðøèí v è
u ÊÑ Σ ââåäåì ôóíêöèþ ïðîâîäèìîñòè îò âåðøèíû v ê
âåðøèíå u êàê ÔÀË gv,u (x1, . . . , xn) , êîòîðàÿ ðàâíà 1 íà
íàáîðå α = (α1, . . . , αn) ∈ Bn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â
ñåòè Σ|α ñóùåñòâóåò (v − u)-öåïü, òî åñòü òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â Σ èìååòñÿ öåïü èç ïðîâîäÿùèõ íà íàáîðå α
êîíòàêòîâ âèäà xα1

1 , . . . , xαn
n , èäóùàÿ èç v â u . Áóäåì

ãîâîðèòü òàêæå, ÷òî ÔÀË gv,u ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
äîñòèæèìîñòè âåðøèíû u èç âåðøèíû v , èëè, èíà÷å,
ðåàëèçóåòñÿ ìåæäó âåðøèíàìè v è u .
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ÔÀË
gv,u (x1, . . . , xn) äîñòàòî÷íî ïðîñìîòðåòü âñå íàáîðû
α, α ∈ Bn , è äëÿ êàæäîãî èç íèõ âûÿñíèòü íàëè÷èå èëè
îòñóòñòâèå â Σ öåïè, ñîñòîÿùåé èç ïðîâîäÿùèõ íà íàáîðå α
êîíòàêòîâ, êîòîðàÿ èäåò èç v â u . Òàê, ïðîñìàòðèâàÿ âñå
íàáîðû çíà÷åíèé ÁÏ x1, x2 , ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
ÔÀË ïðîâîäèìîñòè gv1,v2 (x1, x2) â ÊÑ Σ , ïîêàçàííîé íà
ðèñ. 6.3a, ðàâíà x1 ⊕ x2 , à ÔÀË ïðîâîäèìîñòè gv3,v4 ðàâíà 0 .
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå (1, m)-ÊÑ
Σ(x1, . . . , xn; a1; a2, . . . , am+1) ðåàëèçóåòñÿ ÔÀË
ïðîâîäèìîñòè îò âõîäà a1 ê ýòîé âåðøèíå è ÷òî Σ ðåàëèçóåò
ñèñòåìó ÔÀË F = (f1, . . . , fm) , ãäå fj � ÔÀË ïðîâîäèìîñòè
îò a1 ê âûõîäó ñ ïîìåòêîé aj+1 , j ∈ [1, m] . Ïðè ýòîì,
î÷åâèäíî, â âåðøèíå a1 ðåàëèçóåòñÿ ÔÀË 1 , êîòîðóþ â
äàëüíåéøåì ïî óìîë÷àíèþ áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå
ïîìåòêè åäèíñòâåííîãî âõîäà (1, m)-ÊÑ.
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Òàê, ÊÑ, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 6.3a, 6.3b è 6.3c, ðåàëèçóþò
ÔÀË x1 ⊕ x2 , H (x1, x2, x3) è íàáîð ÔÀË
(x1 ⊕ x2 ⊕ x3, x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ 1) ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 6.4a
ïîêàçàíà (1, 2n)-ÊÑ D (x1, . . . , xn; 1; a0, . . . , a2n−1) , êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ (1, 2n)-êîíòàêòíûì äåðåâîì ïîðÿäêà n îò ÁÏ
X (n) . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â âûõîäíîé âåðøèíå ai ,
i = 0, . . . 2n − 1 , ýòîãî êîíòàêòíîãî äåðåâà (ÊÄ) ðåàëèçóåòñÿ
ÝÊ âèäà xσ1

1 · · ·xσn
n , ãäå ν (σ1, . . . , σn) = (i− 1) , è ÷òî ÔÀË

ïðîâîäèìîñòè ìåæäó ëþáûìè åãî âûõîäàìè ðàâíà 0 . Òàêèì
îáðàçîì, (1, 2n)-ÊÄ ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ äåøèôðàòîðîì
ïîðÿäêà n , òî åñòü ñõåìîé, ðåàëèçóþùåé ñèñòåìó Qn èç âñåõ
ÝÊ ðàíãà n îò ÁÏ X (n) .
Ñõåìû Σ′ è Σ′′ ñ÷èòàþòñÿ, êàê îáû÷íî, èçîìîðôíûìè, åñëè
èçîìîðôíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàôû, è ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè îíè ðåàëèçóþò ðàâíûå ñèñòåìû ÔÀË. Èçîìîðôíûå ÊÑ,
î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíû.
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Ðèñ. 6.4: (1, 2n)- è (2n, 1) -êîíòàêòíûå äåðåâüÿ ïîðÿäêà n
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Äëÿ ìíîæåñòâà C , ñîñòîÿùåãî èç êîíòàêòîâ âèäà
xσ1
i1
, . . . , xσr

ir
â ÊÑ Σ , îïðåäåëèì åãî ôóíêöèþ ïðîâîäèìîñòè

K (C) è ôóíêöèþ îòäåëèìîñòè J (C) êàê ÔÀË âèäà
xσ1
i1

· · ·xσr
ir

è xσ1
i1

∨ . . . ∨ xσr
ir

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì
ìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ ïðîâîäÿùèì (îòäåëèìûì), åñëè
K (C) ̸= 0 (J (C) ̸= 1), è íóëåâûì (ñîîòâåòñòâåííî
åäèíè÷íûì) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå
ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ îòëè÷íàÿ îò 0 ÔÀË K (C) è îòëè÷íàÿ
îò 1 ÔÀË J (C) ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû â ÝÊ è ÝÄ
ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, òàêæå, ÷òî

K
(
C ′) ⩾ K (C) è J

(
C ′) ⩽ J (C) ,

åñëè C ′ ⊆ C .
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Èç ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ÔÀË g , ðåàëèçóåìàÿ
ÊÑ Σ (x1, . . . , xn; a1; a2) , îáðàùàåòñÿ â 1 (îáðàùàåòñÿ â 0) íà
íàáîðå α, α ∈ Bn , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â Σ
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî êîíòàêòîâ C , îáðàçóþùåå ïðîñòóþ
ïðîâîäÿùóþ (a1 − a2)-öåïü (ñîîòâåòñòâåííî òóïèêîâîå
îòäåëèìîå (a1|a2))-ñå÷åíèå), äëÿ êîòîðîãî K (C) = 1
(ñîîòâåòñòâåííî J (C) = 0) íà íàáîðå α . Òàêèì îáðàçîì,

g (x1, . . . , xn) = K (C1) ∨ . . . ∨K (Ct) =

= J (S1)& . . .&J (Sr) , (6.1)

ãäå C1, . . . , Ct è S1, . . . , Sr � âñå ïðîñòûå ïðîâîäÿùèå
(a1 − a2)-öåïè è âñå òóïèêîâûå îòäåëèìûå (a1|a2)-ñå÷åíèÿ
ÊÑ Σ .
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Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ èç ôîðìóë (6.1) ìîæåò áûòü
ïðåîáðàçîâàíà â ÄÍÔ, à âòîðàÿ � â ÊÍÔ, â ðåçóëüòàòå
ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ (ñì. §3), åñëè g ̸≡ 0 è g ̸≡ 1
ñîîòâåòñòâåííî. Òàê, â ÊÑ, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 6.3b, èìåþòñÿ
òðè ïðîñòûå ïðîâîäÿùèå öåïè C1 , C2 è C3 , êîòîðûå èäóò èç
a1 â a2 . Ïðè ýòîì

K (C1) = x1x2x3, K (C2) = x1x2x1 = x1x2, K (C3) = x1x3

è, ñëåäîâàòåëüíî,

g (x1, x2, x3) = x1x2x3 ∨ x1x2 ∨ x1x3 =
= x1x2 ∨ x2x3 ∨ x3x1 = H (x1, x2, x3) .
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Ðèñ. 6.5: ÊÑ, ìîäåëèðóþùèå ÄÍÔ è ÊÍÔ
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Ïðîñòåéøåé π -ñõåìîé ñ÷èòàåòñÿ ëþáàÿ (1, 1)-ÊÑ, êîòîðàÿ
ñîñòîèò èç îäíîãî êîíòàêòà, ñîåäèíÿþùåãî ïîëþñà
(ñì. ðèñ. 6.6a). Åñëè π -ñõåìû Σ1 è Σ2 óæå îïðåäåëåíû, òî
(1, 1)-ÊÑ Σ′ (Σ′′ ), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå èõ
ïàðàëëåëüíîãî (ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíîãî)
ñîåäèíåíèÿ (ñì. ðèñ. 6.6b è 6.6c) òîæå ÿâëÿåòñÿ π -ñõåìîé.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âõîä (âûõîä) Σ′ ÿâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàòîì îòîæäåñòâëåíèÿ âõîäîâ (ñîîòâåòñòâåííî
âûõîäîâ) Σ1 è Σ2 , òîãäà êàê âõîäîì Σ′′ ÿâëÿåòñÿ âõîä Σ1 ,
âûõîäîì Σ′′ � âûõîä Σ2 , à âûõîä Σ1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
âõîäîì Σ2 è ñòàíîâèòñÿ âíóòðåííåé âåðøèíîé Σ′′ . Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî π -ñõåìà, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 6.6a, ðåàëèçóåò
ÔÀË xσi , à π -ñõåìû Σ′ è Σ′′ (ñì. ðèñ. 6.6b è 6.6c) � ÔÀË
f1 ∨ f2 è f1&f2 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå f1 è f2 � ÔÀË,
ðåàëèçóåìûå π -ñõåìàìè Σ1 è Σ2 ñîîòâåòñòâåííî.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 6.6: ê îïðåäåëåíèþ π -ñõåìû



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ëåììà 6.1

Ëþáîé π -ñõåìå Σ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ýêâèâàëåíòíóþ åé
ôîðìóëó F èç UΦ ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè òàêóþ, ÷òî
R (F) = L (Σ) è îáðàòíî.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñòðîèì ôîðìóëó F èíäóêöèåé ïî ñòðîåíèþ π -ñõåìû Σ .
Åñëè Σ � ïðîñòåéøàÿ π -ñõåìà âèäà xσi , òî ïîëîæèì F = xσi .
Åñëè π -ñõåìàì Σ1 è Σ2 óæå ñîïîñòàâëåíû ôîðìóëû F1 è F2

ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè, òî π -ñõåìå Σ′ (Σ′′ ),
ïîëó÷àþùåéñÿ â ðåçóëüòàòå ïàðàëëåëüíîãî (ñîîòâåòñòâåííî
ïîñëåäîâàòåëüíîãî) ñîåäèíåíèÿ Σ1 è Σ2 , ñîïîñòàâèì
ôîðìóëó F′ = F1 ∨ F2 (ñîîòâåòñòâåííî F′′ = F1&F2 ). Ïðè
ýòîì

R
(
F′) = R

(
F′′) = R (F1) +R (F2)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ,

R
(
F′) = R

(
F′′) = L (Σ1) + L (Σ2) = L (Σ) .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èíäóêöèåé ïî ñòðîåíèþ ôîðìóëû F

ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè ìîæíî íàéòè ýêâèâàëåíòíóþ åé
π -ñõåìó Σ òàêóþ, ÷òî L (Σ) = R (F) .
Ëåììà äîêàçàíà.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 6.7: ïðèìåðû π -ñõåì



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Íà ðèñ 6.7a ïîêàçàíà π -ñõåìà, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ÔÀË
H (x1, x2, x3) è ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå:

H (x1, x2, x3) = x1 (x2 ∨ x3) ∨ x2x3,

à íà ðèñ. 6.7b � π -ñõåìà, êîòîðàÿ ïîñòðîåíà íà îñíîâå
êîíòàêòíîãî äåðåâà è ðåàëèçóåò ÔÀË µn �
ìóëüòèïëåêñîðíóþ ÔÀË ïîðÿäêà n , � â ñîîòâåòñòâèè ñ
ôîðìóëîé

µn (x1, . . . , xn, y0, . . . , y2n−1) =

=
∨

σ1∈B
xσ1
1

 ∨
σ2∈B

xσ2
2

(
· · ·

( ∨
σn∈B

xσn
n yν(σ1,...,σn)

)
· · ·

) .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ñõåìà, ìîäåëèðóþøàÿ ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ ÔÀË f ,
íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ÊÑ äëÿ ýòîé ÔÀË.
Áóäåì íàçûâàòü (1,m)-ÊÑ ïðèâåäåííîé, åñëè âñå
èçîëèðîâàííûå âåðøèíû Σ ÿâëÿþòñÿ åå ïîëþñàìè, à âñå
êîíòàêòû è îñòàëüíûå âåðøèíû Σ ïðèíàäëåæàò ïðîñòûì
ïðîâîäÿùèì öåïÿì, ñîåäèíÿþùèì åå âõîä è âûõîäû. Ïðè
ýòîì ÊÑ Σ̂ , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ÊÑ Σ óäàëåíèåì
¾ëèøíèõ¿, òî åñòü íå ïðèíàäëåæàùèõ öåïÿì óêàçàííîãî
âèäà, íåïîëþñíûõ âåðøèí è êîíòàêòîâ, ÿâëÿåòñÿ
ýêâèâàëåíòíîé Σ ïðèâåäåííîé ÊÑ òàêîé, ÷òî L(Σ̂) ⩽ L (Σ) .
Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ÊÑ íå ñîäåðæèò ïåòåëü, à
ïðèâåäåííàÿ ÊÑ, íå ðåàëèçóþùàÿ íóëåâûõ ÔÀË, ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì ãðàôîì. Òàê, ÊÑ, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 6.3c, íå
ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïðèâåäåííàÿ
ÊÑ ïîëó÷àåòñÿ èç íåå óäàëåíèåì âåðøèíû v .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå îöåíêè ÷èñëà êîíòàêòíûõ
ñõåì ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Ïóñòü UK è Uπ � ìíîæåñòâî âñåõ
ÊÑ èç íåîðèåíòèðîâàííûõ êîíòàêòîâ è ìíîæåñòâî âñåõ
π -ñõåì ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè UA � îäèí èç óêàçàííûõ
êëàññîâ ñõåì, òî ÷åðåç UA (L, n) áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâî ïðèâåäåííûõ (1, 1)-ñõåì Σ èç UA îò ÁÏ X (n) ,
äëÿ êîòîðûõ L (Σ) ⩽ L . Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ñõåì U

÷åðåç |U| è ∥U∥ áóäåì ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àòü ÷èñëî
ïîïàðíî íå èçîìîðôíûõ è ïîïàðíî íå ýêâèâàëåíòíûõ ñõåì â
U ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî èç ââåäåííûõ âûøå
ìíîæåñòâ ñõåì íåðàâåíñòâî (1.7) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ëåììà 6.2

Ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ L è n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥Uπ (L, n)∥ ⩽ (12n)L . (6.2)



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ñèëó ëåììû 6.1, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ïîïàðíî
íå ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë F (x1, . . . , xn) ñ ïîäíÿòûìè
îòðèöàíèÿìè íàä áàçèñîì Á0 , äëÿ êîòîðûõ R (F) ⩽ L , íå

ïðåâîñõîäèò (12n)L . Äëÿ ýòîãî ñîïîñòàâèì ôîðìóëå F

óêàçàííîãî âèäà ôîðìóëó F′ èç UΦ
{&,∨} îò ÁÏ x1, . . . , x2n ,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç F çàìåíîé êàæäîé åå ïîäôîðìóëû
xi, i ∈ [1, n] , ôîðìóëîé xi+n è äëÿ êîòîðîé, â ñèëó
çàìå÷àíèÿ ê ëåììå 2.1,

L
(
F′) = R (F)− 1 ⩽ L− 1.

Ïðè òàêîì ñîïîñòàâëåíèè íåýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû
ïåðåõîäÿò â íåýêâèâàëåíòíûå, è ïîýòîìó ÷èñëî ïîïàðíî íå
ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà íå áîëüøå,

÷åì
∥∥∥UΦ

{&,∨} (L− 1, 2n)
∥∥∥ , îòêóäà, â ñèëó çàìå÷àíèÿ ê

ëåììå 4.2, ñëåäóåò (6.2).
Ëåììà äîêàçàíà.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ëåììà 6.3

Ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ L è n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥UK (L, n)
∥∥ ⩽ (8nL)L .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äîêàçàòåëüñòâî

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ÊÑ Σ = Σ(x1, . . . , xn; a1; a2) ,
Σ ∈ UK(L, n) , è âûäåëèì â íåé îñòîâíîå äåðåâî D ñ êîðíåì
a2 òàê, ÷òîáû âåðøèíà a1 áûëà ëèñòîì D . Ïóñòü, äàëåå,
D′ � ñâÿçàííîå ñ D îñòîâíîå íàääåðåâî ÊÑ Σ , êîòîðîå
ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðèñîåäèíåíèÿ êàæäîãî èç íå âîøåäøèõ â
D ðåáåð Σ ê îäíîé èç ñâîèõ êîíöåâûõ âåðøèí, îòëè÷íîé îò
a1 , òàê, ÷òîáû âñå ðåáðà, èíöèäåíòíûå a2 â Σ , áûëè áû
èíöèäåíòíû a2 â D′ . Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå
óïîðÿäî÷åííîå äåðåâî D′′ , ïîëó÷àþùååñÿ èç D′ ââåäåíèåì
(óñëîâíîé) îðèåíòàöèè âñåõ åãî ðåáåð ïî íàïðàâëåíèþ ê
êîðíþ è òàêèì èõ óïîðÿäî÷åíèåì, ïðè êîòîðîì âåðøèíà a1
ñòàíîâèòñÿ ïåðâûì ëèñòîì D′′ .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ðåáåð (âåðøèí, ëèñòüåâ) äåðåâà D′′ íå
áîëüøå, ÷åì L (ñîîòâåòñòâåííî L+ 1 , L), è ïîýòîìó, â
ñèëó (1.4), ÷èñëî òàêèõ äåðåâüåâ ñ ó÷åòîì ïîìåòîê èõ ðåáåð
ñèìâîëàìè x1, . . . , xn, x1, . . . , xn íå áîëüøå, ÷åì (8n)L .
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÊÑ Σ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â
ðåçóëüòàòå ïðèñîåäèíåíèÿ êàæäîãî ëèñòà äåðåâà D′′ ê îäíîé
èç åãî âåðøèí, îòëè÷íîé îò a2 . Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥UK(L, n)

∥∥ ⩽
∣∣UK(L, n)

∣∣ ⩽ (8nL)L. Ëåììà äîêàçàíà. □
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Ðàññìîòðèì, â çàêëþ÷åíèå, îñîáåííîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ÊÑ ñ íåñêîëüêèìè âõîäàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîé
âåðøèíå (p, q)-ÊÑ Σ ðåàëèçóåòñÿ ñòîëáåö, ñîñòàâëåííûé èç
p ÔÀË ïðîâîäèìîñòè îò âõîäîâ Σ ê ýòîé âåðøèíå, à ñàìà
ÊÑ Σ ðåàëèçóåò ìàòðèöó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç q ñòîëáöîâ,
ðåàëèçîâàííûõ íà åå âûõîäàõ. Òàêèì îáðàçîì,
ôóíêöèîíèðîâàíèå ÊÑ Σ =
= Σ

(
x1, . . . , xn; a

′
1, . . . , a

′
p; a

′′
1, . . . , a

′′
q

)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ìàòðèöó F = F (x1, . . . , xn) ñ p ñòðîêàìè, q ñòîëáöàìè è
ýëåìåíòàìè èç P2(n) , äëÿ êîòîðîé F ⟨i, j⟩ � ÔÀË,
ðåàëèçóåìàÿ ìåæäó a′i è a′′j , ãäå i ∈ [1, p] è j ∈ [1, q] , òî åñòü
ïðè ëþáîì α, α ∈ Bn , ìàòðèöà F (α) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé
äîñòèæèìîñòè ñåòè Σ|α . Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèîíèðîâàíèå
(1, q)-ÊÑ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð (ñòðîêó) èç q ÔÀË
ïðîâîäèìîñòè îò åå âõîäà ê âûõîäàì, à ôóíêöèîíèðîâàíèå
(p, 1)-ÊÑ � ñòîëáåö èç p ÔÀË ïðîâîäèìîñòè îò åå âõîäîâ ê
âûõîäó.
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Òàê, ÊÑ Σ (x1, x2, x3; a1, v; a2, a3) , ïîêàçàííàÿ íà ðèñóíêå 6.3c

ðåàëèçóåò ìàòðèöó
[
l3 l3
l3 l3

]
îò ÁÏ X(3) , à íà ðèñ. 6.4b

ïðèâåäåíî (2n, 1)-ÊÄ ïîðÿäêà n îò ÁÏ X (n) , êîòîðîå èìååò
âèä D (x1, . . . , xn; a0, . . . , a2n−1; a) è ðåàëèçóåò ñòîëáåö èç
âñåõ ÝÊ ìíîæåñòâà Qn , óïîðÿäî÷åííûõ ñâåðõó âíèç ïî
âîçðàñòàíèþ èõ íîìåðîâ.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïðàâèëàìè ôóíêöèîíèðîâàíèå ÊÑ
Σ = Σ(x1, . . . , xn; a1, . . . , am) ñ íåðàçäåëåííûìè ïîëþñàìè
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèîíèðîâàíèå ÊÑ ñ ðàçäåëåííûìè
ïîëþñàìè âèäà Σ (x1, . . . , xn; a1, . . . , am; a1, . . . , am) .
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Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà F ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíîé è
òðàíçèòèâíîé ìàòðèöåé, à åñëè, êðîìå òîãî, Σ �
íåîðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü, òî è � ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèîíèðîâàíèå (1, 1)-ÊÑ èç
íåîðèåíòèðîâàííûõ êîíòàêòîâ ïî ñóùåñòâó íå îòëè÷àåòñÿ îò
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé äâóõïîëþñíîé ÊÑ ñ
íåðàçäåëåííûìè ïîëþñàìè.
Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 6.3c ÊÑ ñ íåðàçäåëåííûìè

ïîëþñàìè a1 , a2 , a3 ðåàëèçóåò ìàòðèöó

[
1 l3 l3
l3 1 0

l3 0 1

]
, ÊÑ èç

òîæäåñòâåííûõ âåðøèí ðåàëèçóåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, åñëè
êàæäàÿ åå âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ âõîäîì è âûõîäîì ñ îäíèì è
òåì æå íîìåðîì è ò. ä.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ, òðàíçèòèâíàÿ è
ðåôëåêñèâíàÿ ìàòðèöà F , F ∈ (P2 (n))

m,m , ðåàëèçóåòñÿ ÊÑ
Σ = Σ(x1, . . . , xn; a1, . . . , am) , êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáúåäèíåíèå âñåõ ÊÑ Σij = Σij (x1, . . . , xn; ai, aj) , ãäå
1 ⩽ i < j ⩽ m , à ÊÑ Σij ÿâëÿåòñÿ π -ñõåìîé è ïîñòðîåíà ïî
ñîâåðøåííîé ÄÍÔ ÔÀË F ⟨i, j⟩ è ñ÷èòàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé
ÊÑ ìàòðèöû F .
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§7. Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì.
Îñíîâíûå òîæäåñòâà, âûâîä âñïîìîãàòåëüíûõ è

îáîáùåííûõ òîæäåñòâ
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Ðàññìîòðèì âîïðîñû ÝÏ äëÿ ÊÑ èç UK ñ íåðàçäåëåííûìè
(áåñïîâòîðíûìè) ïîëþñàìè. Íàïîìíèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü
ÊÑ Σ′ = Σ′ (x1, . . . , xn; a1, . . . , am) è
Σ′′ = Σ′′ (x1, . . . , xn; a1, . . . , am) , òî åñòü ñïðàâåäëèâîñòü
òîæäåñòâà t : Σ′ ∼ Σ′′ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ i è j èç
îòðåçêà [1,m] ÔÀË ïðîâîäèìîñòè îò ai ê aj â ÊÑ Σ′ ðàâíà
ÔÀË ïðîâîäèìîñòè îò ai ê aj â ÊÑ Σ′′ . Íà ðèñ. 7.1a�7.1e
è 7.1f ïðèâåäåíû ïàðû ýêâèâàëåíòíûõ ÊÑ, îáðàçóþùèå

òîæäåñòâà t1�t5 è t
(m)
6 , m = 1, 2, . . . , ñîîòâåòñòâåííî,

êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûìè òîæäåñòâàìè äëÿ
ÝÏ ÊÑ.
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Ðèñ. 7.1: îñíîâíûå òîæäåñòâà äëÿ ÊÑ
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Îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêó äëÿ ÊÑ êàê ïåðåèìåíîâàíèå (ñ
âîçìîæíûì îòîæäåñòâëåíèåì è èíâåðòèðîâàíèåì) ÁÏ, à
òàêæå ïåðåèìåíîâàíèå (ñ âîçìîæíûì îòîæäåñòâëåíèåì è
ñíÿòèåì) ïîëþñîâ. Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíÿÿ îäíó è òó æå
ïîäñòàíîâêó ê äâóì ýêâèâàëåíòíûì ÊÑ, ìû ïîëó÷èì
ýêâèâàëåíòíûå ÊÑ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïåðåèìåíîâàíèÿ ÁÏ
è ïåðåèìåíîâàíèÿ áåç îòîæäåñòâëåíèÿ ïîëþñîâ ýòî
î÷åâèäíî, à â ñëó÷àå îòîæäåñòâëåíèÿ ïîëþñîâ
ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëó÷àåìûõ ÊÑ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî
ìàòðèöà äîñòèæèìîñòè ÊÑ, ÿâëÿþùåéñÿ ðåçóëüòàòîì
îòæäåñòâëåíèÿ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé
äîñòèæèìîñòè èñõîäíîé ÊÑ. Íà ðèñ. 7.2a (7.2b) ïîêàçàíà
ïîäñòàíîâêà t̂4 òîæäåñòâà t4 (ñîîòâåòñòâåííî t̂5 òîæäåñòâà
t5 ), ñâÿçàííàÿ ñ ïåðåèìåíîâàíèåì ÁÏ x2 â x1
(ñîîòâåòñòâåííî ïîëþñîâ 1 = 3 â 1).
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Ðèñ. 7.2: ïîäñòàíîâêè äëÿ îñíîâíûõ òîæäåñòâ
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Ïîíÿòèå ïîäñõåìû äëÿ ÊÑ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà
îïðåäåëÿåòñÿ òàê. Äëÿ ïîäñõåìû Σ′ ÊÑ Σ èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå V (Σ′) ⊆ V (Σ) è E(Σ′) ⊆ E(Σ) , à ïîëþñàìè Σ′

ÿâëÿþòñÿ âñå ïðèíàäëåæàùèå åé ïîëþñà ÊÑ Σ è âñå òå åå
âåðøèíû, êîòîðûå èíöèäåíòíû â Σ ðåáðàì èç E(Σ) \ E(Σ′) ,
è, âîçìîæíî, íåêîòîðûå äðóãèå âåðøèíû. Ïðè òàêîì
îïðåäåëåíèè ïîäñõåìû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ÊÑ
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîé çàìåíû.
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Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ÝÏ êîíòàêòíûõ ñõåì ñ ïîìîùüþ
ñèñòåìû îñíîâíûõ òîæäåñòâ. Íà ðèñ. 7.3a�7.3e ïðèâåäåíû
òîæäåñòâà t7�t11 , êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü
âñïîìîãàòåëüíûìè. Òîæäåñòâî t10 íàçûâàþò èíîãäà
òîæäåñòâîì çàìûêàíèÿ ïî òðàíçèòèâíîñòè, à òîæäåñòâî t11
� ¾ëåììîé¿ î çâåçäå.

Ëåììà 7.1

Èìååò ìåñòî âûâîäèìîñòü {t1 − t5, t
(1)
6 , t

(2)
6 } ⇒| {t7 − t11} .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 7.3: âñïîìîãàòåëüíûå òîæäåñòâà äëÿ ÊÑ



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî âûâîäèìîñòü {t5, t(1)6 } ⇒ t7 äîêàçûâàåòñÿ

ïðèìåíåíèåì òîæäåñòâà t
(1)
6 ê ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà t̂5

(ñì. ðèñ. 7.2b) äëÿ óäàëåíèÿ èç íåå ¾âèñÿ÷åãî¿ öèêëà äëèíû
1 . Âûâîäèìîñòü òîæäåñòâ t8�t11 èç îñíîâíûõ òîæäåñòâ

{t1 − t5, t
(1)
6 , t

(2)
6 } ïîêàçàíà íà ðèñ. 7.4�7.7 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå

Σi è Σ̌i � ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè òîæäåñòâà ti, i ∈ [8, 11] .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 7.4: âûâîä t8

Ðèñ. 7.5: âûâîä t9



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 7.6: âûâîä t10



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 7.7: âûâîä t11



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Îáîáùèì òîæäåñòâà t1�t11 íà ñëó÷àé ÊÑ îò ÁÏ X (n) , ãäå
n ⩾ 2 . Äëÿ êàæäîãî i , i ∈ [1, 2n] , ñîïîñòàâèì ÝÊ âèäà
xσ1
1 · · ·xσn

n , ãäå ν (σ1, . . . , σn) = i− 1 , ìîäåëèðóþùóþ åå

öåïî÷êó I
(n)
i , è ïóñòü

I
(n)
i = Ii, i ∈ [1, 2n] , I = I2n ;

I
(n−1)
i = I ′i, i ∈

[
1, 2n−1

]
, I ′ = I ′2n−1 ;

I
(n−2)
i = I ′′i , i ∈

[
1, 2n−2

]
, I ′′ = I ′′2n−2 .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 7.8: îáîáùåííûå òîæäåñòâà ïîðÿäêà n äëÿ ÊÑ



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ñèñòåìó òîæäåñòâ τ (n) =
{
t
(n)
1 , . . . , t

(n)
11

}
, ãäå t

(n)
1 = t1 , t

(n)
6 �

ñîîòâåòñòâóþùåå îñíîâíîå òîæäåñòâî (ñì. ðèñ. 7.1f), t
(n)
2 �

ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òîæäåñòâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 7.8a,
ãäå Ĩ � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà öåïî÷êè I , à îñòàëüíûå
òîæäåñòâà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7.8b�7.8i, áóäåì íàçûâàòü
ñèñòåìîé îáîáùåííûõ òîæäåñòâ ïîðÿäêà n . Ïðè ýòîì

ñèñòåìà τn =
{
t1, . . . , t5, t

(1)
6 , . . . , t

(n)
6

}
ñ÷èòàåòñÿ ñèñòåìîé

îñíîâíûõ òîæäåñòâ ïîðÿäêà n , à ñèñòåìà âñåõ îñíîâíûõ
òîæäåñòâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç τ∞ .

Ëåììà 7.2

Ïðè n⩾2 èìååò ìåñòî âûâîäèìîñòü τn⇒τ (n) .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îòìåòèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå âûâîäèìîñòè:

{t2} ⇒ t
(n)
2 , {t9} ⇒ t

(n)
9 .

Âûâîäèìîñòü τn ⇒ t
(n)
i , i = 8, 3, 4, 5 , äîêàæåì èíäóêöèåé ïî

n, n ⩾ ni , ãäå n3 = n5 = 1 è n8 = n4 = 2 . Áàçèñ ýòîé

èíäóêöèè ñîñòàâëÿåò òîæäåñòâî ti = t
(ni)
i , i = 8, 3, 4, 5 , à

îáîñíîâàíèå èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà äàåò âûâîäèìîñòü

ïðàâîé ÷àñòè Σ̌
(n)
i òîæäåñòâà t

(n)
i , n > ni , èç åãî ëåâîé ÷àñòè

Σ
(n)
i , ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 7.9�7.12.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûâîäèìîñòè{
t
(n)
2 , t

(n)
5

}
⇒ t

(n)
7 ,

{
t
(n)
7 , t

(n)
5

}
⇒
{
t
(n)
10 , t

(n)
11

}
ïðè n ⩾ 2 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü
äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 (ñì. ðèñ. 7.6, 7.7). Ëåììà äîêàçàíà.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 7.9: âûâîä t
(n)
8



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 7.10: âûâîä t
(n)
3



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 7.11: âûâîä t
(n)
4



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 7.12: âûâîä t
(n)
5



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

§8. Ïîëíîòà ñèñòåìû îñíîâíûõ òîæäåñòâ è

îòñóòñòâèå êîíå÷íîé ïîëíîé ñèñòåìû òîæäåñòâ â

êëàññå êîíòàêòíûõ ñõåì



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äîêàæåì ñíà÷àëà ïîëíîòó ñèñòåìû îñíîâíûõ òîæäåñòâ τ∞
äëÿ ÝÏ ÊÑ. Äëÿ ýòîãî, êàê îáû÷íî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî ñ ïîìîùüþ ÝÏ íà îñíîâå ñèñòåìû τ∞ ïðîèçâîëüíóþ ÊÑ
èç UK ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Íàïîìíèì,
÷òî êàíîíè÷åñêàÿ ÊÑ Σ̂(x1, . . . , xn; a1, . . . , am) , èëè, èíà÷å,
êàíîíè÷åñêàÿ ÊÑ ïîðÿäêà n , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáúåäèíåíèå êàíîíè÷åñêèõ (1, 1)-ÊÑ âèäà

Σ̂ij(x1, . . . , xn; ai, aj) , ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ñîâåðøåííûõ
ÄÍÔ ÔÀË ïðîâîäèìîñòè îò ai ê aj äëÿ âñåõ i è j òàêèõ,
÷òî 1 ⩽ i < j ⩽ m .

Ëþáóþ öåïü I
(n)
i , ãäå i ∈ [1, 2n] , à òàêæå ëþáóþ öåïü,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç I
(n)
i ïåðåñòàíîâêîé êîíòàêòîâ, áóäåì

íàçûâàòü êàíîíè÷åñêîé öåïüþ ïîðÿäêà n .
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Çàìåòèì, ÷òî ÊÑ Σ̂ (x1, . . . , xn; a1, . . . , am) ÿâëÿåòñÿ
êàíîíè÷åñêîé ÊÑ ïîðÿäêà n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) ëþáîé êîíòàêò Σ̂ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé êàíîíè÷åñêîé

öåïè ïîðÿäêà n , ÿâëÿþùåéñÿ ïîäñõåìîé ñõåìû Σ̂ , ïðè÷åì
ïîëþñàìè ýòîé ïîäñõåìû ñëóæàò òîëüêî êîíöåâûå âåðøèíû
äàííîé öåïè;

(2) ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà Σ̂ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé
âåðøèíîé íåêîòîðîé öåïè èç ïóíêòà (1);

(3) â ÊÑ Σ̂ îòñóòñòâóþò ¾âèñÿ÷èå öèêëû¿ (ñì. òîæäåñòâî

t
(n)
6 ) è ¾ïàðàëëåëüíûå¿ öåïè, òî åñòü êàíîíè÷åñêèå öåïè
ïîðÿäêà n èç ïóíêòà (1), êîòîðûå ñîåäèíÿþò îäíè è òå æå
ïîëþñà è ðåàëèçóþò ðàâíûå ÝÊ;

(4) â ÊÑ Σ̂ íåò ñóùåñòâåííûõ òðàíçèòíûõ ïðîâîäèìîñòåé, òî

åñòü íàëè÷èå öåïåé âèäà I
(n)
i , ñîåäèíÿþùèõ ïîëþñ aj ñ

ïîëþñîì ak è ïîëþñ ak ñ ïîëþñîì at (ñì. ðèñ. 8.1a), âëå÷åò
íàëè÷èå öåïè òàêîãî æå âèäà, ñîåäèíÿþùåé ïîëþñ aj ñ
ïîëþñîì at (ñì. ðèñ. 8.1b).
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Ðèñ. 8.1: ê ñâîéñòâó (4) ÊÑ êàíîíè÷åñêîãî âèäà
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Ëåììà 8.1

Äëÿ ëþáîé ÊÑ Σ , ãäå Σ ∈ UK è Σ =
= Σ(x1, . . . , xn; a1, . . . , am), è ëþáîé ýêâèâàëåíòíîé Σ ÊÑ

Σ̂ (x1, . . . , xn; a1, . . . , am) êàíîíè÷åñêîãî âèäà ñóùåñòâóåò

ÝÏ Σ ⇒
τn

Σ̂ .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîñòðîèì ÝÏ âèäà

Σ ⇒
τn

Σ1 ⇒
τn

Σ2 ⇒
τn

Σ3 ⇒
τn

Σ4 = Σ̂,

ãäå ÊÑ Σi, i = 1, 2, 3, 4 , îáëàäàåò îòìå÷åííûìè âûøå
ñâîéñòâàìè (1), . . . , (i) , îòëè÷àþùèìè êàíîíè÷åñêèå ÊÑ.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïåðâîå èç ýòèõ ÝÏ èìååò âèä

Σ ⇒
t
(n)
4

Σ1

è ñâÿçàíî ñ ïðèìåíåíèåì ê êàæäîìó êîíòàêòó òîæäåñòâà

t
(n)
4 .
Ñóùåñòâîâàíèå ÝÏ

Σ1 ⇒{
t
(n)
6 , t

(n)
11 , t

(n)
9 , t

(n)
3 , t

(n)
1

} Σ2 (8.1)

äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó òåõ âíóòðåííèõ âåðøèí ÊÑ
Σ1 , êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè âåðøèíàìè åå
êàíîíè÷åñêèõ öåïåé. Áàçèñ èíäóêöèè ñîñòàâëÿþò ñõåìû Σ1 ,
êîòîðûå íå èìåþò óêàçàííûõ âåðøèí è äëÿ êîòîðûõ,
ñëåäîâàòåëüíî, Σ2 = Σ1 .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïóñòü òåïåðü ÊÑ Σ1 èìååò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó
óêàçàííîãî âèäà è ïóñòü v � îäíà èç òàêèõ âåðøèí. Óäàëèì

ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà t
(n)
6 âñå ïðèñîåäèíåííûå ê v

¾âèñÿ÷èå¿ öèêëû è ðàññìîòðèì âñå îñòàëüíûå öåïè
C1, . . . , Cq , êîíöåâîé âåðøèíîé êîòîðûõ îíà ÿâëÿåòñÿ
(ñì. ðèñ. 8.2a). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

a1 = 1 < a2 < · · · < ap < ap+1 = q + 1

è ëþáîãî j, j ∈ [1, p] , öåïè Caj , . . . , Caj+1−1 ÿâëÿþòñÿ öåïÿìè

òèïà I
(n)
ij

= Iij , ãäå i1, . . . , ip � ðàçëè÷íûå ÷èñëà îòðåçêà

[1, 2n] . Ïðèìåíÿÿ ê êàæäîé èç ýòèõ p ãðóïï öåïåé îäíîãî

òèïà òîæäåñòâî t
(n)
11 , ïîëó÷èì ÊÑ Σ′

1 , â êîòîðîé èç âåðøèíû
v âûõîäèò ïî îäíîé öåïè êàæäîãî òèïà Iij , j ∈ [1, p] (ñì.
ðèñ. 8.2b).
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïóñòü, äàëåå, ÊÑ Σ′′
1 ïîëó÷àåòñÿ èç ÊÑ Σ′

1 ïðèñîåäèíåíèåì

ê âåðøèíå v ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà t
(n)
9 ¾âèñÿ÷èõ¿ öåïåé

Cp+1, . . . , C2n âñåõ îòñóòñòâóþùèõ ñðåäè Ii1 , . . . , Iip òèïîâ
(ñì. ðèñ. 8.2c), à ÊÑ Σ′′′

1 ïîëó÷àåòñÿ èç ÊÑ Σ′′
1 â ðåçóëüòàòå

óäàëåíèÿ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà t
(n)
3 âåðøèíû v âìåñòå ñî

âñåìè ¾èíöèäåíòíûìè¿ åé öåïÿìè è óñòðàíåíèÿ ñ ïîìîùüþ
òîæäåñòâà t1 îáðàçîâàâøèõñÿ ïðè ýòîì èçîëèðîâàííûõ
âåðøèí � êîíöåâûõ âåðøèí öåïåé Cp+1, . . . , C2n

(ñì. ðèñ. 8.2d). Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ ÊÑ
Σ′′′ ñóùåñòâóåò ÝÏ âèäà

Σ′′′ ⇒{
t
(n)
6 , t

(n)
11 , t

(n)
9 , t

(n)
3 , t

(n)
1

} Σ2

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ÊÑ Σ1 ñóùåñòâóåò ÝÏ (8.1).
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Ðèñ. 8.2: ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 8.1
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïåðåõîä îò ÊÑ Σ2 ê ÊÑ Σ3 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

òîæäåñòâ t
(n)
6 è t

(n)
7 , à îò ÊÑ Σ2 ê ÊÑ Σ3 � ñ ïîìîùüþ

òîæäåñòâ t
(n)
10 .

Ëåììà äîêàçàíà. □
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Òåîðåìà 8.1

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ÊÑ Σ′ è Σ′′ îò ÁÏ
x1, . . . , xn ñóùåñòâóåò ÝÏ âèäà Σ′ ⇒

τn
Σ′′ .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Σ̂′ è Σ̂′′ � êàíîíè÷åñêèå ÊÑ îò ÁÏ x1, . . . , xn ,
ýêâèâàëåíòíûå ÊÑ Σ′ è Σ′′ ñîîòâåòñòâåííî. Èç îïðåäåëåíèé
ñëåäóåò, ÷òî Σ̂′ ⇒

t
(n)
2

Σ̂′′ , è ïîýòîìó, â ñèëó ëåììû 8.1,

ñóùåñòâóåò ÝÏ âèäà

Σ′ ⇒
τn

Σ̂′ ⇒
t
(n)
2

Σ̂′′ ⇒
τn

Σ′′.

Òåîðåìà äîêàçàíà.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ñëåäñòâèå 1

Ñèñòåìà τn ÿâëÿåòñÿ ÊÏÑÒ äëÿ ÝÏ ÊÑ èç UK îò ÁÏ
x1, . . . , xn .

Ñëåäñòâèå 2

Ñèñòåìà τ∞ ÿâëÿåòñÿ ÏÑÒ äëÿ ÝÏ ÊÑ èç UK .
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Äîêàæåì òåïåðü îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå UK . Äëÿ ÊÑ Σ
îò ÁÏ x1, . . . , xn è íàáîðà α, α ∈ Bn , îïðåäåëèì âåëè÷èíó

Θ(Σ, α) = |E (Σ|α)| − |V (Σ|α)|+ |c (Σ|α)| ,

êîòîðàÿ çàäàåò öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà Σ|α .
Ïîëîæèì, äàëåå,

Θ(Σ) =
∑
α∈Bn

Θ(Σ, α) .

Ëåììà 8.2

Åñëè Σ′ (x1, . . . , xn) ⇒
{t1−t5}

Σ′′ (x1, . . . , xn) , òî

Θ(Σ′) = Θ (Σ′′), à åñëè Σ′ ⇒
τk

Σ′′ , ãäå k < n , òî

Θ(Σ′)−Θ(Σ′′) äåëèòñÿ íà 2n−k .
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Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàæåì, ÷òî Θ(Σ′)=Θ(Σ′′) , åñëè Σ′−→
ti
Σ′′ äëÿ ëþáîãî i èç

îòðåçêà [1, 5] . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ÊÑ Σ′′ ïîëó÷àåòñÿ èç

ÊÑ Σ′ çàìåíîé åå ïîäñõåìû Σ̂′
i , êîòîðàÿ èìååò âèä ëåâîé

÷àñòè òîæäåñòâà ti , íà ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ïðàâóþ ÷àñòü
Σ̂′′
i ýòîãî òîæäåñòâà. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî

i, i ∈ [1, 5] , ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ãðàôîâ Σ′|α
è Σ′′|α îäèíàêîâî ïðè âñåõ α , α ∈ Bn , è, ñëåäîâàòåëüíî,
Θ(Σ′) = Θ (Σ′′) .
Ïóñòü òåïåðü Σ′ ⇒

τk
Σ′′ , ïðè÷åì k < n . Åñëè ÊÑ Σ′ ñîäåðæèò

â êà÷åñòâå ïîäñõåìû öèêë èç k êîíòàêòîâ ñ îäíèì ïîëþñîì,
òî ÊÑ Σ′′ ñîäåðæèò âìåñòî íåãî îäèí ëèøü ïîëþñ.
Ðàññìîòðèì öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ñåòè Σ′|α äëÿ
ðàçëè÷íûõ α, α ∈ Bn .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Åñëè öèêë óêàçàííîãî âèäà â ÊÑ Σ′ ñîäåðæèò êîíòàêòû,
ïîìå÷åííûå ðàçëè÷íûìè áóêâàìè îäíîé è òîé æå ÁÏ, òî,
î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî α, α ∈ Bn , Θ(Σ′)−Θ(Σ′′) = 0 . Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïóñòü xj1 , . . . , xjm � âñå ðàçëè÷íûå ÁÏ,
âñòðå÷àþùèåñÿ ñðåäè ïîìåòîê óêàçàííîãî öèêëà, ïðè÷åì
m ⩽ k . Çàìåòèì, ÷òî åñëè öèêë ïðîâîäèò íà íàáîðå
α, α ∈ Bn , òî îí ïðîâîäèò è íà âñåõ 2n−m íàáîðàõ, â
êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñ èíäåêñàìè j1, . . . , jm
ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ
íàáîðà α . Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü

Θ
(
Σ′)−Θ

(
Σ′′) = ∑

α=(α1,...,αn)

(
Θ
(
Σ′|α

)
−Θ

(
Σ′′|α

))
äåëèòñÿ íà 2n−m è, ñëåäîâàòåëüíî, äåëèòñÿ íà 2n−k

Ëåììà äîêàçàíà. □
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Òåîðåìà 8.2

Â êëàññå UK íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîé ïîëíîé ñèñòåìû
òîæäåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü τ � ÊÏÑÒ
äëÿ ÝÏ ÊÑ UK , è ïóñòü n � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÁÏ,
âñòðå÷àþùèõñÿ â òîæäåñòâàõ ñèñòåìû τ . Òîãäà τn ⇒ τ è τn
� ÊÏÑÒ äëÿ UK . Äîêàæåì, ÷òî τn ̸⇒ t

(n+1)
6 . Äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì ÊÑ Σ′ , ñîñòîÿùóþ èç ïðîñòîãî öèêëà äëèíû
(n+ 1) , ñîäåðæàùåãî êîíòàêòû ñ ïîìåòêàìè xi, i ∈ [1, n+ 1] ,
è èìåþùóþ åäèíñòâåííûé ïîëþñ ñ ïîìåòêîé 1 , êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ ëåâîé ÷àñòüþ òîæäåñòâà t
(n+1)
6 .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Î÷åâèäíî, ÷òî åé ýêâèâàëåíòíà ÊÑ Σ′′ , ñîäåðæàùàÿ
èçîëèðîâàííûé ïîëþñ 1 , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ

òîæäåñòâà t
(n+1)
6 . Åñëè τn ⇒ t

(n+1)
6 , òî Σ′ ⇒

τn
Σ′′ . Ñîãëàñíî

äàííûì âûøå îïðåäåëåíèÿì, Θ(Σ′) = 1, Θ(Σ′′) = 0 è
ðàçíîñòü Θ(Σ′)−Θ(Σ′′) = 1 íå äåëèòñÿ íà 2 , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ ëåììû 8.2. Òàêèì îáðàçîì,

òîæäåñòâî t
(n+1)
6 íå âûâîäèòñÿ èç ñèñòåìû τn , à çíà÷èò, è èç

ñèñòåìû τ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî τ íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ÊÏÑÒ
äëÿ ÝÏ ÊÑ èç êëàññà UK .
Òåîðåìà äîêàçàíà. □
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§ 9. Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè è åå êîððåêòíîñòü
äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ñõåì. Ðàçäåëèòåëüíûå

êîíòàêòíûå ñõåìû è ëåììà Øåííîíà
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Â îñíîâå áîëüøèíñòâà ñòðóêòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñõåì
ëåæèò ðÿä îïåðàöèé, êîòîðûå îáîáùàþò îïåðàöèþ
ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ñëîæíûõ ñõåì èç áîëåå ïðîñòûõ. Áàçèñîì òàêèõ ïîñòðîåíèé
ÿâëÿåòñÿ îáû÷íî ñõåìà èç îäíîé èçîëèðîâàííîé âåðøèíû,
ÿâëÿþùåéñÿ åå âõîäîì. Óêàçàííàÿ âåðøèíà íàçûâàåòñÿ
òîæäåñòâåííîé âåðøèíîé êðàòíîñòè k, k ⩾ 0 , åñëè îíà
îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ k -êðàòíûì âûõîäîì äàííîé ñõåìû.
Ïðè ýòîì êðàòíîñòü îäèí, êàê ïðàâèëî, íå óêàçûâàåòñÿ, à
òîæäåñòâåííàÿ âåðøèíà êðàòíîñòè 0 ñ÷èòàåòñÿ ôèêòèâíîé.
Ïðîñòåéøèìè âèäàìè ñóïåðïîçèöèè ñõåì ÿâëÿþòñÿ: 1)
îïåðàöèÿ ïåðåèìåíîâàíèÿ âõîäîâ ñõåìû ñ âîçìîæíûì èõ
îòîæäåñòâëåíèåì; 2) îïåðàöèÿ ïåðåèìåíîâàíèÿ âûõîäîâ
ñõåìû ñ âîçìîæíûì èõ äóáëèðîâàíèåì èëè ñíÿòèåì; 3)
îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ ñõåì, íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí è
îáùèõ âõîä-âûõîäíûõ ïîìåòîê, ïîíèìàåìàÿ, êàê îáû÷íîå
îáúåäèíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôîâ.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà Σ èìååò âèä Σ = Σ′′(Σ′) , òî åñòü
ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ñõåì Σ′′ è Σ′ áåç îáùèõ âåðøèí è
âõîä-âûõîäíûõ ïîìåòîê, åñëè îíà ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
îáúåäèíåíèÿ ýòèõ ñõåì è ïðèñîåäèíåíèÿ (÷àñòè) âõîäîâ
ñõåìû Σ′′ ê (íåêîòîðûì) âûõîäàì ñõåìû Σ′ . Óêàçàííàÿ
ñóïåðïîçèöèÿ ñ÷èòàåòñÿ áåñïîâòîðíîé, åñëè ðàçëè÷íûå
âõîäû Σ′′ ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê ðàçëè÷íûì âûõîäíûì
âåðøèíàì Σ′ . Ñóïåðïîçèöèÿ âèäà Σ = Σ′′(Σ′) íàçûâàåòñÿ
ñòûêîâêîé, åñëè ÷èñëî âõîäîâ ñõåìû Σ′′ ðàâíî ÷èñëó
âûõîäîâ ñõåìû Σ′ è êàæäûé âõîä Σ′′ ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê
âûõîäó Σ′ ñ òåì æå íîìåðîì.
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Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ ñõåì è ïåðåèìåíîâàíèÿ
èõ âõîäîâ (âûõîäîâ) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ââåäåííîé
îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îáúåäèíåíèÿ
ñõåì ýòî î÷åâèäíî, à ëþáîå ïåðåèìåíîâàíèå âûõîäîâ (âõîäîâ)
ñõåìû Σ ìîæíî çàäàòü ñóïåðïîçèöèåé âèäà Σ′′

2(Σ
′′
1(Σ))

(ñîîòâåòñòâåííî Σ(Σ′
1(Σ

′
2))), ãäå ñõåìû Σ′

i è Σ′′
i , i = 1, 2 ,

ñîñòîÿò èç òîæäåñòâåííûõ âåðøèí ðàçëè÷íîé êðàòíîñòè.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ îáùåãî âèäà Σ = Σ′′(Σ′)

âñåãäà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñòûêîâêå âèäà Σ = Σ̂′′(Σ̂′) , ãäå

ñõåìû Σ̂′ è Σ̂′′ ïîëó÷àþòñÿ èç ñõåì Σ′ è Σ′′ ñîîòâåòñòâåííî
äîáàâëåíèåì òîæäåñòâåííûõ âåðøèí è ïåðåèìåíîâàíèåì
âûõîäîâ. Ñòûêîâêà âèäà Σ = Σ′′(Σ′) , â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò

áûòü ñâåäåíà ê áåñïîâòîðíîé ñòûêîâêå âèäà Σ = Σ̂′′(Σ̂′) , ãäå

ñõåìû Σ̂′ è Σ̂′′ ïîëó÷àþòñÿ èç ñõåì Σ′ è Σ′′ ñíÿòèåì
âûõîäîâ è îòîæäåñòâëåíèåì âõîäîâ ñîîòâåòñòâåííî.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äëÿ ñóïåðïîçèöèè ñõåì âèäà Σ = Σ′′(Σ′) õàðàêòåðíî, êàê
ïðàâèëî, òî, ÷òî ñõåìà Σ ðåàëèçóåò ôóíêöèè, ïîëó÷àþùèåñÿ
â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäñòàíîâêè (âñåõ èëè ÷àñòè)
ôóíêöèé, ðåàëèçîâàííûõ ñõåìîé Σ′ âìåñòî (âñåõ èëè ÷àñòè)
âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ñõåìû Σ′′ . Â ñëó÷àå ñòûêîâêè,
íàïðèìåð, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñõåìà Σ ðåàëèçóåò íàáîð
ôóíêöèé âèäà F′′(F′) , ãäå F′′ è F′ � íàáîðû ôóíêöèé,
ðåàëèçîâàííûå ñõåìàìè Σ′′ è Σ′ ñîîòâåòñòâåííî.
Ñóïåðïîçèöèÿ Σ = Σ′′(Σ′) ñ÷èòàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ñõåìà
Σ îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì, è êîððåêòíîé, åñëè, êðîìå
òîãî, â ëþáîé âåðøèíå Σ , êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò âûõîäíîé
âåðøèíå Σ′ , ðåàëèçóåòñÿ òà æå ñàìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî è â Σ′ .
Çàìåòèì, ÷òî ïðàâèëüíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ âèäà Σ′′(Σ′)
àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè êðàòíîñòü ëþáîé
âûõîäíîé âåðøèíû Σ′ áîëüøå ÷èñëà ïðèñîåäèíÿåìûõ ê íåé
âõîäîâ Σ′′ . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè
çðåíèÿ êîððåêòíîñòü ñóïåðïîçèöèè âèäà Σ′′(Σ′) ïîçâîëÿåò
îäíîâðåìåííî èñïîëüçîâàòü âûõîäû Σ′ â äðóãèõ
ñóïåðïîçèöèÿõ.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ ÑÔÝ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â
ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè
ñóïåðïîçèöèè, íà êàæäîì øàãå êîòîðîé ïðîèñõîäèò
äóáëèðîâàíèå âûõîäà èëè ïðèñîåäèíåíèå îäíîãî ÔÝ ê
âûõîäàì ÑÔÝ, ïåðâîíà÷àëüíî ñîñòîÿùåé èç òîæäåñòâåííûõ
âåðøèí.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 9.1: ïðèìåð ñóïåðïîçèöèè ÑÔÝ



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Íà ðèñ. 9.1a ïîêàçàíà ÑÔÝ Σ⊕
2 , èìåþùàÿ ñëîæíîñòü 4 è

ðåàëèçóþùàÿ ÔÀË x1 ⊕ x2 , à íà ðèñ. 9.1b � ÑÔÝ Σ⊕
q , q ⩾ 3 ,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ¾ïîñëåäîâàòåëüíîé¿
ñóïåðïîçèöèè (q − 1) ñõåì Σ⊕

2 è ðåàëèçóåò ÔÀË
ℓq(x1, . . . , xq) ñî ñëîæíîñòüþ 4q − 4 .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äëÿ ñóïåðïîçèöèé ñåòåé èëè ÊÑ. Èç
ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà áóäåì äîïóñêàòü íàëè÷èå â ÊÑ
îðèåíòèðîâàííûõ (íåîðèåíòèðîâàííûõ) ðåáåð áåç ïîìåòîê,
êîòîðûå ïðîâîäÿò ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùèõ
âõîäíûõ ÁÏ â óêàçàííîì (ñîîòâåòñòâåííî â ëþáîì)
íàïðàâëåíèè è íàçûâàþòñÿ âåíòèëÿìè (ñîîòâåòñòâåííî
ïðîâîäíèêàìè). Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî ñåòè ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ÊÑ è ðåàëèçóþò ñâîè ìàòðèöû
äîñòèæèìîñòè, ñîñòîÿùèå èç êîíñòàíòíûõ ÔÀË.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè ÊÑ è âñå åå ÷àñòíûå ñëó÷àè
îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Ïðè ýòîì ïîìåòêàìè
âõîäîâ è âûõîäîâ ÊÑ, â îòëè÷èå îò ÑÔÝ, íå îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå, à ÁÏ, óïðàâëÿþùèå ïðîâîäèìîñòüþ
êîíòàêòîâ ÊÑ, íèêàê íå ñâÿçàíû ñ åå âõîäàìè.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà âõîäîâ (âûõîäîâ) ÊÑ
ïîðîæäàåò â ðåàëèçóåìîé åþ ìàòðèöå òàêóþ æå
ïåðåñòàíîâêó ñâÿçàííûõ ñ íèìè ñòðîê (ñîîòâåòñòâåííî
ñòîëáöîâ), à ñíÿòèå (äóáëèðîâàíèå) âûõîäîâ ýòîé ÊÑ �
óäàëåíèå (ñîîòâåòñòâåííî äîáàâëåíèå) ñâÿçàíûõ ñ íèìè
ñòîëáöîâ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÊÑ Σ , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì ÊÑ Σ′ è Σ′′ , ðåàëèçóþùèõ ìàòðèöû F ′ è F ′′

ñîîòâåòñòâåííî, ðåàëèçóåò ìàòðèöó F âèäà1:

F =
F ′ 0
0 F ′′

1Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íîìåð ëþáîãî âõîäà (âûõîäà) ÊÑ Σ′ ìåíüøå
íîìåðà ëþáîãî âõîäà (ñîîòâåòñòâåííî âûõîäà) ÊÑ Σ′′ â ÊÑ Σ , à
âíóòðåííÿÿ óïîðÿäî÷åííîñòü ïîëþñîâ ÊÑ Σ′ è Σ′′ â ÊÑ Σ
ñîõðàíÿåòñÿ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðîèñõîäèò íåîáõîäèìàÿ
ïåðåñòàíîâêà âõîäîâ è âûõîäîâ ÊÑ Σ .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Îáðàòèìñÿ, äàëåå, ê îñîáåííîñòÿì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÊÑ,
ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé
ñóïåðïîçèöèè îáùåãî âèäà. Íàïîìíèì, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ
îáùåãî âèäà ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âûïîëíåíèþ
îïåðàöèé ïåðåèìåíîâàíèÿ âûõîäîâ, äîáàâëåíèÿ
òîæäåñòâåííûõ âåðøèí è ñòûêîâêè. Ïðè ýòîì ñòûêîâêà, â
ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê ñíÿòèþ âûõîäîâ, îòîæäåñòâëåíèþ
âõîäîâ è áåñïîâòîðíîé ñòûêîâêå.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ðèñ. 9.2: ïðîâîäÿùèå è âåíòèëüíàÿ çâåçäû ïîðÿäêà p



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðâûõ p âõîäîâ
ÊÑ Σ ýêâèâàëåíòåí ðåçóëüòàòó ñòûêîâêè âèäà Σ (Σ′) , à
ðåçóëüòàò p-êðàòíîãî äóáëèðîâàíèÿ ïåðâîãî âûõîäà ÊÑ Σ �
ðåçóëüòàòó ñòûêîâêè Σ′′ (Σ) , ãäå ÊÑ Σ′ , Σ′′ ñîñòîÿò èç
(1, p)-ïðîâîäÿùåé çâåçäû (ñì. ðèñ. 9.2a, a � âõîä) è
òîæäåñòâåííûõ âåðøèí. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñòûêîâêà âèäà
Σ̂(Σ) , ãäå ÊÑ Σ̂ ñîñòîèò èç (p, 1)-ïðîâîäÿùåé çâåçäû (ñì.
ðèñ. 9.2b, a � âûõîä) è òîæäåñòâåííûõ âåðøèí,
ñîîòâåòñòâóåò îòîæäåñòâëåíèþ ïåðâûõ p âûõîäîâ ÊÑ Σ .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïðàâèëàìè ñòûêîâêà
(ñóïåðïîçèöèÿ) ÊÑ âèäà Σ = Σ′′ (Σ′) íàçûâàåòñÿ2

ïðàâèëüíîé, åñëè äëÿ ìàòðèö F , F ′ è F ′′ , ðåàëèçóåìûõ ÊÑ
Σ , Σ′ è Σ′′ ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F = F ′ · F ′′. (9.1)

Óêàçàííàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ñ÷èòàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè, êðîìå
òîãî, â âûõîäíûõ âåðøèíàõ ïîäñõåìû Σ′ ñõåìû Σ
ðåàëèçóþòñÿ òå æå ñàìûå ñòîëáöû ÔÀË, ÷òî è â ñàìîé ñõåìå
Σ . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëüíîñòü è
êîððåêòíîñòü ñóïåðïîçèöèè ÊÑ íà çàäàííîì íàáîðå
çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ÁÏ.

2Ýòî îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò ¾îáû÷íîìó¿ îïðåäåëåíèþ êîððåêò-
íîé ñóïåðïîçèöèè â ðàìêàõ ìîäåëè òàê íàçûâàåìûõ ïðåîáðàçóþùèõ ÊÑ.



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîé ñòûêîâêå (1, p)-ÊÑ è
(p, 1)-ÊÑ, ðåàëèçóþùèõ ñòðîêó è ñòîëáåö èç ÔÀË(
f ′1, . . . , f

′
p

)
è
(
f ′′1 , . . . , f

′′
p

)
ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåòñÿ

(1, 1)-ÊÑ, ðåàëèçóþùàÿ ÔÀË f ′1f
′′
1 ∨ · · · ∨ f ′pf ′′p , ïðè

ïðàâèëüíîì îòîæäåñòâëåíèè âõîäîâ (âûõîäîâ) ÊÑ â
ðåàëèçóåìîé åþ ìàòðèöå ïðîèñõîäèò ïîðàçðÿäíàÿ
äèçúþíêöèÿ òåõ ñòðîê (ñîîòâåòñòâåííî ñòîëáöîâ), êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò îòîæäåñòâëåííûì âõîäàì (ñîîòâåòñòâåííî
âûõîäàì) è ò. ï.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïåðàöèÿ ïåðåèìåíîâàíèÿ âõîäîâ
(âûõîäîâ) ÊÑ áåç îòîæäåñòâëåíèÿ, îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ
ÊÑ, à òàêæå îïåðàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ
(1, 1)-ÊÑ êîððåêòíû â ëþáîì ñëó÷àå. Â òî æå âðåìÿ
ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå (1, 1)-ÊÑ, ïðè êîòîðîì ñíà÷àëà
îòîæäåñòâëÿþòñÿ âõîäû, à çàòåì âûõîäû ñîåäèíÿåìûõ ÊÑ,
íå ÿâëÿåòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå, êîððåêòíîé îïåðàöèåé
ñóïåðïîçèöèè, õîòÿ ÿâëÿåòñÿ ïðè ýòîì ïðàâèëüíîé
ñóïåðïîçèöèåé, òàê êàê ïîëó÷åííàÿ ÊÑ ðåàëèçóåò
äèçúþíêöèþ ÔÀË, ðåàëèçóåìûõ èñõîäíûìè ÊÑ. Çàìåòèì,
÷òî êîððåêòíîå äèçúþíêòèðîâàíèå âûõîäíûõ ÔÀË ìîæíî
îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ ñòûêîâêè èñõîäíîé ÊÑ ñ âåíòèëüíîé
çâåçäîé (ñì. ðèñ. 9.2c).
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Ñõåìà íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèòåëüíîé ïî âõîäàì (âûõîäàì),
åñëè ÔÀË ïðîâîäèìîñòè ìåæäó ëþáûìè åå ðàçëè÷íûìè
âõîäàìè (ñîîòâåòñòâåííî âûõîäàìè) ðàâíà 0 . Òàê
(p, 1)-ñõåìà Σ′′ = Σ′′ (y1, . . . , yp; z1) , ïîêàçàííàÿ íà ðèñóíêå
9.2c, ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëèòåëüíîé ïî âõîäàì ñõåìîé, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ âåíòèëüíîé çâåçäîé ïîðÿäêà p . Ïðèìåðîì
ðàçäåëèòåëüíîé ïî âûõîäàì (âõîäàì) ÊÑ ìîæåò ñëóæèòü
(1, 2n) (ñîîòâåòñòâåííî (2n, 1)) êîíòàêòíîå äåðåâî ïîðÿäêà n
(ñì. ðèñ. 6.4). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÊÑ Σ îò ÁÏ x1, . . . , xn
ðàçäåëèòåëüíà íà íàáîðå α = (α1, . . . , αn) çíà÷åíèé ýòèõ ÁÏ,
åñëè ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçäåëèòåëüíîñòüþ îáëàäàåò ñåòü Σ|α .



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîé
ëåììû Øåííîíà.

Ëåììà 9.1

Ïóñòü ÊÑ Σ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñòûêîâêè âèäà
Σ = Σ′′ (Σ′), à F , F ′ è F ′′ � ìàòðèöû, ðåàëèçóåìûå ÊÑ Σ ,
Σ′ è Σ′′ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

F ⩾ F ′ · F ′′, (9.2)

à åñëè ÊÑ Σ′′ ðàçäåëèòåëüíà ïî âõîäàì èëè ÊÑ Σ′

ðàçäåëèòåëüíà ïî âûõîäàì, òî

F = F ′ · F ′′. (9.3)



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ÊÑ Σ ÿâëÿåòñÿ ñíà÷àëà ðåçóëüòàòîì áåñïîâòîðíîé
ñòûêîâêè (p, q)-ÊÑ Σ′ è (q, s)-ÊÑ Σ′′ îò ÁÏ x1, . . . , xn .
Ïóñòü, êðîìå òîãî, v′ (v′′ ) � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ÊÑ Σ′

(ñîîòâåòñòâåííî Σ′′ ), à ÔÀË f ′j (ñîîòâåòñòâåííî f ′′j ),

j ∈ [1, q] , � ÔÀË ïðîâîäèìîñòè îò âåðøèíû v′ ê j -ìó
âûõîäó â ÊÑ Σ′ (ñîîòâåòñòâåííî îò j -ãî âõîäà ê âåðøèíå v′′

â ÊÑ Σ′′ ). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ÔÀË f � ÔÀË ïðîâîäèìîñòè
îò âåðøèíû v′ ê âåðøèíå v′′ â ÊÑ Σ , � ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

f (x1, . . . , xn) ⩾ f ′1 · f ′′1 ∨ · · · ∨ f ′q · f ′′q , (9.4)

êîòîðîå ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî

f (x1, . . . , xn) = f ′1 · f ′′1 ∨ · · · ∨ f ′q · f ′′q , (9.5)

åñëè ÊÑ Σ′ ðàçäåëèòåëüíà ïî âûõîäàì èëè ÊÑ Σ′′

ðàçäåëèòåëüíà ïî âõîäàì.
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Ðèñ. 9.3: ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 9.1
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü aj , j ∈ [1, q] , � âåðøèíà ÊÑ Σ ,
êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèñîåäèíåíèÿ j -ãî âõîäà
ÊÑ Σ′′ ê j -ìó âûõîäó ÊÑ Σ′ (ñì. ðèñ. 9.3a). Ñïðàâåäëèâîñòü
íåðàâåíñòâà (9.4) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îïèñûâàåò ¾ñóììàðíóþ¿ ïðîâîäèìîñòü òåõ (v′ − v′′)-öåïåé
ÊÑ Σ , êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíû a1, . . . , aq ðîâíî
îäèí ðàç (ñì. ðèñ. 9.3a). Ëþáàÿ äðóãàÿ (v′ − v′′)-öåïü ÊÑ Σ
ïðîõîäèò ÷åðåç óêàçàííûå âåðøèíû íå ìåíüøå òðåõ ðàç
(ñì. ðèñ. 9.3b) è â ñëó÷àå ðàçäåëèòåëüíîñòè ÊÑ Σ′ ïî
âûõîäàì èëè ðàçäåëèòåëüíîñòè ÊÑ Σ′′ ïî âõîäàì èìååò
íóëåâóþ ïðîâîäèìîñòü.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Èç (9.4) è (9.5) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò (9.2) è (9.3) ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðè v′ = a′i è v′′ = a′′j , ãäå i ∈ [1, p] è
j ∈ [1, s] , ëåâàÿ (ïðàâàÿ) ÷àñòü ýòèõ ñîîòíîøåíèé ðàâíà
ýëåìåíòó ìàòðèöû F (ñîîòâåòñòâåííî F ′ · F ′′ ),
ðàñïîëîæåííîìó â i-é ñòðîêå è j -ì ñòîëáöå.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïóñòü òåïåðü ÊÑ Σ ïîëó÷àåòñÿ èç ÊÑ Σ′′ â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè îòîæäåñòâëåíèÿ âõîäîâ, òî åñòü Σ
ýêâèâàëåíòíà áåñïîâòîðíîé ñòûêîâêå âèäà Σ′′ (Σ′) , ãäå ÊÑ
Σ′ ñîñòîèò èç ïðîâîäÿùåé çâåçäû è òîæäåñòâåííûõ âåðøèí.
Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (9.2) èìååò âèä F ⩾ F̂ ′′ , ãäå

ìàòðèöà F̂ ′′ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû F ′′ â ðåçóëüòàòå
ïîðàçðÿäíîé äèçúþíêöèè ñòðîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ
îòîæäåñòâëÿåìûì âõîäàì ÊÑ Σ′′ , è ïî-ïðåæíåìó ïåðåõîäèò
â ðàâåíñòâî, åñëè ÊÑ Σ′′ ðàçäåëèòåëüíà ïî âõîäàì. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå, êðîìå òîãî, èç àíàëîãè÷íîãî ðàâåíñòâà,
ñâÿçàííîãî ñ ÊÑ Σ̃′′ , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ÊÑ Σ′′ â
ðåçóëüòàòå îáúÿâëåíèÿ åå âõîäîâ âõîäàìè è, îäíîâðåìåííî,
âûõîäàìè Σ̃′′ , ñëåäóåò ðàçäåëèòåëüíîñòü ÊÑ Σ ïî âõîäàì.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ñòûêîâêà îáùåãî âèäà Σ = Σ′′ (Σ′)
ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âûïîëíåíèþ îòîæäåñòâëåíèÿ
âõîäîâ âèäà Σ̂′′ = Σ′′ (Σ̌′′) è áåñïîâòîðíîé ñòûêîâêè âèäà
Σ = Σ̂′′(Σ̂′) , ãäå ÊÑ Σ̌′′ ñîñòîèò èç ïðîâîäÿùåé çâåçäû è
òîæäåñòâåííûõ âåðøèí, à ÊÑ Σ̂′ ïîëó÷àåòñÿ èç ÊÑ Σ′

ñíÿòèåì íåêîòîðûõ âûõîäîâ. Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî (9.2) (â
ñëó÷àå ðàçäåëèòåëüíîñòè ÊÑ Σ′′ ïî âõîäàì ðàâåíñòâî (9.3))
äëÿ ÊÑ Σ , Σ′ , Σ′′ âûòåêàåò èç óñòàíîâëåííûõ âûøå
àíàëîãè÷íûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ÊÑ Σ̂′′ , Σ̌′′ , Σ′′ è ÊÑ Σ , Σ̂′ ,
Σ̂′′ â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ñëó÷àé
ðàçäåëèòåëüíîñòè ÊÑ Σ′ ïî âûõîäàì ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.
Ëåììà äîêàçàíà. □



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Ôîðìóëû, èõ îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ÑÔÝ, îöåíêà ÷èñëà ôîðìóë è ñõåì Ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå òîæäåñòâ Êîíòàêòíûå ñõåìû è π -ñõåìû, îöåíêà èõ ÷èñëà Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì Îòñóòñòâèå ÊÏÑÒ â êëàññå ÊÑ Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ëåììà Øåííîíà Êàñêàäíûå ñõåìû

Ñëåäñòâèå 1

Â ñëó÷àå ðàçäåëèòåëüíîñòè ÊÑ Σ′′ ïî âõîäàì â êàæäîé
âåðøèíå ÊÑ Σ , Σ = Σ′′ (Σ′), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
âûõîäó ÊÑ Σ′ , ðåàëèçóåòñÿ òîò æå ñàìûé ñòîëáåö ÔÀË,
÷òî è â ÊÑ Σ′ , òî åñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóïåðïîçèöèÿ
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ v′ = a′i è v′′ = aj , ãäå i ∈ [1, p] , à
j ∈ [1, q] , èç (9.5) ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî f = f ′j .
Ñëó÷àé ñòûêîâêè îáùåãî âèäà ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 2

Ðàâåíñòâî (9.3) âûïîëíÿåòñÿ íà ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé
ÁÏ, íà êîòîðîì ÊÑ Σ′′ ðàçäåëèòåëüíà ïî âõîäàì èëè ÊÑ Σ′

ðàçäåëèòåëüíà ïî âûõîäàì.
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§ 10. Êàñêàäíûå êîíòàêòíûå ñõåìû è ÑÔÝ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñïåöèàëüíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé
êîððåêòíîé ñóïåðïîçèöèè ÊÑ (ñì. §9 ÷àñòè 2) � îïåðàöèþ
ïðèñîåäèíåíèÿ îäíîãî èëè äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ
êîíòàêòîâ, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü
(1,m)-ÊÑ Σ ïîëó÷àåòñÿ èç (1, m̌)-ÊÑ Σ̌ â ðåçóëüòàòå
äîáàâëåíèÿ íîâîé âûõîäíîé âåðøèíû v , êîòîðàÿ
ñîåäèíÿåòñÿ ñ âûõîäíûìè âåðøèíàìè v0 è v1 ÊÑ Σ̌
êîíòàêòàìè xi è xi ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 10.1a). Òîãäà â
âåðøèíàõ v0 è v1 ÊÑ Σ â ñèëó ðàçäåëèòåëüíîñòè ïî âõîäàì
ïðèñîåäèíÿåìîé (2, 1)-ÊÑ ðåàëèçóþòñÿ òå æå ñàìûå ÔÀË g0
è g1 , ÷òî è â ÊÑ Σ̌ , à â âåðøèíå v � ÔÀË g âèäà

g = µ (xi, g0, g1) = xig0 ∨ xig1. (10.1)
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Ðèñ. 10.1: ïðèñîåäèíåíèå îäíîãî èëè äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ
êîíòàêòîâ
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Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ áóäóò ñïðàâåäëèâû è òîãäà, êîãäà
âåðøèíà v ÊÑ Σ ñâÿçàíà ñ âåðøèíîé v òîëüêî îäíèì
êîíòàêòîì âèäà xσi , σ ∈ {0, 1} , ñîåäèíÿþùèì åå ñ âåðøèíîé
vσ (ñì. ðèñ. 10.1b). Â ýòîì ñëó÷àå â âåðøèíå v ÊÑ Σ
ðåàëèçóåòñÿ ÔÀË

g = xσi gσ. (10.2)
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Îïèñàííûå âûøå îïåðàöèè ïðèñîåäèíåíèÿ îäíîãî èëè äâóõ
ïðîòèâîïîëîæåííûõ êîíòàêòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì
ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé ÊÑ ñ íåñêîëüêèìè âõîäàìè.
Êðîìå òîãî, îíè äîïóñêàþò ìîäåëèðîâàíèå â êëàññå ÑÔÝ â
áàçèñå Á0 . Òàê, ïåðåõîä îò ÑÔÝ Ǔ , Ǔ ∈ UC , êîòîðàÿ
ðåàëèçóåò â âûõîäíûõ âåðøèíàõ v0 è v1 ÔÀË g0 è g1
ñîîòâåòñòâåííî, ê ÑÔÝ U, U ∈ UC , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ÔÀË
g , óäîâëåòâîðÿþùóþ (10.1) ((10.2)), ïîêàçàí íà ðèñ. 10.2a
(ñîîòâåòñòâåííî 10.2b). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì
ðàçëîæåíèå (10.1) â ñëó÷àå gσ ≡ 1 ýêâèâàëåíòíî
ïðåäñòàâëåíèþ

g = xσi ∨ gσ,

ñõåìíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîòîðîãî ïîêàçàíà íà ðèñ. 10.2c.
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Ðèñ. 10.2: ê ìîäåëèðîâàíèþ îïåðàöèé ïðèñîåäèíåíèÿ êîíòàêòîâ â
êëàññå ÑÔÝ
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Îïðåäåëèì, äàëåå, êàñêàäíóþ ÊÑ êàê ïðèâåäåííóþ ÊÑ
áåç èçîëèðîâàííûõ ïîëþñîâ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
èç ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ âåðøèí â ðåçóëüòàòå ðÿäà
îïåðàöèé ïðèñîåäèíåíèÿ îäíîãî èëè äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ
êîíòàêòîâ è îïåðàöèé ïåðåèìåíîâàíèÿ âûõîäîâ. Êàñêàäíàÿ
ÊÑ (ÊÊÑ) ñ÷èòàåòñÿ ïîëíîé, åñëè îíà áûëà ïîñòðîåíà áåç
èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèè ïðèñîåäèíåíèÿ îäíîãî êîíòàêòà. Ê
÷èñëó ÊÊÑ îòíîñÿòñÿ òàêæå êîíòàêòíûå äåðåâüÿ, ïðè÷åì
(2n, 1)-ÊÄ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ÊÊÑ.
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Çàìåòèì, äàëåå, ÷òî, â ñèëó êîððåêòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ
îïåðàöèé ïðèñîåäèíåíèÿ êîíòàêòîâ, ÊÊÑ ÿâëÿåòñÿ
ðàçäåëèòåëüíîé ïî âõîäàì ÊÑ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â
êàæäîé âåðøèíå ÊÊÑ ðåàëèçóåòñÿ ñòîëáåö, â êîòîðîì
íèêàêèå äâå ÔÀË íå îáðàùàþòñÿ â åäèíèöó îäíîâðåìåííî,
ïðè÷åì â ñëó÷àå ïîëíîé ÊÊÑ äèçúþíêöèÿ âñåõ ÔÀË ýòîãî
ñòîëáöà äàåò 1 . Òàê, â ÷àñòíîñòè, â êàæäîé âåðøèíå ïîëíîé
ÊÊÑ ñ äâóìÿ âõîäàìè ðåàëèçóåòñÿ ñòîëáåö èç äâóõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ ÔÀË.
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Âåðøèíà ÊÊÑ, ââåäåííàÿ â íåå ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè
ïðèñîåäèíåíèÿ îäíîãî êîíòàêòà, íàçûâàåòñÿ íåïîëíîé
âåðøèíîé ýòîé ÊÊÑ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÊÊÑ Σ′′ ÿâëÿåòñÿ
äîïîëíåíèåì íåïîëíîé ÊÊÑ Σ′ , åñëè îíà ïîëó÷àåòñÿ â
ðåçóëüòàòå ñîåäèíåíèÿ âñåõ íåïîëíûõ âåðøèí Σ′

îòñóòñòâóþùèìè â íèõ êîíòàêòàìè ñ íîâûì âõîäîì,
óäàëåíèÿ âñåõ ¾ñòàðûõ¿ âõîäîâ è ïåðåõîäà ê
ñîîòâåòñòâóþùåé ïðèâåäåííîé ÊÑ. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî,

L
(
Σ′′) ⩽ 2L

(
Σ′) , (10.3)

à îáúåäèíåíèå Σ′ è Σ′′ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ÊÊÑ. Äîïîëíåíèå
Σ′′ ê ïîëíîé ÊÊÑ Σ ñ 1 âõîäîì áóäåì íàçûâàòü èíâåðñíîé ê
Σ′ ÊÊÑ. Çàìåòèì, ÷òî ÊÊÑ Σ′′ , â ñèëó îòìå÷åííûõ âûøå

ñâîéñòâ ïîëíûõ ÊÊÑ, ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË F
′
, åñëè ÊÊÑ

Σ′ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË F ′ .
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Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (10.3) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå

Ëåììà 10.1

Åñëè (1,m)-ÊÊÑ Σ′ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË
F ′ = (f ′1, . . . , f

′
m), òî ñóùåñòâóåò (1,m)-ÊÊÑ Σ′′ , êîòîðàÿ

ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË F
′
=
(
f
′
1, . . . , f

′
m

)
è äëÿ êîòîðîé

L (Σ′′) ⩽ 2L (Σ′) .
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