
Ðåøåíèå çàäà÷ ñåìèíàðà � 7 ïî êóðñó �Îñíîâû êèáåðíåòèêè�
äëÿ ãðóïï 3-ãî ïîòîêà 3-ãî êóðñà ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ.
Òåìà: �Òåñòû äëÿ òàáëèö, òåñòû äëÿ êîíòàêòíûõ ñõåì�

Íà ýòîì çàíÿòèè ðå÷ü ïîéäåò î ïîñòðîåíèè òåñòîâ äëÿ òàáëèö è êîíòàêòíûõ
ñõåì (ÊÑ). Íàïîìíèì òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷àñòüþ 4 ìåòîäè÷å-
ñêîé ðàçðàáîòêè ïî êóðñó ¾Îñíîâû êèáåðíåòèêè¿.

Äëÿ óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû (ñõåìû) áåç ïàìÿòè, ôóíêöèîíèðîâàíèå êîòîðîé
îïèñûâàåòñÿ äèñêðåòíîé ôóíêöèåé èëè, â îáùåì ñëó÷àå, âåêòîð-ôóíêöèåé, ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü, â ðàìêàõ êîòîðîé îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ
âîïðîñû åå íàäåæíîñòè è êîíòðîëÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðûé ¾âíåø-
íèé¿ èñòî÷íèê íåèñïðàâíîñòåé (èñòî÷íèê ïîìåõ) U , ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ñõåìà Σ ìîæåò ïåðåõîäèòü â îäíî èç ñâîèõ ¾íåèñïðàâíûõ ñîñòîÿíèé¿ (ñõåì),
îïðåäåëÿåìûõ ýòèì èñòî÷íèêîì. Ïóñòü ñõåìå Σ = Σ1, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ f = f1

îò âõîäíûõ ïåðåìåííûõ X(n) = (x1, ..., xn), è èñòî÷íèêó íåèñïðàâíîñòåé U ñîîòâåò-
ñòâóþò ¾íåèñïðàâíûå¿ ñîñòîÿíèÿ (ñõåìû) Σ2, ...,Σs, ãäå ñõåìà Σi, i = 2, ..., s, ðåàëèçóåò
ôóíêöèþ fi îò ïåðåìåííûõ X(n). Ïðè ýòîì âñå ñîñòîÿíèÿ (êàê èñïðàâíîå Σ = Σ1, òàê
è íåèñïðàâíûå Σ2, ...,Σs) ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû (ôóíêöèîíàëüíî) íåîòëè÷èìûõ ñî-
ñòîÿíèé, òî åñòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ðàâåíñòâà ðåàëèçóåìûõ ôóíê-
öèé, è ðàññìàòðèâàþòñÿ äàëåå ñ òî÷íîñòüþ äî íåîòëè÷èìîñòè. Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ
î íåíàäåæíîé ñõåìå Σ, áóäåì èìåòü â âèäó ïàðó (Σ, U) è (èëè) ñîîòâåòñòâóþùåå åé
ìíîæåñòâî ñõåì âìåñòå ñ òåìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå îíè ðåàëèçóþò. Äëÿ ïðîñòîòû
ðàññìîòðåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïåðåìåííûå è ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áóëåâñêèìè,
õîòÿ ìíîãèå èçëàãàåìûå äàëåå ðåçóëüòàòû áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñÿò-
ñÿ íà ñëó÷àé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ñëó÷àé âåêòîð-ôóíêöèé è äðóãèå áîëåå îáùèå
ñëó÷àè.

Ïóñòü (Σ, U) � óêàçàííàÿ âûøå ìîäåëü íåíàäåæíîé ñõåìû Σ ñ âîçìîæíûìè
ñîñòîÿíèÿìè Σ = Σ1,Σ2, ...,Σs, â êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ ÁÔ f = f1, f2, ..., fs ñîîòâåò-
ñòâåííî îò ÁÏ X(n), îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ A = {α1, ..., αp} ⊆ Bn.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M , M ∈ Bp,s, ãäå

M〈i, j〉 = fj(αi),

ñ÷èòàÿ, ÷òî i-é ñòðîêå (j-ìó ñòîëáöó) ýòîé òàáëèöû ñîîòâåòñòâóåò íàáîð αi (ñîîò-
âåòñòâåííî ôóíêöèÿ fj è ñîñòîÿíèå Σj). Ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ
(ñòðîê) íàçûâàåòñÿ îòäåëèìîé ïî ñòîëáöàì (ñîîòâåòñòâåííî ñòðîêàì) ìàòðèöåé. Çàìå-
òèì, ÷òî êàæäîìó êëàññó íåîòëè÷èìûõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè (Σ, U) ñîîòâåòñòâóåò ãðóï-
ïà îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû M , è ðàññìîòðèì îòäåëèìóþ ïî ñòîëáöàì ìàòðèöó
M̂ , ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû M . Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû M̂ ñâÿçàí ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êëàññîì íåîòëè÷èìîñòè
ñîñòîÿíèé ìîäåëè (Σ, U), è áóäåì íàçûâàòü M̂ òàáëèöåé êîíòðîëÿ (òàáëèöåé íåèñ-
ïðàâíîñòåé) äàííîé ìîäåëè. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå
ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè (Σ, U) ïîïàðíî îòëè÷èìû, òî åñòü, M = M̂ . Ýòî ïðåäïîëîæåíèå,
î÷åâèäíî, íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé.

Ïóñòü, äàëåå, ïîìèìî òàáëèöû êîíòðîëÿ M äëÿ ìîäåëè (Σ, U) çàäàíà öåëü
êîíòðîëÿ, òî åñòü óêàçàíî ìíîæåñòâî N , ñîñòîÿùåå èç òåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàç-
ëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë îòðåçêà [1, s], äëÿ êîòîðûõ ïàðû ñîñòîÿíèé (ñòîëáöîâ ìàòðèöû
M) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè íåîáõîäèìî îòëè÷àòü äðóã îò äðóãà, ñðàâíèâàÿ çíà-
÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûå â òåõ èëè èíûõ ñòðîêàõ äàííîé ïàðû ñòîëáöîâ. Â ÷àñòíîñòè,
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åñëè N ñîñòîèò èç âñåõ ïàð óêàçàííîãî âèäà, òî öåëüþ êîíòðîëÿ ÿâëÿåòñÿ äèàãíîñòè-
êà ñõåìû, à åñëè N = {(1, 2), ..., (1, s)}, òî � ïðîâåðêà èñïðàâíîñòè ñõåìû. Ìíîæåñòâî
ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç T , T ⊆ [1, p], íàçûâàåòñÿ òåñòîì äëÿ ìàòðèöû M îò-
íîñèòåëüíî ìíîæåñòâà N , èëè, èíà÷å, òåñòîì äëÿ (M,N ), åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû (i, j)
èç N ñóùåñòâóåò t, t ∈ T , òàêîå, ÷òî M〈t, i〉 6= M〈t, j〉. Ìîùíîñòü òåñòà íàçûâàåòñÿ
òàêæå åãî äëèíîé.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñòðîê òàáëèöû êîíòðîëÿ, âñåãäà îá-
ðàçóåò òåñò. Òåñò, êîòîðûé ïåðåñòàåò áûòü òåñòîì ïðè óäàëåíèè ëþáîé ñâîåé ñòðîêè,
íàçûâàåòñÿ òóïèêîâûì, à òåñò, êîòîðûé èìååò ìèíèìàëüíóþ ìîùíîñòü, � ìèíèìàëü-
íûì. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà öåëüþ êîíòðîëÿ ÿâëÿåòñÿ äèàãíîñòèêà ñõåìû (ïðîâåðêà èñ-
ïðàâíîñòè ñõåìû), òåñò íàçûâàåòñÿ äèàãíîñòè÷åñêèì (ñîîòâåòñòâåííî ïðîâåðÿþùèì).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî íàáîðîâ τ , τ ⊆ A, îáðàçóåò òåñò äëÿ ìîäåëè
(Σ, U) îòíîñèòåëüíî öåëè êîíòðîëÿ N , èëè, èíà÷å, òåñò äëÿ (Σ, U,N ), åñëè ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íàáîðàì èç τ ñòðîêè ìàòðèöûM îáðàçóþò òåñò äëÿ (M,N ). Âñå ââåäåííûå
âûøå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå êàñàþòñÿ òåñòîâ äëÿ òàáëèö, áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà
ñëó÷àé òåñòîâ äëÿ íåíàäåæíûõ ñõåì. Îòìåòèì, ÷òî, åñëè èñòî÷íèê íåèñïðàâíîñòåé U
äîïóñêàåò ïîëîìêó íå áîëåå îäèíîãî ýëåìåíòà (êîíòàêòà) ñõåìû S, òî òåñò äëÿ ìîäåëè
(Σ, U) íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì; åñëè æå èñòî÷íèê íåèñïðàâíîñòåé U äîïóñêàåò ïîëîìêó
ëþáîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ (êîíòàêòîâ) ñõåìû S, òî òåñò äëÿ ìîäåëè (Σ, U) íàçûâàåòñÿ
ïîëíûì.

Äëÿ îïèñàíèÿ òåñòîâ ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ, àíàëîãè÷íóþ ôóíêöèè ïîêðû-
òèÿ. Ïóñòü M , M ∈ Bp,s, � îòäåëèìàÿ ïî ñòîëáöàì ìàòðèöà, à N � ñâÿçàííàÿ ñ íåé
öåëü êîíòðîëÿ. Ñîïîñòàâèì i-é ñòðîêå, i ∈ [1, p], ìàòðèöû M áóëåâó ïåðåìåííóþ yi, à
êàæäîìó íàáîðó β = (β1, . . . , βp), β ∈ Bp, çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ y = (y1, ..., yp) �
ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà I = I(β) ⊆ [1, p], ãäå i ∈ I(β)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà βi = 1. Ðàññìîòðèì ÁÔ F (y), äëÿ êîòîðîé F (β) = 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç I(β) îáðàçóåò òåñò
äëÿ (M,N ), è áóäåì íàçûâàòü ýòó ÁÔ ôóíêöèåé òåñòà äëÿ (M,N ). Ñîïîñòàâèì ïàðå
(M,N ) ìàòðèöó M èç ìíîæåñòâà Bp,S, S = |N |, ñòîëáöû êîòîðîé ïðîíóìåðîâàíû
ï�àðàìè èç N , à åå ñòîëáåö ñ íîìåðîì (i, j) ∈ N ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîðàçðÿäíîãî
ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè i è j ìàòðèöû M . Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêè
ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà T , T ⊆ [1, p], îáðàçóþò òåñò (òóïèêîâûé òåñò,
ìèíèìàëüíûé òåñò) äëÿ ïàðû (M,N ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòðîêè ìàòðèöû M
ñ íîìåðàìè èç T îáðàçóþò ïîêðûòèå (òóïèêîâîå ïîêðûòèå, ïîêðûòèå ìèíèìàëüíîé
äëèíû) ìàòðèöûM. Îòñþäà âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ÁÔ òåñòà F äëÿ ïàðû (M,N )
ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ÁÔ ïîêðûòèÿ äëÿ ìàòðèöûM è îáðàòíî, à çíà÷èò äëÿ íåå, â
ñèëó ëåììû 6.1 ãëàâû 1, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.1. Ôóíêöèÿ òåñòà F (y1, . . . , yp) äëÿ îòäåëèìîé ïî ñòîëáöàì ìàò-

ðèöû M, M ∈ Bp,s, è öåëè êîíòðîëÿ N ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ÊÍÔ

F (y1, . . . , yp) =
∧

(i,j)∈N

( ∨
16t6p

M<t,i>6=M<t,j>

yt

)
. (1)

Ñëåäñòâèå. Êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ âèäà yt1 · · · ytr ñîêðàùåííîé

ÄÍÔ ôóíêöèè F (y1, . . . , yp), ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ÊÍÔ (1) â ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ

ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, ñîîòâåòñòâóåò òóïèêîâîìó òåñòó, ñâÿçàííîìó ñ

ìíîæåñòâîì T = {t1, . . . , tr}, è îáðàòíî.

Íà äàííîé ëåììå îñíîâàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ òóïèêîâûõ
òåñòîâ äëÿ ìàòðèöû M îòíîñèòåëüíî öåëè êîíòðîëÿ N :
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1) âûïèñûâàåì äëÿ ôóíêöèè òåñòà ÊÍÔ âèäà (1);
2) ðàñêðûâàÿ â íåé ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ

ôóíêöèè òåñòà;
3) ñîïîñòàâëÿåì êàæäîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ýòîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ

òóïèêîâûé òåñò.

Ëåììà 1.2. Äëèíà ëþáîãî òóïèêîâîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà äëÿ îòäåëè-

ìîé ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû èç ìíîæåñòâà Bp,s çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ îò dlog se äî
(s− 1).

5.1(1) Ïîñòðîèòü âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ òàáëèöû (ìàòðè-
öû)

M =


0 1 1 0
0 0 1 1
1 0 0 1
1 1 0 0

 .

Ðåøåíèå. Öåëü êîíòðîëÿ N äëÿ çàäà÷è äèàãíîñòèêè ìàòðèöû M èìååò âèä
N = NÄ = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ 4}. Ñîïîñòàâèì êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû M ñâîþ
ïåðåìåííóþ

M =


0 1 1 0
0 0 1 1
1 0 0 1
1 1 0 0


y1

y2

y3

y4

è ïîñòðîèì ìàòðèöóM =M(M,NÄ) äëÿ ïàðû (M,N ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â N :

M =


1 1 0 0 1 1
0 1 1 1 1 0
1 1 0 0 1 1
0 1 1 1 1 0


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà ìàòðèöû M (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM) â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.1:

F (y1, y2, y3, y4) = (y1 ∨ y3)(y1 ∨ y2 ∨ y3 ∨ y4)(y2 ∨ y4)(y2 ∨ y4)(y1 ∨ y2 ∨ y3 ∨ y4)(y1 ∨ y3).

Âûïîëíèì óïðîùåíèå ýòîé ÊÍÔ (èçáàâëÿÿñü îò ïîâòîðîâ ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæèòåëåé
è îñóùåñòâëÿÿ êîíúþíêòèâíûå ïîãëîùåíèÿ íà îñíîâàíèè òîæäåñòâà K ′(K ′ ∨ K ′′) =
K ′):

F (y1, y2, y3, y4) = (y1 ∨ y3)(y2 ∨ y4).

Ïîñòðîèì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ôóíêöèè F ïî ìåòîäó Íåëüñîíà, ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðè-
âåäÿ ïîäîáíûå (ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿ äèçúþíêòèâíûõ ïîãëîùåíèé íà îñíîâàíèè òîæ-
äåñòâà K ′ ∨K ′K ′′ = K ′):

F (y1, y2, y3, y4) = y1y2 ∨ y1y4 ∨ y2y3 ∨ y3y4.

Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäàåò ñâîé òóïèêîâûé
äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò äëÿ òàáëèöû M , ïðè ýòîì âñå òàêèå òåñòû ó÷òåíû (íè îäèí íå
ïðîïóùåí).

Îòâåò. Âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ òàáëèöû M ñîîòâåòñòâóþò
ñëåäóþùèì ìíîæåñòâàì íîìåðîâ ñòðîê ìàòðèöû M : {1, 2}, {1, 4}, {2, 3}, {3, 4}.
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5.1(2) Ïîñòðîèòü âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ òàáëèöû (ìàòðè-
öû)

M =


1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 .

Ðåøåíèå. Öåëü êîíòðîëÿ N äëÿ çàäà÷è äèàãíîñòèêè ìàòðèöû M èìååò âèä
N = NÄ = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ 6}. Ñîïîñòàâèì êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû M ñâîþ
ïåðåìåííóþ

M =


1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1


y1

y2

y3

y4

è ïîñòðîèì ìàòðèöóM =M(M,NÄ) äëÿ ïàðû (M,N ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â N :

M =


0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà ìàòðèöû M (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM) â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.1, ñðàçó èçáàâëÿÿñü
îò ïîâòîðîâ ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæèòåëåé:

F (y1, y2, y3, y4) = (y2 ∨ y3)(y2 ∨ y4)y1(y1 ∨ y2 ∨ y3)(y1 ∨ y2 ∨ y4)(y3 ∨ y4)(y1 ∨ y3 ∨ y4).

Âûïîëíèì óïðîùåíèå ýòîé ÊÍÔ (îñóùåñòâëÿÿ êîíúþíêòèâíûå ïîãëîùåíèÿ íà îñíî-
âàíèè òîæäåñòâà K ′(K ′ ∨K ′′) = K ′):

F (y1, y2, y3, y4) = y1(y2 ∨ y3)(y2 ∨ y4)(y3 ∨ y4).

Ïîñòðîèì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ôóíêöèè F ïî ìåòîäó Íåëüñîíà, ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðè-
âåäÿ ïîäîáíûå (ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿ äèçúþíêòèâíûõ ïîãëîùåíèé íà îñíîâàíèè òîæ-
äåñòâà K ′ ∨K ′K ′′ = K ′):

F (y1, y2, y3, y4) = y1y2y3 ∨ y1y2y4 ∨ y1y3y4.

Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäàåò ñâîé òóïèêîâûé
äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò äëÿ òàáëèöû M , ïðè ýòîì âñå òàêèå òåñòû ó÷òåíû (íè îäèí íå
ïðîïóùåí).

Îòâåò. Âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ òàáëèöû M ñîîòâåòñòâóþò
ñëåäóþùèì ìíîæåñòâàì íîìåðîâ ñòðîê ìàòðèöû M : {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}.
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5.1(3) Ïîñòðîèòü âñå òóïèêîâûå ïðîâåðÿþùèå òåñòû äëÿ òàáëèöû (ìàòðèöû)

M =


1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

 .

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà èçáàâèìñÿ îò ïîâòîðîâ îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ â ìàòðè-
öå M , ïîñòðîèâ îòäåëèìóþ ïî ñòîëáöàì ìàòðèöó M̂ , ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ðàçëè÷íûõ
ñòîëáöîâ ìàòðèöû M , ñîïîñòàâèì êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû M̂ ñâîþ ïåðåìåííóþ

M̂ =


1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0
1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1


y1

y2

y3

y4

y′4

(ïðåäâàðèòåëüíî âñå ñòðîêè áûëè ðàçáèòû íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òàê, ÷òî â îäèí
êëàññ âõîäèëè ïîïàðíî ðàâíûå èëè ïîïàðíî ïðîòèâîïîëîæíå ñòðîêè, íàçâàíèÿ ïåðå-
ìåííûõ äëÿ ñòðîê èç îäíîãî êëàññà îòëè÷àþòñÿ ëèøü ÷èñëîì øòðèõîâ). Öåëü êîíòðî-
ëÿ N äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ìàòðèöû M̂ èìååò âèä

N = NÏ = {(1, j) | 2 ≤ j ≤ 12}.

Ïîñòðîèì ìàòðèöóM′ = M′(M̂,NÏ) äëÿ ïàðû (M̂,N ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â N , ïðè ýòîì èç êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðîê áåðÿ ïî îäíîé ñòðîêå:

M′ =


0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM′:

F (y1, y2, y3, y4) = (y2 ∨ y3)(y1 ∨ y2 ∨ y3)(y1 ∨ y2)y1(y1 ∨ y4)(y1 ∨ y2 ∨ y4)&

&(y1 ∨ y2 ∨ y3 ∨ y4)(y3 ∨ y4)(y2 ∨ y3 ∨ y4)(y2 ∨ y4)y4(y3 ∨ y4).

Âûïîëíèì óïðîùåíèå ýòîé ÊÍÔ (îñóùåñòâëÿÿ êîíúþíêòèâíûå ïîãëîùåíèÿ íà îñíî-
âàíèè òîæäåñòâà K ′(K ′ ∨K ′′) = K ′):

F (y1, y2, y3, y4) = y1y4(y2 ∨ y3).

Ïîñòðîèì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ôóíêöèè F ïî ìåòîäó Íåëüñîíà, ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðè-
âåäÿ ïîäîáíûå (ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿ äèçúþíêòèâíûõ ïîãëîùåíèé íà îñíîâàíèè òîæ-
äåñòâà K ′ ∨K ′K ′′ = K ′):

F (y1, y2, y3, y4) = y1y2y4 ∨ y1y3y4.

Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäàåò ñâîé òóïèêîâûé
ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ òàáëèöû M . ×òîáû îõâàòèòü âñå òóïèêîâûå ïðîâåðÿþùèå òå-
ñòû äëÿ òàáëèöûM , ñëåäóåò â êàæäîì ïîñòðîåííîì òåñòå îñóùåñòâèòü âñåâîçìîæíûå
çàìåíû ñòðîê íà ñòðîêè èç òîãî æå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îòâåò. Âñå òóïèêîâûå ïðîâåðÿþùèå òåñòû äëÿ òàáëèöûM ñîîòâåòñòâóþò ñëå-
äóþùèì ìíîæåñòâàì íîìåðîâ ñòðîê ìàòðèöû M : {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5}.
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6.2. Ïîñòðîèòü âñå òóïèêîâûå à) ïðîâåðÿþùèå, á) äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ
êîíòàêòíîé ñõåìû íà ðèñ. 1. è èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé, äîïóñêàþùåãî ðàçìûêàíèå
êîíòàêòîâ âèäà z̄, z, à òàêæå çàìûêàíèå êîíòàêòà âèäà y, ïðè÷åì îáùåå ÷èñëî íåèñ-
ïðàâíûõ êîíòàêòîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1.

Ðèñ. 1.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì òàáëèöó êîíòðîëÿ äëÿ çàäàííûõ ñõåìû è èñòî÷íèêà íåèñ-
ïðàâíîñòåé (çäåñü f1 = f � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ èñõîäíîé ñõåìîé â îòñóòñòâèå
íåèñïðàâíîñòåé, f2 = fðz̄ � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé ïðè ðàçìûêàíèè êîíòàêòà
z̄, f3 = fðz � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé ïðè ðàçìûêàíèè êîíòàêòà z, f4 = f çy �
ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé ïðè çàìûêàíèè êîíòàêòà y):

x y z f1 = f f2 = fðz̄ f3 = fðz f4 = f çy
0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 1

y1

y2

y3

y4

y′3
y′1
y′4
y′2

Ôóíêöèîíàëüíóþ ÷àñòü ýòîé òàáëèöû áóäåì ñ÷èòàòü ìàòðèöåé M . Êàæäîé ñòðîêå
ìàòðèöû M ñîïîñòàâëåíà ñâîÿ ïåðåìåííàÿ; ïðåäâàðèòåëüíî âñå ñòðîêè M (è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì âõîäíûå íàáîðû) áûëè ðàçáèòû íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òàê, ÷òî â
îäèí êëàññ âõîäèëè ïîïàðíî ðàâíûå èëè ïîïàðíî ïðîòèâîïîëîæíå ñòðîêè, íàçâàíèÿ
ïåðåìåííûõ äëÿ ñòðîê èç îäíîãî êëàññà îòëè÷àþòñÿ ëèøü ÷èñëîì øòðèõîâ.

à) Öåëü êîíòðîëÿ N äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ìàòðèöû M èìååò âèä

N = NÏ = {(1, j) | 2 ≤ j ≤ 4}.

Ïîñòðîèì ìàòðèöóM′ =M′(M,NÏ) äëÿ ïàðû (M,NÏ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â NÏ, ïðè ýòîì èç êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðîê áåðÿ ïî îäíîé ñòðîêå (çàìåòèì: ñòðîêè ìàòðèöû M , íå ñîäåð-
æàùèå íåîäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî áûëî áû íå âêëþ÷àòü âM′):

M′ =


0 0 1
0 1 0
1 0 0
0 0 0


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM′:

F (y1, y2, y3, y4) = y1y2y3.

ßñíî. ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ôóíê-
öèè F . Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäà-
åò ñâîé òóïèêîâûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ òàáëèöû M . ×òîáû îõâàòèòü âñå
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òóïèêîâûå ïðîâåðÿþùèå òåñòû äëÿ òàáëèöû M , ñëåäóåò â êàæäîì ïîñòðîåí-
íîì òåñòå îñóùåñòâèòü âñåâîçìîæíûå çàìåíû âõîäíûõ íàáîðîâ íà âõîäíûå íà-
áîðû èç òîãî æå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Âñå òóïèêîâûå ïðîâåðÿþùèå òå-
ñòû: {(000), (001), (010)}, {(000), (001), (100)}, {(000), (111), (010)}, {(000), (111), (100)},
{(101), (001), (010)}, {(101), (001), (100)}, {(101), (111), (010)}, {(101), (111), (100)}.

á) Öåëü êîíòðîëÿ N äëÿ çàäà÷è äèàãíîñòèêè ìàòðèöû M èìååò âèä

N = NÄ = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ 4}.

Ïîñòðîèì ìàòðèöóM′′ =M′′(M,NÄ) äëÿ ïàðû (M,NÄ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â NÄ, ïðè ýòîì èç êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðîê áåðÿ ïî îäíîé ñòðîêå (çàìåòèì: ñòðîêè ìàòðèöû M , íå ñîäåð-
æàùèå íåîäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî áûëî áû íå âêëþ÷àòü âM′′):

M′′ =


0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM′′:

F (y1, y2, y3, y4) = y3y2y1(y2 ∨ y3)(y1 ∨ y3)(y1 ∨ y2) = y1y2y3.

ßñíî. ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ôóíê-
öèè F . Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäàåò
ñâîé òóïèêîâûé äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò äëÿ òàáëèöû M . ×òîáû îõâàòèòü âñå òó-
ïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ òàáëèöû M , ñëåäóåò â êàæäîì ïîñòðîåí-
íîì òåñòå îñóùåñòâèòü âñåâîçìîæíûå çàìåíû âõîäíûõ íàáîðîâ íà âõîäíûå íà-
áîðû èç òîãî æå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òå-
ñòû: {(000), (001), (010)}, {(000), (001), (100)}, {(000), (111), (010)}, {(000), (111), (100)},
{(101), (001), (010)}, {(101), (001), (100)}, {(101), (111), (010)}, {(101), (111), (100)}.

Îòâåò. Âñå òóïèêîâûå (êàê ïðîâåðÿþùèå, òàê è äèàãíîñòè÷åñêèå) òå-
ñòû: {(000), (001), (010)}, {(000), (001), (100)}, {(000), (111), (010)}, {(000), (111), (100)},
{(101), (001), (010)}, {(101), (001), (100)}, {(101), (111), (010)}, {(101), (111), (100)}.
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6.4. Ïîñòðîèòü âñå òóïèêîâûå à) ïðîâåðÿþùèå, á) äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ
êîíòàêòíîé ñõåìû íà ðèñ. 2 è èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé, äîïóñêàþùåãî îäíó èç ñëåäó-
þùèõ íåèñïðàâíîñòåé: îáðûâ êîíòàêòà z̄, îáðûâ âûäåëåííîãî êîíòàêòà z è çàìûêàíèå
âûäåëåííîãî êîíòàêòà y.

Ðèñ. 2.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì òàáëèöó êîíòðîëÿ äëÿ çàäàííûõ ñõåìû è èñòî÷íèêà íåèñ-
ïðàâíîñòåé (çäåñü f1 = f � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ èñõîäíîé ñõåìîé â îòñóòñòâèå
íåèñïðàâíîñòåé, f2 = fðz̄ � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé ïðè ðàçìûêàíèè êîíòàêòà
z̄, f3 = fðz � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé ïðè ðàçìûêàíèè âûäåëåííîãî êîíòàêòà z,
f4 = f çy � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé ïðè çàìûêàíèè âûäåëåííîãî êîíòàêòà y):

x y z f1 = f f2 = fðz̄ f3 = fðz f4 = f çy
0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1
1 1 0 1 0 1 1
1 1 1 1 1 0 1

y1

y2

y3

y′3
y′′3
y4

y′1
y′4

Ôóíêöèîíàëüíóþ ÷àñòü ýòîé òàáëèöû áóäåì ñ÷èòàòü ìàòðèöåé M . Êàæäîé ñòðîêå
ìàòðèöû M ñîïîñòàâëåíà ñâîÿ ïåðåìåííàÿ; ïðåäâàðèòåëüíî âñå ñòðîêè M (è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì âõîäíûå íàáîðû) áûëè ðàçáèòû íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òàê, ÷òî â
îäèí êëàññ âõîäèëè ïîïàðíî ðàâíûå èëè ïîïàðíî ïðîòèâîïîëîæíå ñòðîêè, íàçâàíèÿ
ïåðåìåííûõ äëÿ ñòðîê èç îäíîãî êëàññà îòëè÷àþòñÿ ëèøü ÷èñëîì øòðèõîâ.

à) Öåëü êîíòðîëÿ N äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ìàòðèöû M èìååò âèä

N = NÏ = {(1, j) | 2 ≤ j ≤ 4}.

Ïîñòðîèì ìàòðèöóM′ =M′(M,NÏ) äëÿ ïàðû (M,NÏ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â NÏ, ïðè ýòîì èç êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðîê áåðÿ ïî îäíîé ñòðîêå (çàìåòèì: ñòðîêè ìàòðèöû M , íå ñîäåð-
æàùèå íåîäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî áûëî áû íå âêëþ÷àòü âM′):

M′ =


1 0 0
0 0 1
0 0 0
0 1 0


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM′:

F (y1, y2, y3, y4) = y1y2y4.
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ßñíî. ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ôóíêöèè F .
Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäàåò ñâîé òóïèêî-
âûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ òàáëèöû M . ×òîáû îõâàòèòü âñå òóïèêîâûå ïðîâåðÿþ-
ùèå òåñòû äëÿ òàáëèöû M , ñëåäóåò â êàæäîì ïîñòðîåííîì òåñòå îñóùåñòâèòü âñåâîç-
ìîæíûå çàìåíû âõîäíûõ íàáîðîâ íà âõîäíûå íàáîðû èç òîãî æå êëàññà ýêâèâàëåíò-
íîñòè. Âñå òóïèêîâûå ïðîâåðÿþùèå òåñòû: {(000), (001), (101)}, {(000), (001), (111)},
{(110), (001), (101)}, {(110), (001), (111)}.

á) Öåëü êîíòðîëÿ N äëÿ çàäà÷è äèàãíîñòèêè ìàòðèöû M èìååò âèä

N = NÄ = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ 4}.

Ïîñòðîèì ìàòðèöóM′′ =M′′(M,NÄ) äëÿ ïàðû (M,NÄ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â NÄ, ïðè ýòîì èç êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðîê áåðÿ ïî îäíîé ñòðîêå (çàìåòèì: ñòðîêè ìàòðèöû M , íå ñîäåð-
æàùèå íåîäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî áûëî áû íå âêëþ÷àòü âM′′):

M′′ =


1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM′′:

F (y1, y2, y3, y4) = y1y4y2(y1 ∨ y4)(y1 ∨ y2)(y2 ∨ y4) = y1y2y4.

ßñíî. ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ôóíêöèè F .
Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäàåò ñâîé òóïèêîâûé
äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò äëÿ òàáëèöû M . ×òîáû îõâàòèòü âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷å-
ñêèå òåñòû äëÿ òàáëèöû M , ñëåäóåò â êàæäîì ïîñòðîåííîì òåñòå îñóùåñòâèòü âñåâîç-
ìîæíûå çàìåíû âõîäíûõ íàáîðîâ íà âõîäíûå íàáîðû èç òîãî æå êëàññà ýêâèâàëåíòíî-
ñòè. Âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû: {(000), (001), (101)}, {(000), (001), (111)},
{(110), (001), (101)}, {(110), (001), (111)}.

Îòâåò. Âñå òóïèêîâûå (êàê ïðîâåðÿþùèå, òàê è äèàãíîñòè÷åñêèå) òåñòû:
{(000), (001), (101)}, {(000), (001), (111)}, {(110), (001), (101)}, {(110), (001), (111)}.

6.11. Íàéòè äëèíó ìèíèìàëüíîãî åäèíè÷íîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà îòíîñèòåëü-
íî ðàçìûêàíèé êîíòàêòîâ â êîíòàêòíîé ñõåìå íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì: ÷åðåç êîíòàêòû x̄1, xn è ¾âåðòèêàëüíûå¿ êîíòàêòû x̄2, x̄3,
. . . , x̄n ïðîõîäèò ïî îäíîé ïðîñòîé ïðîâîäÿùåé öåïè, ñîåäèíÿþùåé ïîëþñû ñõåìû, è
ïðè ýòîì ýòè öåïè ïðîâîäÿò íà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàáîðàõ. Çíà÷èò, ÷òîáû îáíàðó-
æèòü îäèíî÷íûå ðàçìûêàíèÿ óêàçàííûõ êîíòàêòîâ, â åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò
íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü óïîìÿíóòûå n+ 1 íàáîðîâ. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî íà ýòèõ æå
íàáîðàõ îáíàðóæèâàþòñÿ îäèíî÷íûå ðàçìûêàíèÿ âñåõ êîíòàêòîâ ñõåìû.

Îòâåò. n+ 1.
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