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Алгоритм распознавания полноты

Теорема 1 (о существовании алгоритма, распознающего
полноту в Pk). Пусть k > 3. Существует детерминированный
алгоритм, которому на вход подается конечное множество
функций

A = {f1, . . . , ft} ⊆ Pk

и который через конечное число шагов останавливается и
выдает ответ «да», если система A — полна, и выдает ответ
«нет», если система A не является полной.

Доказательство.
Т. к. можно добавлять несущественные переменные, будем
считать, что все функции fj ∈ A зависят от одних и тех же
переменных x1, . . . , xn.
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Алгоритм распознавания полноты

Доказательство. По индукции построим последовательность
множеств

N0 ⊆ N1 ⊆ N2 ⊆ . . . ⊆ P
(2)
k .

Базис индукции. N0 = {x1, x2}.
Индуктивные переход. Пусть множество Nr ⊆ P

(2)
k уже

построено. Для каждой функции fj ∈ A, j = 1, . . . , t,
рассмотрим все функции, которые получаются подстановкой
вместо ее переменных функций из множества Nr . Положим

Nr+1 = Nr ∪ {fj(g1(x1, x2), . . . , gn(x1, x2)) | gi ∈ Nr},

где i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , t.
Например, множество N1 содержит в точности все функции,
которые можно получить, если вместо переменных функций
fj ∈ A подставлять только x1 и x2.
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Алгоритм распознавания полноты

Доказательство. Т. к. Nr ⊆ P
(2)
k для всех r и |P(2)

k | = kk
2
(т. е.

|P(2)
k | — конечное число), найдется такое r∗, что

N0 ⊂ N1 ⊂ . . . ⊂ Nr∗−1 ⊂ Nr∗ = Nr∗+1 = . . .

Пусть алгоритм останавливается, когда построено такое
множество Nr∗ , что Nr∗ = Nr∗+1.
Тогда
1) если Vk(x1, x2) ∈ Nr∗ , то ответ «да», т. к. система {Vk} —
полна;
2) если Vk(x1, x2) /∈ Nr∗ , то ответ «нет», т. к. замыкание [A] не
содержит даже все функции от двух переменных.

�
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Полнота в Pk

А рассматривался ли алгоритм распознавания полноты в P2?
Да, он основан на теореме Поста и заключается в проверке
свойств сохранения констант, линейности, самодвойственности
и монотонности для функций из исходного множества A ⊆ P2.

Можно ли в Pk при k > 3 доказать теорему, аналогичную
теореме Поста в P2? Да, это теорема Кузнецова.

Теорема 2 (А.В. Кузнецова о функциональной полноте).
Пусть k > 3. Существует такое конечное семейство замкнутых
и не содержащихся друг в друге классов в Pk

M1, . . . ,Ms(k),

что для любого множества A ⊆ Pk система A — полна в Pk

тогда и только тогда, когда она не содержится ни в одном из
классов M1, . . . ,Ms(k).



Алгоритм распознавания полноты Замкнутые классы Предполные классы Задачи

Функция, сохраняющая множество

Пусть E ⊆ Ek . Функция f (x1, . . . , xn) ∈ Pk сохраняет
множество E , если для всех a1, . . . , an ∈ E верно
f (a1, . . . , an) ∈ E .

Множество функций из Pk , сохраняющих множество E ,
обозначим Tk(E ).
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Класс функций, сохраняющих множество

Теорема 3. Пусть k > 2. Для каждого множества E ⊆ Ek класс
Tk(E ) замкнут.
Доказательство. Пусть E ⊆ Ek . Заметим, что x ∈ Tk(E ).
Пусть f0(y1, . . . , ym) ∈ Tk(E ) и fi (x1, . . . , xn) ∈ Tk(E ), где
i = 1, . . . ,m.
Рассмотрим функцию

f (x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).

Тогда если a1, . . . , an ∈ E , то

f (a1, . . . , an) = f0(f1(a1, . . . , an), . . . , fm(a1, . . . , an)) =
= f0(b1, . . . , bm) ∈ E ,

т. к. b1, . . . , bm ∈ E . �
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Классы функций, сохраняющих множество

Теорема 4. Пусть k > 2 и E ⊆ Ek . Равенство Tk(E ) = Pk

верно, если и только если E = ∅ или E = Ek .

Доказательство.
1) Если E = ∅, то Tk(E ) = Pk , т. к. никаких условий нет.
2) Если E = Ek , то Tk(E ) = Pk , т. к. для всех функций условие
выполнено.
3) Если E 6= ∅ и E 6= Ek , то пусть a ∈ E и b ∈ Ek \ E .
Рассмотрим такую функцию f (x) ∈ Pk , что f (a) = b. Тогда
f (x) /∈ Tk(E ).

�

Если k = 2, то T2({0}) = T0 и T2({1}) = T1 — классы,
сохраняющие константу ноль и константу один соответственно.
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Неполнота системы {∼ x ,max(x , y)} в Pk при k > 3

Пример. Докажем, что система A = {∼ x ,max(x , y)} не
является полной в Pk при k > 3.

Рассмотрим E = {0, k − 1} ⊆ Ek . Заметим, что E 6= Ek при
k > 3. Кроме того,

∼ 0 = k − 1, ∼ (k − 1) = 0,
max(a, b) ∈ {0, k − 1} при a, b ∈ {0, k − 1}.

Значит, A ⊆ Tk(E ). По теоремам 3 и 4 получаем:

[A] ⊆ [Tk(E )] = Tk(E ) 6= Pk .

Т. е. система {∼ x ,max(x , y)} не полна в Pk при k > 3.

При k = 2 система {∼ x = x̄ ,max(x , y) = x ∨ y} — полна.
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Разбиение множества

Семейство D = {D1, . . . ,Ds} называется разбиением
множества Ek , если
1) Di 6= ∅ при i = 1, . . . , s;
2) Di ∩ Dj = ∅ при i 6= j ;

3)
s⋃

i=1
Di = Ek .
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Функция, сохраняющая разбиение

Пусть D = {D1, . . . ,Ds} — разбиение множества Ek . Элементы
a, b ∈ Ek называются эквивалентными по разбиению D, если
найдется такое подмножество Di ∈ D, что a, b ∈ Di .
Обозначение: a ∼D b.

Наборы α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ En
k называются

эквивалентными по разбиению D, если αi ∼D βi для всех
i = 1, . . . , n. Обозначение: α ∼D β.

Функция f (x1, . . . , xn) ∈ Pk сохраняет разбиение D, если для
любых наборов α, β ∈ En

k из α ∼D β следует f (α) ∼D f (β).

Множество функций из Pk , сохраняющих разбиение D,
обозначим Uk(D).
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Класс функций, сохраняющих разбиение

Теорема 5. Пусть k > 2. Для каждого разбиения D класс
Uk(D) замкнут.

Доказательство. Пусть D — разбиение множества Ek .
Заметим, что x ∈ Uk(D).
Пусть f0(y1, . . . , ym) ∈ Uk(D) и fi (x1, . . . , xn) ∈ Uk(D), где
i = 1, . . . ,m.
Рассмотрим функцию

f (x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).

Тогда если α, β ∈ En
k и α ∼D β, то

f (α) = f0(f1(α), . . . , fm(α)) = f0(γ),
f (β) = f0(f1(β), . . . , fm(β)) = f0(δ),

и f (α) ∼D f (β), т. к. γ ∼D δ. �
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Классы функций, сохраняющих разбиение

Теорема 6. Пусть k > 2 и D = {D1, . . . ,Ds} — разбиение
множества Ek . Равенство Uk(D) = Pk верно, если и только
если s = 1 или s = k .

Доказательство.
1) Если s = 1, то Uk(D) = Pk , т. к. все элементы Ek

эквивалентны по разбиению.
2) Если s = k , то Uk(D) = Pk , т. к. эквивалентность по
разбиению обозначает равенство элементов Ek .
3) Если 1 < s < k , то найдется подмножество Di ∈ D, в
котором не менее двух элементов, пусть a, b ∈ Di , a 6= b, и
найдется еще хотя бы одно подмножество Dj ∈ D, i 6= j , пусть
c ∈ Dj . Рассмотрим такую функцию g(x) ∈ Pk , что g(a) = a,
g(b) = c . Тогда g(x) /∈ Uk(D).

�

В P2 нет не совпадающих с ним классов, сохраняющих
разбиение.
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Неполнота одной системы в Pk при k > 3

Пример. Докажем, что система

A = {0, 1, . . . , k − 1, j0(x), j1(x), . . . , jk−1(x),max(x , y),min(x , y)}

не является полной в Pk при k > 3.

Рассмотрим D = {D1,D2}, где D1 = {0, 1}, D2 = {2, . . . , k − 1},
при этом s = 2. Заметим, что 1 < s < k при k > 3.
Каждая константа, ji (x), i ∈ Ek , max(x , y), min(x , y) сохраняют
разбиение D. Значит, A ⊆ Uk(D). По теоремам 5 и 6 получаем:

[A] ⊆ [Uk(D)] = Uk(D) 6= Pk .

Т. е. система A не полна в Pk при k > 3.

При k = 2 система

{0, 1, j0(x) = x̄ , j1(x) = x ,max(x , y) = x ∨ y ,min(x , y) = xy} −

полна.
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Полнота некоторой системы в Pk при k > 3

Пример. Докажите, что система

A = {0, 1, . . . , k − 1, J0(x), J1(x), . . . , Jk−1(x), x + y , x · y} −

полна в Pk при всех k > 3.
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Предполные классы

Пусть A ⊆ Pk , k > 2. Множество A называется предполным
классом в Pk , если
1) [A] 6= Pk ;
2) для любой функции f ∈ Pk \ A верно [A ∪ {f }] = Pk .

Любой предполный класс является замкнутым классом.
В P2 пять предполных классов: T0, T1, L, S , M.
В Pk каждый из классов M1, . . . ,Ms(k) в теореме Кузнецова
является предполным.

Для каждого k > 2 классы сохранения множества Tk(E ) и
сохранения разбиения Uk(D), если они не совпадают с Pk ,
являются предполными в Pk .
Но это не все предполные классы в Pk .
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Задачи

1. При каждом k > 3 доказать неполноту в Pk множества
A ⊆ Pk , подобрав подходящий класс Tk(E ) или Uk(D), если:
1) A = {∼ x , J0(x), x · y2}; 2) A = {∼ x ,max(x , y)};
3) A = {2,max(x , y), x−̇y}; 4) A = {1, 2,max(x , ȳ)}.

2. При каждом k > 3 доказать полноту в Pk множества A ⊆ Pk

сведением его к заведомо полной системе (системе 1-й или 2-й
формы или системе Поста), если
1) A = {k − 1, x−̇y , x + y}; 2) A = {k − 2, x + 1, x−̇y};
3) A = {J0(x), x + y , x · y}; 4) A = {j0(x), x + y ,max(x , y)}.



Алгоритм распознавания полноты Замкнутые классы Предполные классы Задачи

Задачи

3. При каждом k > 3 исследовать на полноту в Pk множество
A ⊆ Pk , если

1) A = {k − 1, x + 2,max(x , y)}; 2) A = {1, 2, x−̇y};
3) A = {2−̇x , x · y ,max(x , y)}; 4) A = {k − 2, 2x + y , x−̇y}.

4. Доказать, что система A ⊆ Pk полна в Pk тогда и только
тогда, когда k — простое число, если
1) A = {1, x + y + x · z}; 2) A = {x − 1, x + y , x2 · y};
3) A = {k − 2, x + 2y , x · y2}; 4) A = {∼ x , x − y , x2 · y}.
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