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Глава 1

Асимптотически оптимальные методы синтеза схем и
оценки высокой степени точности для ряда функций
Шеннона. Синтез схем для функций из специальных
классов1

§1 Некоторые модификации контактных схем. Итеративные кон-
тактные схемы. Верхние оценки числа схем контактного типа,
нижние мощностные оценки функций Шеннона

Рассмотрим одну модификацию контактных схем (КС), которая является, по суще-
ству, частным случаем т.н. релейно-контактных схем (см., например, [4]) и связана
с операцией присоединения управляющих булевых переменных (БП) или, иначе,
управляющих входов КС к ее выходам.

Для КС Σ = Σ(x1, . . . , xn; 1; z1, . . . , zm) определим операцию присоединения её
управляющей БП xi к выходу zj , которая применима, если БП xi входит в Σ без от-
рицаний, и в результате выполнения которой в графе КС Σ происходит снятие БП
zj , сопоставление связанной с ней вершине внутренней БП y и замена всех пометок
xi на пометку y. Аналогично определяется операция (одновременного) присоеди-
нения нескольких управляющих БП КС Σ к её выходам, при выполнении которой
каждой участвующей в присоединениях выходной вершине Σ сопоставляется толь-
ко одна внутренняя БП, причём разным вершинам сопоставляются разные БП.
Любая из полученных таким образом схем называется итеративной контактной
схемой (ИКС) на базе КС Σ. Под сложностью L(Σ′) ИКС Σ′ на базе КС Σ пони-
мается сложность L(Σ).

Функционированние итеративной контактной схемы Σ(x1, . . . , xn; z1, . . . , zm) на
базе КС вида Σ̂(x1, . . . , xn, y

′
1, . . . , y

′
l; 1; y′′1 , . . . , y

′′
l , z1, . . . , zm) с внутренними БП

yi = y′i = y′′i , i = 1, . . . , l, рассматривается в дискретные моменты времени t,
t = 0, 1, . . . . Для любого входного набора α = (α1, . . . , αn) ∈ Bn при t = 0, 1, . . .
происxодит последовательное установление в различных вершинах значения 1 в ре-
зультате образования цепей, соединяющих эти вершины с входом 1 и состоящих из
проводящих к данному моменту контактов, а также значение 0 в результате обра-
зования разрезов, отделяющих рассматриваемые вершины от входа 1 и состоящих

1Те понятия и обозначения, которые здесь не определяются могут быть найдены в [3], гл. 2, §3

4



§1. 5

•

•

x1

•

x2
•

x1

•

x2

x2

•

y2

•x3
x2

•

y1

x3

1

y1

y2

z1 = x1 ⊕ x2 ⊕ x3

Рис. 1.1: Пример комбинационной ИКС

из непроводящих к данному моменту контактов. При этом вершина ui, связанная
с БП yi, 1 6 i 6 l, в которой установилось значение σ, начинает в следующий
момент времени управлять проводимостью контактов yi и т.д. Обозначим через
V (σ)(Σ, α, t), σ ∈ B, множество тех вершин Σ, в которых к моменту времени t уста-
новилось значение σ, а через V (2)(Σ, α, t) — множество всех остальных вершин Σ,
и заметим, что

V (σ)(Σ, α, t) ⊆ V (σ)(Σ, α, t+ 1), V (γ)(Σ, α, t) ∩ V (δ)(Σ, α, t) = ∅ (1.1)

для любого σ, σ ∈ B, и любых γ 6= δ из [0, 2]. Будем считать, что в момент времени t
в вершинах множества V (2)(Σ, α, t) имеется неопределенное значение 2.

Из (1.1) следует, что, начиная с некоторого T , T > 0, множества V (σ)(Σ, α, t),
σ ∈ [0, 2], стабилизируются, то есть V (σ)(Σ, α, t + 1) = V (σ)(Σ, α, t) = V (σ)(Σ, α),
при t > T , и будем говорить, что в момент времени T процесс функционирования
ИКС Σ на наборе α завершается, причем завершается он установлением значения
σ, σ ∈ [0, 2], во всех вершинах множества V (σ)(Σ, α). При этом ИКС Σ называет-
ся комбинационной схемой (схемой без памяти), если для любого входного на-
бора α, α ∈ Bn, её функционирование на наборе α завершается определёнными
значениями во всех выходных вершинах z1, . . . , zm, которые определяют значения
f1(α), . . . , fm(α) ФАЛ f1, . . . , fm от БП x1, . . . , xn, реализуемых Σ.

На рис. 1.1 показана комбинационная ИКС, реализующая ФАЛ x1⊕x2⊕x3⊕1, а
на рис. 1.2 — некомбинационная ИКС, которая реализует систему функций (f1, f2),
где f1 = f2 = 2x1 · x2. Будем называть ИКС Σ(x1, . . . , xn; z1, . . . , zm) на базе
КС Σ̂(x1, . . . , xn, y

′
1, . . . , y

′
l; 1; y′′1 , . . . , y

′′
l , z1, . . . , zm) упорядоченой, если существу-

ет такая перестановка j1, . . . , jl чисел 1, . . . , l, при которой для любого i, i ∈ [1, l],
ФАЛ проводимости от 1 к yji в КС Σ̂ может существенно зависеть только от БП
x1, . . . , xn, yj1 , . . . , yji−1 . Заметим, что упорядоченная ИКС Σ является комбинаци-
онной и что ИКС, показанная на рис. 1.1, является упорядоченной.
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Рис. 1.2: Пример некомбинационной ИКС

По аналогии с классами UКС и U
−→
КС (см. [3]) контактных схем из неориентиро-

ванных и ориентированных контактов соответственно обозначим через UИКС класс
всех комбинационных ИКС из неориентированных контактов, а через UA (L, n), где
A ∈ {КС,

−→
КС,ИКС} — множество схем от БП X(n) = {x1, . . . , xn} из UA, которые

представляют собой связный граф, имеют один выход, один вход и сложность не
более L. В соответствии с [3] для конечного множества G, состоящего из графов,
сетей или схем, через |G| и ‖G‖ обозначим число попарно не изоморфных и попар-
но не эквивалентных элементов в G. В частности, число попарно неэквивалентных
ИКС из UИКС(L, n) будем обозначать через

∥∥UИКС(L, n)
∥∥.

Лемма 1.1. Число попарно неизоморфных связных графов с параллельными рёбра-

ми, содержащих p вершин и q, q > p−1, рёбер, не больше, чем 4p−1
(

3p2

q−p+1

)q−p+1
,

если
p− 1 < q 6

p(p+ 1)

2
− 2, (1.2)

и не больше, чем 4p−1 · 6q−p+1, в остальных случаях.

Доказательство. Подсчёт указанных графов можно организовать следующим об-
разом: сначала выбирается остовное дерево, а потом оставшиеся рёбра распреде-
ляются по всевозможным парам вершин с возможными повторениями. Остовное
дерево можно выбрать 4p−1 способами, а число возможных распределений остав-
шихся рёбер по парам вершин можно оценить сверху числом сочетаний с повторе-
ниями, при условии, что число пар вершин равно p(p−1)

2 . Так как число сочетаний с
повторениями из n элементов по k равно

(
n+k−1
n−1

)
=
(
n+k−1

k

)
, то, используя извест-

ное неравенство (
n

m

)
6

(
3m

n

)n
,

получим при условии q > p− 1 следующее неравенство:

4p−1 ·
(p(p−1)

2 + q − p
q − p+ 1

)
6 4p−1 ·

(
3

(
1 +

p(p−1)
2 − 1

q − p+ 1

))q−p+1

. (1.3)
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Из неравенства (1.2) вытекает, что

p(p−1)
2 − 1

q − p+ 1
> 1

и поэтому неравенство (1.3) можно продолжить в случае (1.2) следующим образом:

4p−1 ·

(
3

(
1 +

p(p−1)
2 − 1

q − p+ 1

))q−p+1

6 4p−1 ·
(

3

(
p2

2(q − p+ 1)
+

p2

2(q − p+ 1)

))q−p+1

6

6 4p−1 ·
(

3p2

q − p+ 1

)q−p+1

.

В случае q = p − 1 рассматриваемые графы являются деревьями, число которых
не больше, чем 4p−1 = 4p−1 ·6q−p+1. В остальных случаях, неравенство (1.3) можно
продолжить следующим образом:

4p−1 ·

(
3

(
1 +

p(p−1)
2 − 1

q − p+ 1

))q−p+1

6 4p−1 · (3(1 + 1))q−p+1 6 4p−1 · 6q−p+1,

что завершает доказательство.
Лемма доказана.

Следствие. В случае ориентированных графов, оценки леммы умножаются на 2q.

Лемма 1.2. Если a, m, τ, α — действительные параметры такие, что

a > 2, m > 1, τ > 1, α > 0,

то выполняется неравенство

max
06y6m

(
ayτ

m− y

)m−y
yαm 6

(
βtmα(log t)−α−τ

)m
,

где β = β(α, τ), t = amτ−1.

Доказательство. Введём обозначения:

F (y) =

(
ayτ

m− y

)m−y
yαm,

f(y) = lnF (y) = (m− y) ln

(
ayτ

m− y

)
+ αm ln y.
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Далее, через β1, β2, . . . будем обозначать некоторые функции величин α и τ . Пусть
y = z ·m, где z ∈ [0, 1]. Тогда, дифференцируя f(y), получим

f ′(y) =
m(τ + α)

y
− ln

(
ayτ

m− y

)
− τ + 1 =

=
τ + α

z
− ln

(
zτ

1− z

)
− τ + 1︸ ︷︷ ︸

δ(z)

− ln
(
amτ−1

)︸ ︷︷ ︸
>0

.

Заметим, что δ(z) → −∞ при z → 1, и существует β1 < 1 такое, что f ′(y) < 0
при y > β1m. Пусть ξ является точкой максимума функции f , тогда f ′(ξ) = 0 и
ξ 6 β1m. Если обе части последнего неравенства умножить на −1, прибавить m,
разделить на (1− β1), и возвести в степень 1

τ , то получим неравенство

m
1
τ 6 β2(m− ξ)

1
τ . (1.4)

В точке максимума выполняется условие f ′(ξ) = 0, из которого следует, что

m(τ + α)

ξ
− τ ln

(
e(1− 1

τ )a
1
τ ξ

(m− ξ)
1
τ

)
= 0. (1.5)

Обозначив e1− 1
τ через β3, из (1.5) и (1.4) получаем

ln

(
β3

a
1
τ ξ

(m− ξ)
1
τ

)
· β3

a
1
τ ξ

(m− ξ)
1
τ

=
m(τ + α)

ξτ
· β3

a
1
τ ξ

(m− ξ)
1
τ

=

= β3
τ + α

τ
· ma

1
τ

(m− ξ)
1
τ︸ ︷︷ ︸

>m
1
τ /β2

6 β4m
1− 1

τ a
1
τ ,

где β4 = β2β3
τ+α
τ . Положим w = β4a

1
τm1− 1

τ , u = β3
a
1
τ ξ

(m−ξ)
1
τ
. Тогда, как показано

выше, w > u lnu, откуда u 6 r w
lnw для некоторой константы r (можно взять r = 2).

Отсюда, положив β5 = rβ−1
4 , имеем

a
1
τ ξ

(m− ξ)
1
τ

6 β5a
1
τm1− 1

τ ·
(

ln
(
β4a

1
τm1− 1

τ

))−1
=
β5

τ
· (amτ−1)1/τ

ln
(
β4(amτ−1)1/τ

) 6
β6t

1
τ

log t
, (1.6)

где t = amτ−1. Из последнего неравенства следует, что

ξ 6
(m− ξ)1/τ

a1/τ
· β6t

1/τ

log t
=
β6m

log t
·
(
m− ξ
m

)1/τ

6
β7m

log t
. (1.7)
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Пользуясь неравенствами (1.6) и (1.7), получаем

max
06y6m

F (y) = F (ξ) 6

(
a

1
τ ξ

(m− y)
1
τ

)τm
ξαm 6

(
βtmα(log t)−α−τ

)m
.

Лемма доказана.

Теорема 1.1. Для любых натуральных n и L выполняются неравенства1

∥∥UКС(L, n)
∥∥ 6

(
e1nL

log2 L

)L
, (1.8)∥∥∥U−→КС(L, n)

∥∥∥ 6

(
e2nL

log2 L

)L
, (1.9)

∥∥UИКС(L, n)
∥∥ 6

(
e3(n+ L)2

log3(n+ L)

)L+2n

. (1.10)

Доказательство. Введём сначала некоторые вспомогательные величины и устано-
вим для них верхние оценки на основе лемм 1.1, 1.2. Пусть N(q) — число попарно
не изоморфных связных неориентированных графов с не более чем q (возможно,
параллельными) ребрами, а N̂(q) — число аналогичных графов, в каждом из кото-
рых любое ребро помечено либо одним из s специальных символов, либо одной из
вершин данного графа.

Заметим, что

N(q) =

q∑
t=1

t+1∑
p=1

N(p, t), и N̂(q) 6
q∑
t=1

t+1∑
p=1

N(p, t) · (p+ s)t, (1.11)

где N(q, t) — число попарно неизоморфных связных неориентированных графов
с p вершинами и t (возможно, параллельными) ребрами, которое оценивалось в
лемме 1.1. Для удобства работы с этими оценками введем функции Q(t) и Q̂(t, s)
натуральных аргументов t и s вида

Q(t) = max
16p6t

{(
3p2

q − p+ 1

)t−p+1
}
, Q̂(t, s) = max

16p6t

{(
3p2

q − p+ 1

)q−p+1

· (p+ s)t

}
,

(1.12)
где максимум берется по всем действительным значениям параметра p из отрез-
ка [1, t].

Из (1.12) следует, что
Q̂(t, s) 6 Q(t) · (t+ s)t, (1.13)

1Буквой e с различными индексами обозначаются некоторые положительные константы.
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и что функции Q(t), Q̂(t, s) монотонно не убывают по t, так как при t′ > t и
p′ = p+ (t′ − t) выполняются неравенства(

3(p′)2

t′ − p′ + 1

)t′−p′+1

>

(
3p2

t− p+ 1

)t−p+1

и (p′ + s)t
′
> (p+ s)t.

Заметим также, что

Q(t) > 3t и Q̂(t, s) >

(
3

2

)t
· (t+ s)t. (1.14)

Действительно, в случае t > 4 и p = t
2 + 1 выполняются неравенства

Q(t) >

(
3
(
t
2 + 1

)2
t
2

) t
2

> 9
t
2 = 3t, Q̂(t, s) > 3t ·

(
t

2
+ s+ 1

)t
>

(
3

2

)t
· (t+ s)t,

а в случае 1 6 t 6 3 и p = t — неравенства

Q(t) > 3t2 > 3t, Q̂(t, s) > 3t · (t+ s)t,

которые в совокупности доказывают (1.14).
Опираясь на лемму 1.1, соотношения (1.11)–(1.14) и монотонность функций

Q(t), Q̂(t, s) по t, докажем, что

N(q) 6 5 · 4q ·Q(q), N̂(q, s) 6 5 · 4q · Q̂(q, s)(q + s)q, (1.15)

Действительно, используя оценки леммы 1.1 и первые части соотношений (1.11), (1.12),
получим

N(q) =

q∑
t=1

t+1∑
p=1

N(p, t) 6
q∑
t=1

t+1∑
p=1

4p−16t−p+1 +

q∑
t=2

t∑
p=2

4p−1Q(t) =

=

q∑
t=1

6t
t+1∑
p=1

(
2

3

)p−1

+

q∑
t=2

Q(t)

(
4t − 1

3

)
,

откуда в силу монотонности Q(t) и первого из неравенств (1.14) следует, что

N(q) 6
18

5
· 6q +

4

9
· 4q ·Q(q) 6 5 · 4q ·Q(q).

Второе из неравенств (1.15) устанавливается аналогично с использованием вто-
рых частей соотношений (1.11), (1.12), (1.14), а также неравенства (1.13).

Неравенства

N(q) 6

(
e0

q

log2 q

)q
, и N̂(q, s) 6

(
e0

q + s

log3(q + s)

)q+s
(1.16)
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вытекают, с учетом (1.12), (1.15), из леммы 1.2, где

a = 3,m = q + 1, τ = 2, α = 0, y = p и a = 3,m = q + s+ 1, τ = 2, α = 1, y = p+ s

соответственно.
Оценки (1.8) и (1.9) получаются, с учетом леммы 1.1 и её следствия, из пер-

вого неравенства (1.16) при q = L, так как число попарно неэквивалентных КС
рассматриваемого вида из неориентированных контактов можно оценить сверху
произведением числа попарно неизоморфных связных неориентированных графов
с не более чем L рёбрами и двумя полюсами на число возможных способов выбора
пометок их рёбер БП x1, . . . , xn или отрицаниями этих БП.

Для доказательства (1.10) заметим, что число возможных способов выбора
пометок рёбер для ИКС рассматриваемого вида с p вершинами не превосходит
(2n+ p)L. Следовательно, справедливо неравенство:∥∥UИКС(L, n)

∥∥ 6 N̂(L, 2n) · L2,

из которого неравенство (1.10) вытекает в силу второго неравенства (1.16).
Теорема доказана.

На основе теоремы 1.1 c помощью мощностного метода Шеннона обычным об-
разом (см., например, [3]) устанавливаются нижние мощностные оценки функций
Шеннона LКС(n), L

−→
КС(n), LИКС(n) для классов UКС, U

−→
КС и UИКС соответственно.

Теорема 1.2. Для натуральных n = 1, 2, . . . выполняются неравенства

LКС(n) >
2n

n

(
1 +

2 log n−O(1)

n

)
, (1.17)

L
−→
КС(n) >

2n

n

(
1 +

2 log n−O(1)

n

)
, (1.18)

LИКС(n) >
2n−1

n

(
1 +

5
2 log n−O(1)

n

)
. (1.19)

Доказательство. Неравенства (1.17)–(1.19) могут быть получены в результате при-
менения соотношения (4.1) и леммы 4.1 из §4 гл. 4 пособия [3] к (1.8)–(1.10). Приве-
дём, тем не менее, технически более простой вариант доказательства (1.17)–(1.19),
опирающийся на тот факт, что все рассматриваемые функции Шеннона имеют по-
рядок роста 2n

n , то есть, в частности,

LA(n) 6 c
2n

n
, (1.20)

где A ∈ {КС,
−→
КС,ИКС }, а c — некоторая константа, не зависящая от n.
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В силу (1.20) и равенства Шеннона (см. [3])∥∥UA (LA(n), n
)∥∥ = 22n

из (1.8)–(1.10) следует, что

2n = log
∥∥UКС(LКС(n), n

)∥∥ 6 LКС(n) · (n− 2 log n+O(1)),

2n = log
∥∥U−→КС(L−→КС(n), n

)∥∥ 6 L
−→
КС(n) · (n− 2 log n+O(1)),

2n = log
∥∥UИКС(LИКС(n), n

)∥∥ 6
(
LИКС(n) + 2n

)
· (2n− 5 log n+O(1)).

Решение полученных неравенств относительно соответствующих функций Шенно-
на даёт (1.17)–(1.19).

Теорема доказана.

§2 Формулы и СФЭ в произвольном базисе, усилительные СФЭ.
Верхние оценки числа формул и СФЭ, нижние мощностные
оценки функций Шеннона

Продолжим начатое в [3] (см. гл. 2, 4) изучение формул и схем из функциональных
элементов (СФЭ) над произвольным конечным полным базисом Б = {Ei}bi=1, где
функциональный элемент (ФЭ) Ei реализует ФАЛ ϕi(x1, . . . , xki), которая в случае
ki > 2 существенно зависит от всех своих переменных.

Будем по-прежнему (ср. с §3 главы 2 пособия [3]) представлять СФЭ Σ в виде
Σ = Σ(x; z), если x = (xi1 , . . . , xin) и z = (zj1 , . . . , zjn) — наборы, составленные из
всех её различных входных и выходных булевых переменных (БП), перечисленных
в порядке возрастания их номеров в алфавитах X = {x1, x2, . . . , xn, . . . } и Z =
= {z1, z2, . . . , zm, . . . }, соответственно. Сложность, то есть число ФЭ, глубину, то
есть максимальное число последовательно соединённых ФЭ, и ранг, то есть число
дуг, исходящих из входов, в схеме Σ, следуя [3], будем обозначать через L(Σ), D(Σ)
и R(Σ) соответственно.

Будем рассматривать формулы и СФЭ с различными ограничениями на со-
единения ФЭ. Так, для базисов, имеющих одновходовые неконстантные ФЭ, вве-
дём понятие усилительной СФЭ — СФЭ, в которой «ветвятся» выходы только
указанных ФЭ. Заметим, что данное ограничение выполняется во многих клас-
сах электронных схем, причем в соответствующих базисах имеются специальные
«усилительные» ФЭ, реализующие тождественную ФАЛ.

Введём теперь «взвешенные» функционалы сложности и глубины СФЭ. Будем
считать, что каждому функциональному элементу Ei, i = 1, . . . , b, сопоставлены
положительные действительные числа Li и Ti, называемые его «весом» и «за-
держкой», которые характеризуют сложность («размер») и время срабатывания
E1 соответственно. Предполагается, что «вес» и «задержка» любого ФЭ стандарт-
ного базиса Б0 = {&,∨,¬} равны 1. Если (v0, vt)-цепь C длины t в СФЭ Σ проходит
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через вершины v1, . . . , vt−1, и вершине vj , j = 1, . . . , t, при этом соответствует ФЭ
Eij базиса Б, то число T (C) = Ti1 + · · ·+ Tit будем называть задержкой этой цепи.

По аналогии с глубиной определим задержку вершины v СФЭ Σ как макси-
мальную задержку тех цепей Σ, которые начинаются в одной из ее входных вер-
шин и заканчиваются в вершине v. Для каждой СФЭ Σ над базисом Б помимо
сложности L(Σ), глубины D(Σ) и ранга R(Σ) определим следующие параметры
(функционалы сложности):

1) L(Σ) — размер Σ, то есть сумма «весов» всех её ФЭ;

2) T (Σ) — задержка Σ, то есть максимальная задержка её вершин.

Заметим, что функционал L (D) является частным случаем функционала L (со-
ответственно T ), когда веса (соответственно задержки) всех ФЭ базиса Б равны 1.
Введем также «частичный» размер LБ′(Σ) (задержку TБ′(Σ)), который равен сум-
ме весов ФЭ Σ типа Ei, где Ei ∈ Б′, в СФЭ Σ (соответственно максимальной сумме
задержек ФЭ указанного вида, лежащих на одной цепи Σ). Аналогичным обра-
зом вводится «частичная» сложность LБ′(Σ) и «частичная» глубина DБ′(Σ) для
СФЭ Σ.

Напомним (см. [3]), что СФЭ называется приведённой, если выход любого её
ФЭ, не являющийся выходом схемы, поступает на вход другого ФЭ этой схемы.
Приведённая СФЭ (системы формул) считается строго приведённой, если в ней
нет эквивалентных вершин, то есть вершин, в которых реализуются равные ФАЛ
(соответственно нет эквивалентных вершин, лежащих на одно цепи). Заметим, что
для любой СФЭ (системы формул) Σ существует эквивалентная ей строго приве-
дённая СФЭ (соответственно система формул) Σ′, для которой

LБ′(Σ
′) 6 LБ′(Σ) и TБ′(Σ

′) 6 TБ′(Σ)

при любом Б′ ⊆ Б. Легко видеть также, что в строго приведённой формуле или
СФЭ нет трёх или более последовательно соединённых одновходовых ФЭ.

Для базиса Б = {Ei}bi=1 положим Б̂ = {Ei | ki > 2 } и заметим, что множество Б̂
не пусто в силу полноты базиса Б. Для ФЭ Ei, Ei ∈ Б̂, определим его приведённый
вес ρi и приведённую задержку τi следующим образом:

ρi =
Li

ki − 1
, τi =

Ti
log ki

.

Введём, далее, величины

ρБ = min
Ei∈Б̂

ρi и τБ = min
Ei∈Б̂

τi,

которые назовём приведённым весом и приведённой задержкой базиса Б соответ-
ственно. Для стандартного базиса Б0 = {&,∨,¬}, очевидно,

Б̂0 = {&,∨}, ρБ0 = τБ0 = 1.
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Для функционала сложности ψ типа L, L, D, T через ψ̂(Σ) будем обозначать ве-
личину ψБ̂(Σ).

Следуя [3] обозначим через UC
Б, UУС

Б и UФ
Б множество СФЭ над базисом Б,

множество усилительных СФЭ над Б и множество формул над Б соответственно.
При этом для каждого A, A ∈ {C,УС,Ф} определим размер LAБ(F ) ФАЛ или
системы ФАЛ F в классе UAБ и её задержку TБ(F ) обычным образом, а через LAБ(n)
и TБ(n) обозначим соответствующие функции Шеннона.

Лемма 2.1. Для любой формулы F, F ∈ UФ
Б , выполняются неравенства

R(F) 6
1

ρБ
L̂(F) + 1, R(F) 6 2

T̂ (F)
τБ . (2.1)

Доказательство. Пусть для каждого i, i = 1, . . . , b, формула F содержит si ФЭ Ei.
При этом для числа ребер квазидерева F будут выполняться равенства

|E(F)| =
b∑
i=1

si · ki = R(F) +
b∑
i=1

si − 1.

Следовательно,

R(F) =
b∑
i=1

si(ki − 1) + 1 =
∑
ki>2

ki − 1

Li
· Lisi + 1 6

1

ρБ

∑
ki>2

Lisi + 1 =
1

ρБ
L̂(F) + 1

и первое неравенство (2.1) доказано.
Второе неравенство (2.1) доказывается индукцией по D(F). Действительно,

при D(F) = 0, когда F = xj , оно, очевидно, выполняется. Пусть теперь вто-
рое неравенство (2.1) верно для любой формулы глубины меньше, чем d, и пусть
F = ϕi(F1, . . . ,Fki), где D(F) = d и D(Fj) < d, T̂ (Fj) = tj при всех j = 1, . . . , ki.
Тогда

R(F) =

ki∑
j=1

R(Fj) 6 ki · 2
t
τБ ,

где t = max16j6ki tj . Следовательно, при ki = 1 формула F удовлетворяет второму
неравенству (2.1), так как в этом случае T̂ (F) = t. При ki > 2 в соответствии с
определением τБ выполняется неравенство

ki 6 2
Ti
τБ ,

используя которое и учитывая, что в данном случае T̂ (F) = t+ Ti, получим

R(F) 6 ki · 2
t
τБ 6 2

t+Ti
τБ = 2

T̂ (F)
τБ .

Лемма доказана.



§2. 15

Замечание. Аналогично первому неравенству (2.1) доказывается, что число рёбер
дерева, соответствующего формуле F, в которой нет трёх и более последовательно
соединённых одновходовых ФЭ, удовлетворяет неравенству

|E(F)| 6 6(R(F)− 1). (2.2)

Действительно, если F содержит si ФЭ Ei, i = 1, . . . , b, то

R(F) =
b∑
i=1

si(ki − 1) + 1 > L̂(F) + 1,

|E(F)| 6 3
(
R(F) + L̂(F)− 1

)
6 3(2R(F)− 2) = 6(R(F)− 1).

Неравенство (2.2) выполняется, в частности, для строго приведённой формулы F.
Для приведённой одновыходной СФЭ Σ на базисом Б её остовом будем назы-

вать такую формулу F(x1) над Б, дерево которой получается в результате при-
менения к каждой вершине Σ операций отсоединения всех исходящих дуг, кроме
одной, и объявления начальных вершин этих дуг листьями указанного дерева.

Пусть для A ∈ {C,УС} UAБ 〈L, n〉 (UФ
Б 〈L, n〉, UФ

Б {T, n}) — множество всех строго
приведённых схем из функциональных элементов вида Σ(x1, . . . , xn; z1) из UAБ (со-
ответственно формул F(x1, . . . , xn)) из UФ

Б , для которых L(Σ) 6 L (соответственно
L(F) 6 L, T (F) 6 T ).

Лемма 2.2. Для любых L > 0, T > 0 и любого натурального n справедливы
неравенства1: ∥∥UC

Б 〈L, n〉
∥∥ 6 (c1(L + n))

1
ρБ

L+1
, (2.3)∥∥UФ

Б 〈L, n〉
∥∥ 6 (c2n)

1
ρБ

L+1
, (2.4)∥∥UФ

Б {T, n}
∥∥ 6 (c2n)2

T
τБ . (2.5)

Доказательство. Пусть Σ ∈ UC 〈L, n〉, a F̌ — остов Σ. В силу леммы 2.1 и заме-
чания к ней число рёбер в дереве формулы F̌ не больше, чем ĉ1L, где ĉ1 = 6

ρБ
, а

число таких попарно не изоморфных формул не превосходит cL/ρБ2 , где c2 6 46.
Любая формула F (СФЭ Σ) из UC 〈L, n〉 может быть получена в результате при-
соединения каждого из R(F̌) 6 1

ρБ
L(F̌) + 1 (в силу леммы 2.1) листьев дерева

формулы F̌, являющейся её остовом, к входам x1, . . . , xn (соответственно к входам
x1, . . . , xn и внутренним вершинам F̌), которое можно осуществить не более, чем
nR(F̌) (соответственно (ĉ1 ·L + n)R(F̌)) способами. Перемножая полученные оценки
и учитывая (2.1) приходим к (2.3) с константой c1 = c2 max{ĉ1, 1} и (2.4).

1Буквой c с различными индексами будем обозначать константы, зависящие только от базиса Б
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В случае Σ = F ∈ UФ
Б {T, n}, рассуждая аналогично, приходим к (2.5) с учётом

того, что число рёбер в формуле F̌ не больше, чем 6 · 2T/τБ , число таких формул
не превосходит (c2)2T/τБ , а их ранг ограничен сверху в силу (2.1) числом 2T/τБ .

Лемма доказана.

Лемма 2.3. Для любого L > 0 и любого натурального n выполняется неравенство

∥∥UУС
Б 〈L, n〉

∥∥ 6

(
c3(L + n)

log(L + n)

) 1
ρБ

(L̂+n)+1

. (2.6)

Доказательство. На основе рассуждений из доказательства леммы 2.2 и с учетом
(2.1)–(2.3) можно показать, что число СФЭ Σ, Σ ∈ UУС

Б 〈L, n〉, для которых L̂(Σ) =

= L̂, не больше, чем

c
L
ρБ
2

(
1

c4
(L− L̂) + n

) L̂
ρБ

+1

6 cL5

(
L− L̂ + n

) L̂
ρБ

+1
,

где c4 — минимальный «вес» одновходовых ФЭ базиса Б. Отсюда следует, что∥∥UУС
Б 〈L, n〉

∥∥ 6 cL6 max
L̂∈[0,L]

(L− L̂ + n)
L̂
ρБ

+1
.

Находя максимум правой части полученного неравенства как функции парамет-
ра L̂, принимающего значения из действительного отрезка [0,L], с помощью лем-
мы 1.2, где

m =
1

ρБ
(L + n) + 1, y =

1

ρБ
(L− L̂ + n), a = m, τ = 1, α = 0,

получим (2.6).
Лемма доказана.

Из лемм 2.2, 2.3 с помощью мощностного метода (см. (1.20) и (1.14’)) выводится
следующая теорема.

Теорема 2.1. Для натуральных n = 1, 2, . . . выполняются неравенства

LC
Б(n) > ρБ

2n

n

(
1 +

log n−O(n)

n

)
, (2.7)

LУС
Б (n) > ρБ

2n

n

(
1 +

2 log n−O(1)

n

)
, (2.8)

LФ
Б (n) > ρБ

2n

log n

(
1−O

(
1

log n

))
, (2.9)

TБ(n) > τБ(n− log logn)−O(1). (2.10)
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Для базиса Б′0 = {x1 · x2,¬x1}, в котором L& = L¬ = 1 и T& = T¬ = 1, оценки
лемм 2.2, 2.3 можно уточнить следующим образом.

Лемма 2.4. Для любого L > 0 и любого натурального n выполняются неравен-
ства ∥∥∥UФ

Б′0
(L, n)

∥∥∥ 6

(
e4n

log n

)L+2

, (2.11)∥∥∥UУС
Б′0

(L, n)
∥∥∥ 6

(
e5(L+ n)

log2(L+ n)

)L+n+2

. (2.12)

Доказательство. Пусть F(x1) — остов какой-либо СФЭ (формулы) Σ, Σ ∈ UУС
Б′0

, и
пусть

p = L1(Σ) + 1, R(F) = R 6 −p+ 2,

а M , M 6 L − p + 2 (соответственно M 6 n), — число тех вершин Σ, от которых
при переходе от Σ к F были отсоединены исходящие дуги. Разобьём множество
листьев дерева F на p групп, включив в i-ую группу, i = 1, . . . , p, все те ti, ti > 0,
листьев, которые связаны цепочкой из ФЭ & с i-м ФЭ ¬, если i < p, и связаны
аналогичным образом с выходом Σ, если i = p.

Заметим, что число способов выбора остова F схемы (формулы) Σ не больше,
чем 42L, и что выбор формулы F однозначно определяет описанное выше разбиение
листьев дерева F на группы. Заметим также, что число тех попарно не эквивалент-
ных схем (формул) Σ указанного вида, которые можно получить из одного и того
же остова в результате соответствующего присоединения его листьев, не больше,
чем

max
16t1+···+tp6R

{
Ct1M · . . . · C

tp
M

}
6

6 max
16t1+···+tp6R

{(
3M

t1

)t1
· . . . ·

(
3M

tp

)tp}
6 max

16p6L+2

(
3Mp

L− p+ 2

)L−p+2

.

Следовательно, в силу леммы 1.2, где a = 3n, τ = 1, α = 0, m = L+ 2 и y = p,
получим неравенство∥∥∥UF

Б′0
(L, n)

∥∥∥ 6 16L max
16p6L+2

(
3np

L− p+ 2

)L−p+2

6

(
e4n

log n

)L+2

,

а при a = 3, τ = 2, α = 0, m = L+n+2, y = n+p и с учётом числа способов выбора
тех вершин остова, от которых отсоединялись исходящие дуги, — неравенство∥∥∥UУС

Б′0
(L, n)

∥∥∥ 6 32L max
16p6L+2

(
3(n+ p) · p
L− p+ 2

)L−p+2

6

(
e5(L+ n)

log2(L+ n)

)L+n+2

.

Лемма доказана.
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Из леммы 2.4 на основе мощностных соображений выводится следующая тео-
рема.

Теорема 2.2. Для натуральных n = 1, 2, . . . выполняются неравенства

LФ
Б′0

(n) > ρБ
2n

log n

(
1 +

log logn−O(1)

log n

)
, (2.13)

LУС
Б′0

(n) > ρБ
2n

n

(
1 +

3 log n−O(1)

n

)
. (2.14)

Замечание. Аналогичным образом, с учётом теоремы 2.1 для произвольного бази-
са Б устанавливаются следующие мощностные нижние оценки

LФ
Б (n) > ρБ

2n

log n

(
1 +

æБ log logn−O(1)

log n

)
,

LУС
Б (n) > ρБ

2n

n

(
1 +

(2 + æБ) log n−O(1)

n

)
,

где æБ ∈ {0, 1} и æБ = 1 тогда и только тогда, когда все ФЭ Ei ∈ Б, для которых
ρi = ρБ, реализуют либо только монотонные ЭК, либо только монотонные ЭД,
либо только линейные ФАЛ.

§3 Универсальные системы ФАЛ и их построение на основе се-
лекторных разбиений БП

Напомним (см. [3]), что множество ФАЛ G называется дизъюнктивно-универсаль-
ным множеством (ДУМ) ФАЛ порядка m и ранга p, тогда и только тогда, когда
G ⊆ P2(m) и для любой ФАЛ g, g ∈ P2(m), найдутся функции g1, . . . , gp из G для
которых g = g1 ∨ · · · ∨ gp.

Обобщим понятие ДУМ ФАЛ следующим образом. Пусть ϕ(y1, . . . , yp) — суще-
ственная ФАЛ, то есть ФАЛ, существенно зависящая от всех своих БП. Множество
ФАЛ G, G ∈ P2(m), называется ϕ–универсальным множеством (ϕ–УМ) порядка
m, если любая ФАЛ g, g ∈ P2(m), может быть представлена в виде

g = ϕ(g1, . . . , gp), (3.1)

где gi ∈ G при всех i, i = 1, . . . , p. Заметим, что в случае ϕ(y1, . . . , yp) = y1 ∨ · · · ∨ yp
понятие ϕ–УМ совпадает с понятием ДУМ ранга p.

Так же, как и ДУМ (см. [3]), будем строить ϕ–УМ порядка m на основе раз-
биения ∆ = (δ1, . . . , δp) единичного куба Bm. Для каждого i, i = 1, . . . , p, в силу
существенной зависимости ФАЛ ϕ от БП yi найдётся набор двоичных констант
αi,1, . . . , αi,p такой, что

ϕ(αi,1, . . . , αi,i−1, yi, αi,i+1, . . . , αi,p) = yi ⊕ αi,i. (3.2)
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Обозначим через G(j), j = 1, . . . , p, множество всех тех ФАЛ из P2(m), которые
при любом i, 1 6 i 6 p и j 6= i, равны αi,j на множестве наборов δi, и пусть

G = G(1) ∪ · · · ∪G(p). (3.3)

Нетрудно убедиться в том, что равенство (3.1) имеет место для любой функции g,
g ∈ P2(m), если gi, i = 1, . . . , p, — ФАЛ из G(i), совпадающая на δi с ФАЛ g ⊕ αi,i.
Действительно, для любого i, i = 1, . . . , p, и любого набора β, β ∈ δi, в силу (3.2),
получим:

ϕ(g1(β), . . . , gp(β)) = ϕ(αi,1, . . . , αi,i−1, g(β)⊕ αi,i, αi,i+1, . . . , αi,p) = g(β).

Следовательно, множество G представляет собой ϕ–УМ порядка m, которое будем
называть стандартным ϕ–УМ, связанным с разбиением ∆.

Приведём пример стандартного ϕ–УМ для функции ϕ(y1, . . . , yp) = y1yt+1 ∨
∨y2yt+2∨· · ·∨yty2t, где p = 2t, связанного с разбиением куба Bm на последователь-
ные отрезки δ1, . . . , δp длины s1, . . . , sp соответственно, где s1 + · · ·+ sp = 2m. Если
при этом константы в (3.2) выбрать так, что αi,j = 1 только тогда, когда |i− j| = t,
то соответствующее стандартное ϕ–УМ G̃ порядка m будет иметь вид (3.3), где
G(j) состоит из таких ФАЛ g, g ∈ P2(m), для которых g(α) = 1 при α ∈ δi, ес-
ли |i − j| = t, и g(α) = 0 на остальных отрезках δi, за исключением δj . Заметим,
что полученное ϕ–УМ G̃ имеет мощность t(2s′ + 2s

′′
), если |s1| = · · · = |st| = s′ и

st+1 = · · · = |s2t| = s′′, где t(s′ + s′′) = 2m.
Заметим также, что в указанном случае можно построить и более компактное

ϕ–УМ порядка m для рассматриваемой функции ϕ. Введём множество Ǧ, Ǧ ⊂
P2(m), которое состоит из 2s

′′ функций, равных единице на множестве δ1∪· · ·∪δt и
принимающих одинаковые значения на наборах с одинаковыми номерами внутри
компонент δt+1, . . . , δ2t. Из определения множеств G(1), . . . , G(t) и того факта, что
при 1 6 i 6 t выполнены тождества

ϕ(0, . . . , 0, yi, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
t

) ≡ yi;

ϕ(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i

, 1, 0, . . . , 0, yt+1, . . . , y2t) ≡ yt+i,

следует, что множество Ĝ = G(1)∪· · ·∪G(t)∪Ǧ является ϕ–УМ мощности t ·2s′+2s
′′

и что любые две ФАЛ из различных множеств G(i), i = 1, . . . , t, ортогональны.

Определение. Разбиение D = (Y1, . . . , Yd) множества Y = {y1, . . . , yp} называется
селекторным разбиением БП функции ϕ(y1, . . . , yp) тогда и только тогда, когда
для всякого i, i = 1, . . . , d, и для любой переменной y ∈ Yi найдутся константы
α1, . . . , αd такие, что при подстановке α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αd вместо переменных
из Y1, . . . , Yi−1, Yi+1, . . . , Yd соответственно, выполняется равенство ϕ = y ⊕ αi.
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Отметим, что если ϕ(y1, . . . , yp) существенно зависит от всех своих БП, то три-
виальное разбиение D, при котором Yi = {yi}, i = 1, . . . , p, является селекторным.
Заметим также, что если функция ϕ симметрична по переменным yi, yj , то они не
могут входить в одну и ту же компоненту селекторного разбиения. Отсюда следует,
что у функции ϕ(y1, . . . , yp) = y1 ∨ · · · ∨ yp нет нетривиальных селекторных разбие-
ний БП. В то же время функция ϕ(y1, . . . , yp) = y1yt+1∨y2yt+2∨· · ·∨yty2t имеет се-
лекторное разбиение с компонентами Y1 = {y1}, . . . , Yt = {yt}, Yt+1 = {yt+1, . . . , y2t}.

Лемма 3.1. Пусть D = (Y1, . . . , Yd) селекторное разбиение множества пере-
менных Y = {y1, . . . , yp} ФАЛ ϕ(y1, . . . , yp), где |Yi| = pi, i = 1, . . . , p, и пусть
s1, . . . , sd — чётные числа, удовлетворяющие условию s1p1 + · · ·+ sdpd > 2m. Тогда
существует ϕ–УМ G порядка m такое, что

|G| 6 2s1 + · · ·+ 2sd , (3.4)

LA(~G) 6 eA|G|+O(d · 2m+s/2), (3.5)

где A ∈ {К,C}, s = max16i6d si и eК = 2, eC = 4.

Доказательство. Будем считать, что для каждого j, j = 1, . . . , d, множество но-
меров БП из Yj составляет отрезок Ij = [aj , aj+1), где a1 = 1, ad+1 = p + 1 и
|Ij | = aj+1 − aj = pj при любом j, j ∈ [1, d]. Данное предположение не ограничи-
вает, очевидно, общность проводимых рассуждений. Рассмотрим сначала случай,
когда

p1s1 + · · ·+ pdsd = 2m.

Пусть ∆ = (δ1, . . . , δp) — разбиение куба Bm на последовательные отрезки дли-
ны s1, . . . , s1︸ ︷︷ ︸

p1

, . . . , sd, . . . , sd︸ ︷︷ ︸
pd

соответственно и пусть i–й отрезок ∆, i = 1, . . . , p,

связан с БП yi ФАЛ ϕ. При этом для каждого j, j = 1, . . . , d, отрезки длины
sj с номерами из Ij будут соответствовать БП из Yj . Из селекторности разбие-
ния D следует, что для каждого j, j = 1, . . . , d, и каждого i, i ∈ Ij , существуют
константы αi,1, . . . , αi,j−1, αi,j+1, . . . , αi,d при подстановке которых вместо БП из
Y1, . . . , Yj−1, Yj+1, . . . , Yd соответственно ФАЛ ϕ переходит в ФАЛ вида yi ⊕ βi, где
βi ∈ B.

Определим (см. рис. 3.1) для каждого j, j = 1, . . . , d, множество G(j) как мно-
жество всех тех ФАЛ из P2(m), которые:

1) принимают на любом отрезке δi, i ∈ ([1, p] \ Ij), значение αi,j ;

2) принимают одинаковые значения на любых двух наборах с одинаковыми
«внутренними» номерами из различных отрезков ∆, соответствующих БП
из Yj .

Заметим, что у любой ФАЛ из G(i), i ∈ [1, d], те части столбца её значений ко-
торые соответствуют отрезкам разбиения ∆ с номерами из Ii и рассматриваются
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Рис. 3.1: Таблица ФАЛ из ϕ–УМ G

как наборы «высоты» si, совпадают между собой и что в качестве указанных на-
боров у различных ФАЛ из G(i) встречаются все 2si различных наборов. Отсюда
следует, что

∣∣G(i)
∣∣ = 2si , так как на остальных отрезках разбиения ∆ все ФАЛ из

G(i) ведут себя одинаково.
Из построения следует, что множество (ср. с (3.3))

G = G(1) ∪ · · · ∪G(d)

является ϕ–УМ порядка m. Действительно, для любой ФАЛ g, g ∈ P2(m), спра-
ведливо представление

g = ϕ(g1, . . . , gp),

где для каждого i, i = 1, . . . , d, и каждого j, j ∈ Ii, в качестве ФАЛ gj берётся та
ФАЛ из G(i), которая совпадает с ФАЛ g⊕βj на отрезке δj . Кроме того, множество
G удовлетворяет (3.4), так как

|G| 6
d∑
i=1

|G(i)| 6 2s1 + · · ·+ 2sd .

Убедимся в том, что множество G удовлетворяет (3.5), то есть является иско-
мым ϕ–УМ порядкаm. Для каждого i, i = 1, . . . , d, и каждого σ, σ ∈ B, рассмотрим
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множество ФАЛ G
(i)
σ , G(i)

σ ⊆ P2(m− 1), которые состоят из всех различных ФАЛ,
получающихся из ФАЛ множества G(i) в результате подстановки константы σ вме-
сто БП xm. При этом из чётности чисел s1, . . . , si вытекает, что G

(i)
0 = G

(i)
1 и что∣∣G(i)

0

∣∣ =
∣∣G(i)

1

∣∣ 6 2si/2. Следовательно, для каждого A, A ∈ {C,К}, и каждого i,
i ∈ [1, d], сложность схемы Σ

(A)
i из UA, построенной для системы ФАЛ

−→
G (i) по ме-

тоду каскадов (см. [3]) с разложением реализуемых ФАЛ по БП xm, xm−1, . . . , x1

удовлетворяет неравенству

L(Σ
(A)
i ) 6 eA ·

∣∣G(i)
∣∣+O(2m+si/2).

Суммируя данные неравенства для всех i, i = 1, . . . , d, получим (3.5).
Осталось рассмотреть случай, когда

h = p1s1 + · · ·+ pdsd > 2m.

Положим q = dlog he и рассмотрим в кубеBq от набора БП x̂ = (u1, . . . , ut, x1, . . . , xm),
где t = q−m > 0, отрезок I, состоящий из первых h наборов этого куба. Построим
множество ФАЛ G, G ⊆ P2(x̂), так же, как строилось множество G в предыдущем
случае, полагая, что все рассматриваемые ФАЛ от БП x̂ равны 0 вне отрезка I.
При этом множество G будет обладать свойством ϕ–универсальности на отрезке
I, то есть любая ФАЛ g, g ∈ P2(x̂), будет совпадать на I с некоторыой ФАЛ вида
ϕ(g1, . . . , gp), где gj ∈ G при всех j, j ∈ [1, p]. Следовательно, множество G, кото-
рое получается из множества Ĝ при подстановке константы 0 вместо БП u1, . . . , ut,
является ϕ–УМ порядка m и удовлетворяет (3.4), (3.5).

Лемма доказана.

Замечание 1. В условии леммы 3.1 допустимо равенство si = 0, которое означает,
что построенное при доказательстве множество Ii пусто, а множество G(i) состоит
из одной ФАЛ, принимающей на каждой из непустых полос δj , 1 6 j 6 p, постоян-
ные значения.

Замечание 2. Построенное в начале §3 для ФАЛ ϕ(y1, . . . , y2t) = y1yt+1 ∨ · · · ∨
yty2t «компактное» ϕ-УМ Ĝ, является частным случаем ϕ–УМ G = G(1) ∪ · · · ∪
G(t+1), полученного по лемме 3.1 для этой же ФАЛ на основе указанного ранее
селекторного разбиения D = ({y1}, . . . , {yt}, {yt+1, . . . , y2t}) её БП, где

s1 = · · · = st = s′, st+1 = s′′, G(t+1) = Ǧ и t(s′ + s′′) > 2m.

Определение. Энтропией разбиения D, D = (Y1, . . . , Yd), множества Y называ-
ется величина

H(D) = −
d∑
i=1

|Yi|
|Y |

log
|Yi|
|Y |

.
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Заметим, что энтропия вырожденного разбиения, при котором d = 1, равна
нулю, а энтропия тривиального разбиения, при котором d = p, равна log p. Мож-
но показать, что 0 6 H(D) 6 log d для любого разбиения D множества Y на d
компонент.

Отметим также, что энтропия разбиения D из замечания 2 к лемме 3.1 равна

t∑
i=1

log(2t)

2t
+

log 2

2
=

log t

2
+ 1.

Теорема 3.1. Если D = (Y1, . . . , Yd) — селекторное разбиение БП ФАЛ ϕ(y1, . . . , yp),
и s > log p, а p(s−H(D)) > 2m, то найдётся ϕ–УМ G порядка m такое, что

1) |G| 6 2s+2;

2) LA(
−→
G) 6 eA · |G|+O(d · 2m+s/2), где A ∈ {К,C}.

Доказательство. Выберем для каждого i, 1 6 i 6 d, чётное число si такое, что

s+ log
pi
p

6 si 6 s+ log
pi
p

+ 2,

где pi = |Yi|, и убедимся в том, что выполнено неравенство s1p1 + · · ·+ sdpd > 2m.
Действительно,

sipi > pi(s+ log
pi
p

) = pis+ p · pi
p

log
pi
p

и, следовательно,

d∑
i=1

sipi >
d∑
i=1

pis+ p ·
d∑
i=1

pi
p

log
pi
p

= p(s−H(D)) > 2m.

Осталось воспользоваться леммой 3.1 и построить ϕ–УМG, удовлетворяющее нера-
венствам (3.4) и (3.5), из которых следует, что

|G| 6 2s1 + · · ·+ 2sp 6 2s+2
d∑
i=1

pi
p

= 2s+2

и что сложность LA(
−→
G) удовлетворяет второму условию теоремы.

Теорема доказана.

§4 Асимптотические оценки высокой степени точности для слож-
ности итеративных контактных схем и контактных схем из ори-
ентированных контактов

Используем приведённые в §3 ϕ–УМ и схемы, которые их реализуют, для синтеза
ИКС и КС из ориентированных контактов.
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Рис. 4.1: Реализация ФАЛ ϕ(y1, . . . , yp) с помощью ИКС и КС из ориентированных
контактов

Теорема 4.1. Для любой ФАЛ f , f ∈ P2(n), существует реализующая её ИКС Σf

такая, что

L(Σf ) 6
2n−1

n

(
1 +

5
2 log n+O(1)

n

)
. (4.1)

Доказательство. Выберем натуральный параметр q, q < n, выделим из набора
БП x = (x1, . . . , xn) поднаборы x′ = (x1, . . . , xq), x′′ = (xq+1, . . . , xn) и рассмотрим
разложение ФАЛ f(x) по БП x′′ (разложение Шеннона)

f(x) =
∨

σ′′∈Bn−q
Kσ′′(x

′′) · fσ′′(x′), (4.2)

где fσ′′(x′) = f(x′, σ′′) для любого набора σ′′ из Bn−q.
Положим p = 2t и рассмотрим введённую в §3 ФАЛ ϕ(y1, . . . , yp) = y1yt+1∨ . . .∨

∨ yty2t с селекторным разбиением D = ({y1}, . . . , {yt}, {yt+1, . . . y2t}) её БП, энтро-
пия которого равна 1 + (log t)/2. Выберем, далее, параметры s и t такие, что

2t

(
s− log t

2
− 1

)
> 2q, (4.3)

и по теореме 3.1 построим на основе разбиения D ϕ–УМ G = G(1) ∪ · · · ∪ G(t+1)

порядка q такое, что

|G| 6 2s+2, LК(−→G) 6 2|G|+O
(
t · 2q+s/2

)
(4.4)

и что любые две ФАЛ из различных множеств G(j), j = 1, . . . , t, ортогональны.
Пусть (1, |G|)–КС ΣG реализует систему ФАЛ G со сложностью, удовлетво-

ряющей (4.4). Для реализации ФАЛ ϕ будем использовать (t, 1)–КС Σ̂t, Σ̂t =
Σ̂t(y1, . . . , yt; yt+1, . . . , y2t; z) с «управляющими» итеративными входами y1, . . . , yt,
«проводящими» входами yt+1, . . . , y2t и выходом z, которая представляет собой
«звезду» из t контактов, где контакт с номером j, j = 1, . . . , t, соединяет вход yt+j
с выходом z и управляется входной БП yj (см. рис. 4.1а).

В силу ϕ–универсальности множества ФАЛ G и особенностей его структуры
для любой ФАЛ g(x′) справедливо представление

g
(
x′
)

= ϕ
(
g(1), . . . , g(p)

)
(4.5)
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где g(j) ∈ G(j) для всех j, j = 1, . . . , t, и g(j) ∈ G(t+1), если j > t + 1. Заметим, что
для реализации данного представления достаточно входы y1, . . . , yp КС Σ̂t присо-
единить к выходам КС ΣG в соответствии с (4.5) и что указанная реализация яв-
ляется корректной суперпозицией соответствующих схем в силу ортогональности
ФАЛ из различных множеств G(j), j = 1, . . . , t.

Пусть ИКС Σ′ от БП x′ содержит в качестве подсхемы КС ΣG и реализует
каждую ФАЛ fσ′′(x

′), σ′′ ∈ Bn−q, на одном из своих 2n−q выходов согласно (4.5),
используя для этого схему Σ̂t, входы которой присоединены к выходам ΣG соот-
ветствующим образом.

Искомая ИКС Σf , содержит ИКС Σ′ в качестве подсхемы и представляет со-
бой результат корректной суперпозиции вида Σf = Σ′′(Σ′), где Σ′′ — (2n−q, 1)–
контактное дерево от БП x′′ входы (листья) которого присоединены к выходам Σ′

в соответствии с (4.2).
Сложности ИКС Σ′ и КС Σ′′ удовлетворяют неравенствам

L
(
Σ′
)
6 L(ΣG) + 2n−q · t, L

(
Σ′′
)
6 2n−q+1

и, следовательно, в силу (4.4)

L
(
Σf

)
6 2n−q · t+O

(
2n−q

)
+O

(
2s + t · 2q+s/2

)
.

Оценка (4.1) получается из последнего неравенства при следующих значениях
параметров

q = d2 log ne , s = dn− 2 log ne , t =

⌈
2q−1

s− logn
2 − 1

⌉
,

при которых, начиная с достаточно большого n, выполнены все необходимые соот-
ношения и, в частности, неравенство (4.3).

Теорема доказана.

Следствие. Из (4.1) с учётом нижней оценки (1.19) вытекает соотношение

LИКС(n) =
2n−1

n

(
1 +

5
2 log n±O(1)

n

)

Напомним, далее, что (см., например, [ ]) множество δ, δ ⊆ Bq называется m-
регулярным множеством наборов куба Bq, если m < q, |δ| = 2m и все префик-
сы1 длины m наборов из δ различны. Заметим, что m-регулярному множеству δ,
δ ⊆ Bq, можно взаимнооднозначно сопоставить систему ФАЛ ψ = (ψ1, . . . , ψq−m) из
P q−m2 (m) так, что набор α = (β, γ), где β ∈ Bm и γ ∈ Bq−m, принадлежит δ тогда

1Для слова (набора) α вида α = βγ слово β (γ) считается его префиксом (соответственно
суффиксом).
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и только тогда, когда ψ(β) = γ. Заметим также, что любая ФАЛ g, g ∈ P2(q), сов-
падает на m-регулярном множестве наборов δ, δ ⊆ Bq, с некоторой ФАЛ из P2(m),
если рассматривать P2(m) как множество всех ФАЛ из P2(q) с несущественными
БП xm+1, . . . , xq. При этом любая ФАЛ из связанной с δ системы функций совпа-
дает на δ с соответствующей БП куба Bq.

Для наборов β = (β1, . . . , βq) и α = (α1, . . . , αq) через β ⊕ α будем обозначать
набор вида (β1 ⊕ α1, . . . , βq ⊕ αq). Для множества δ, δ ⊆ Bq, и набора α, α ∈ Bq,
определим множество δ ⊕ α как множество различных наборов вида β ⊕ α, где
β ∈ δ, то есть множество, получающееся из δ сдвигом (параллельным переносом) на
набор α. Заметим, что для m-регулярного множества δ, δ ⊆ Bq, и любого набора α,
α ∈ Bq, множество δ⊕α также являетсяm-регулярным. Если при этом ν(α) < 2q−m,
то есть

α = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, γ),

где γ = (γ1, . . . , γq−m) и ν(γ) = ν(α), а множество наборов δ соответствует системе
ФАЛ g = (g1, . . . , gq−m), то множество наборов δ⊕α будет соответствовать системе
ФАЛ g⊕ γ = (g1 ⊕ γ1, . . . , gq−m ⊕ γq−m), получающейся из системы g инвертирова-
нием некоторых ФАЛ.

Напомним (см. [ ]), что для любой системы ФАЛ g = (g1, . . . , gλ), g ∈ P2(m),
и q = m + λ система ∆ = (δ1, . . . , δ2λ) подмножеств единичного куба Bq, где при
любом i, i ∈ [1, 2λ], и γ = ν−1(i−1) множество δi соответствует системе ФАЛ g⊕γ,
является разбиением данного куба. При этом, очевидно, ФАЛ g, j = 1, . . . , λ, на
комноненте δi, 1 6 i = ν−1(α1, . . . , αλ) + 1 6 2λ, совпадает с буквой xαjm+j .

Теорема 4.2. Для любой ФАЛ f , f ∈ P2(n), существует реализующая её КС Σf

из ориентированных контактов такая, что

L(Σf ) 6
2n

n

(
1 +

2 log n+O(1)

n

)
. (4.6)

Доказательство. Выберем натуральные параметры m, t, q и чётное число s так,
что

s 6 2m, t =

⌈
2m

s

⌉
, q = m+ t 6 n (4.7)

Для p = 2t и указанной в доказательстве теоремы 4.1 ФАЛ ϕ(y1, . . . , yp) с селектор-
ным разбиением D = ({y1}, . . . , {yt}, {yt+1, . . . , y2t}) её БП построим по лемме 3.1,
где s1 = · · · = st = 0 и st+1 = s, ϕ–УМ G = G(1) ∪ · · · ∪G(t) ∪G(t+1) порядка m.

Из замечания 1 к лемме 3.1 следует, что множество G(j), j = 1, . . . , t, состоит
из единственной ФАЛ ψj , а для множества ФАЛ H = G(t+1) в силу (3.4), (3.5)
существует (1, λ)–КС ΣH , где λ = |H| 6 2s, которая реализует систему ФАЛ

−→
H и

для которой
L(ΣH) 6 2s+1 +O(t · 2m+s/2). (4.8)
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При этом в силу ϕ–универсальности множества ФАЛ G для любой ФАЛ g из P2(m)
справедливо представление

g = ϕ
(
ψ1, . . . , ψt, , h

(t+1), . . . , h(2t)
)
, (4.9)

где ФАЛ h(t+1), . . . , h(2t) берутся из H.
Пусть, по-прежнему, x′ = (x1, . . . , xq), а ∆ = (δ1, . . . , δ2t) — разбиение куба Bq от

БП x′, связанное с «моделированием» системы ФАЛ ψ = (ψ1, . . . , ψt), для которого
при любом i, 1 6 i = ν−1(α1, . . . , αt) + 1 6 2t, и любом j, 1 6 j 6 t, ФАЛ ψj

совпадает на δi с буквой xαjm+j . Следовательно, любоая ФАЛ g(x′) в силу (4.9) и в
силу m–регулярности при любом i, 1 6 i 6 ν−1(α1, . . . , αt) + 1 6 2t, компоненты δi
совпадает на ней с ФАЛ

gi
(
x′
)

= ϕ
(
xα1
m+1, . . . , x

αt
m+t, h

(t+1)
i , . . . , h

(2t)
i

)
, (4.10)

где все ФАЛ h
(t+1)
i , . . . , h

(2t)
i принадлежат множеству H.

Полагая, как и раньше, x′′ = (xq+1, . . . , xn), продолжим разложение (4.3)
ФАЛ f(x′, x′′) следующим образом

f(x′, x′′) =
2t∨
i=1

x
i
(x′)

( ∨
σ′′∈Bn−q

Kσ′′(x
′′) · fσ′′,i(x′)

)
, (4.11)

где x
i
(x′) — характеристическая ФАЛ компоненты δi, i = 1, . . . , 2t, а ФАЛ fσ′′,i(x

′),

σ′′ ∈ Bn−q, имеет вид правой части равенства (4.10) для ФАЛ fσ′′(x
′).

Пусть (1, 2t+n−q)–КС Σ′ от БП x′ содержит в качестве подсхемы КС ΣH и ре-
ализует каждую ФАЛ fσ′′,i на одном из своих выходов согласно (4.10), используя
для этого ориентированную КС Σ̌t (см. рис. 4.1б), контакты которой управляют-
ся буквами xα1

m+1, . . . , x
αt
m+t, а проводящие входы yt+1, . . . , y2t присоединены к со-

ответствующим входам КС ΣH . Заметим, что правильность и корректность всех
указанных суперпозиций КС обеспечивается разделительностью КС Σ̌t по входам.

Пусть, далее, (2t, 1)–КС Σ̃ получается из (2q, 1)–КД от БП x′ отождествлением
для каждого i, i = 1, . . . , 2t, тех его листьев, которые соответствуют конъюнкциям
вида xσ11 · · · · ·x

σq
q , где (σ1, . . . , σq) ∈ δi. Построим, наконец, (2t+n−q, 1)–КС Σ′′, кото-

рая получается в результате присоединения к каждому входу КС Σ̃ выхода (корня)
(2n−q, 1)–контактного дерева от БП x′′. Заметим, что все операции суперпозиции,
использованные при построении КС Σ′′, являются корректными и поэтому Σ′′ раз-
делительна по входам, а система ФАЛ проводимости между её входами и выходом
состоит из всех ФАЛ вида x

i
(x′) ·Kσ′′(x

′′), где i ∈ [1, 2t] и σ′′ ∈ Bn−q.

Искомая КС Σf содержит КС Σ′ в качестве подсхемы и представляет собой
результат суперпозиции вида Σf = Σ′′(Σ′), при выполнении которой входы Σ′′

присоединяются к выходам Σ′ в соответствии с (4.11). В силу разделительности
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КС Σ′′ по входам указанная суперпозиция является корректной и поэтому КС Σf

действительно реализует ФАЛ f .
Из (4.8) с учётом того, что число контактов в контактном дереве от r БП рав-

но 2r+1 − 2, вытекает неравенство

L
(
Σf

)
6 2n−q+1 + 2t+n−q+1 + t · 2t+n−q + 2s+1 +O

(
t · 2m+s/2

)
.

Оценка (4.6) получается из последнего неравенства при следующих значениях
параметров

m = b2 log nc − 1, s = 2

⌈
n− 2 log n

2

⌉
,

при которых, начиная с достаточно большого n, выполнены все необходимые соот-
ношения и, в частности, неравенства (4.7).

Теорема доказана.

Следствие. Из (4.6) с учётом нижней оценки (1.18) вытекает соотношение

L
−→
КС(n) =

2n

n

(
1 +

2 log n±O(1)

n

)
.

§5 Асимптотически наилучший метод синтеза СФЭ в произволь-
ном базисе. Асимптотические оценки высокой степени точно-
сти для сложности усилительных СФЭ в некоторых базисах

Используем построенные в §3 ϕ–УМ для синтеза усилительных СФЭ в базисе Б,
Б = {Ei}bi=1. В силу полноты базиса Б в UФ

Б существуют формулы F&, F∨ и F¬,
реализующие ФАЛ x1 · x2, x1 ∨ x2 и x1 соответственно, которыми мы будем заме-
нять ФЭ базиса Б0 при синтезе схем на основе конъюнктивных и дизъюнктивных
представлений.

Теорема 5.1 (ср. [3]). Для любой ФАЛ f , f ∈ UУС
Б , существует реализующая её

СФЭ Σf , Σf ∈ UУС
Б , такая, что

L(Σf ) 6 ρБ
2n

n

(
1 +

3 log n+O(1)

n

)
. (5.1)

Доказательство. Найдём среди ФЭ базиса Б, Б = {Ei}bi=1, элемент Ej , на котором
достигается приведённый вес ρj = ρБ (см. §2), то есть

ρj =
Lj

kj − 1
= min

ki>2
ρi = ρБ. (5.2)

Пусть, далее, m, s, t, p — натуральные числа такие, что s — чётное,

p = t(kj − 1) + 1, (5.3)

kj 6
2m

s
6 p <

2m

s
+ (kj − 1), (5.4)
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а Π = (π1, . . . , πp) — такое разбиение куба Bm на последовательные отрезки, что

|πi| = si 6 s. (5.5)

Построим из t ФЭ Ej бесповторную формулу Ft с p входами, которая имеет вид
квазиполного l–ярусного, l = dlogk pe, дерева и реализует ФАЛ ϕ(y1, . . . , yp). Пусть
G, G ⊆ P2(m), — стандартное ϕ–УМ порядка m, связанное с разбиением Π (см. §3),
для которого в силу (5.3)–(5.5)

|G| = λ 6 p · 2s. (5.6)

Искомая СФЭ Σf строится, как обычно, на основе разложения ФАЛ f(x1, . . . , xn)
по переменным x′′ = (xq+1, . . . , xn)

f(x′, x′′) =
∨

σ′′∈Bn−q
Kσ′′(x

′′) · fσ′′(x′), (5.7)

где q = m, x′ = (x1, . . . , xq), а fσ′′(x′) = f(x′, σ′′). При этом для реализации каждой
ФАЛ fσ′′(x

′), σ′′ ∈ Bn−q, используется её представление

fσ′′(x
′) = ϕ(gσ′′,1, . . . , gσ′′,p), (5.8)

где ФАЛ gσ′′,1, . . . , gσ′′,p берутся из множества G.
Из леммы 3.1 следует, что для системы ФАЛ

−→
G можно построить реализующую

её СФЭ ΣG, ΣG ∈ UУС
Б , сложности не более чем c · p · 2m+s/2, выходами которой

являются выходы усилительных ФЭ базиса Б.
Пусть, далее, СФЭ Σ′ содержит СФЭ ΣG в качестве подсхемы и для каждого

σ′′, σ′′ ∈ Bn−q, реализует ФАЛ fσ′′(x
′) в соответствии с (5.8), используя для этого

формулу Fp. Схема Σf представляет собой суперпозицию вида Σf = Σ′(Σ′′), где
усилительная СФЭ Σ′′ — мультиплексор порядка n− q от БП x′′, и реализует ФАЛ
f в соответствии с (5.7). Сложность построенной СФЭ Σf , Σf ∈ UУС

Б , с учётом (5.2)–
(5.6) будет удовлетворять неравенству

L(Σf ) 6 Lj · t · 2n−m +O(2n−m + p · 2s + p · 2s/2+m), (5.9)

из которого при

m = q = d2 log ne , s = 2

⌈
n− 3 log n

2

⌉
(5.10)

и при значениях остальных параметров, определённых из (5.3)–(5.4), следует (5.1).
Теорема доказана.

Следствие 1.

LC
Б(n) ∼ LУС

Б (n) ∼ ρБ
2n

n
.
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Следствие 2.

LУС
Б′0

(n) =
2n

n

(
1 +

3 log n+O(1)

n

)
.

Будем говорить, что разбиение ∆ является подразбиением разбиения D, D =
= (Y1, . . . , Yd), множества Y , если оно получается из D в результате замены каждой
его компоненты Yi, i = 1, . . . , d, её разбинием δi = (Yi,1, . . . , Yi,di). При этом

H(∆) = −
d∑
i=1

di∑
j=1

|Yi,j |
|Y |

· log
|Yi,j |
|Y |

=

= −
d∑
i=1

di∑
j=1

|Yi|
|Y |
· |Yi,j |
|Yi|

(
log
|Yi|
|Y |

+ log
|Yi,j |
|Yi|

)
=

=

d∑
i=1

|Yi|
|Y |

log
|Yi|
|Y |

+

di∑
j=1

|Yi,j |
|Yi|

log
|Yi,j |
|Yi|


и, следовательно, справедливо равенство

H(∆) = H(D) +
d∑
i=1

|Yi|
|Y |

H(δi), (5.11)

из которого вытекает неравенство

H(∆) 6 log d+ max
16i6d

H(δi). (5.12)

Для разбиения D = (Y1, . . . , Yd) множества Y его спектром будем называть
множество (сочетание), состоящее из чисел |Y1|, . . . , |Yd|. Заметим, что два разби-
ения, спектры которых получаются друг из друга умножением на одно и то же
число, имеет одинаковую энтропию.

Разбиение, спектр которого имеет вид 1, 1, 2, 4, . . . , 2t−1, где t > 1, будем назы-
вать двоично-геометрическим разбиением высоты t.

При t > 2 указанное разбиение является, очевидно, подразбиением разбиения
со спектром 2t−1, 2t−1 и получается из него заменой одной из компонент двоично-
геометрическим разбиением высоты (t − 1). В силу (5.11) отсюда следует, что эн-
тропия данного разбиения задаётся формулой

1 +
1

2

(
1 +

1

2

(
. . .

(
1 +

1

2

))
. . .

)
,

где число вложенных пар скобок равно (t−2), и, таким образом, энтропия двоично-
геометрического разбиения высоты t, t > 1, равна

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

2t−1
= 2− 1

2t−1
.
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Рис. 5.1: Структура КС Σ̃t и её связь с формулой F̃t

Теорема 5.2. Для любой ФАЛ f , f ∈ P2(n), существует реализующая её СФЭ
Σf , Σf ∈ UУС, такая, что

L(Σf ) 6
2n

n

(
1 +

2 log n+O(1)

n

)
. (5.13)

Доказательство. Пусть Б̃ = {E1,E2} — базис, где ϕ1(x1) = x1, ϕ2(x1, x2, x3, x4) =
= x1x3 ∨ x2x4 и L1 = 1, L2 = 3. Заметим, что для любой СФЭ Σ̃, Σ̃ ∈ UУС

Б̃
,

существует эквивалентная ей СФЭ Σ, Σ ∈ UУС, такая, что L(Σ) = L(Σ̃). Следо-
вательно, для доказательства теоремы достаточно построить СФЭ Σ̃f , Σ̃f ∈ UУС

Б̃
,

которая реализует заданную ФАЛ f и сложность которой не превосходит правой
части (5.13).

Пусть параметры t и p выбраны для базиса Б̃ в соответствии с (5.2), где kj =
= 4, то есть p = 3t + 1. Построим из t ФЭ E2, соединённых между собой по двум
последним входам, бесповторную формулу F̃t с p входами, которая представляет
собой l–ярустное, l = dlog(t+ 1)e, квазиполное двоичное дерево и реализует ФАЛ
ϕ̃(y1, . . . , yp). Будем считать, что все t̂, t̂ = t− 2l−1 + 1, ФЭ l-го яруса формулы F̃t

присоединены к первым t̂ листьям полного (l − 1)–ярусного поддерева D̂ при их
естественной нумерации.

Заметим, что формула F̃t как структурно, так и функционально моделируется
ориентированной КС Σ̃t, имеющей вид квазиполного двоичного l-ярусного дерева
с (p− 2t) листьями, которые являются «проводящими» входами Σ̃t, с 2t контакта-
ми, которые помечены 2t «управляющими» входами этой КС, и корнем z, который
является выходом КС (см. рис. 5.1а). При указанном моделировании каждая вер-
шина v КС Σ̃t взаимно однозначно сопоставляется эквивалентной ей вершине v̌
дерева формулы F̃t так, как это показано на рис. 5.1б.

Пусть для каждого i, i = 1, . . . , l, Y ′i и Y ′′i — множество тех БП из Y =
= {y1, . . . , yp}, которые связаны с двумя первыми и двумя последними входами
ФЭ E2 относящихся к i-му ярусу, соответственно. Заметим, что

|Y ′l | = |Y ′′l | = 2(t− 2l−1 + 1), |Y ′′l−1| = t+ 1− |Y ′l | и Y ′′i = ∅, |Y ′v | = 2v

при всех i, i < (l − 1), v 6 l − 1.
Пусть, далее, Y ′i,0 и Y ′i,1 — равномощные подмножества, состоящие из тех БП

множества Y ′i , i ∈ [1, l], которые связаны с первыми и вторыми входами ФЭ E2

соответственно, а Y ′′ = Y ′′l−1 ∪ Y ′′l .
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Из построения следует, что разбиение D множества Y , где

D = (Y ′1,0, Y
′

1,1, . . . , Y
′
l,0, Y

′
l,1, Y

′′)

является селекторным разбиением БП Y ФАЛ ϕ̃. Действительно, для получения
на выходе Σ̃t БП y′′ из Y ′′ достаточно для каждого i, i = 1, . . . , l, выбрать такие
значения σi и σi для БП из Y ′i,0 и Y ′i,1 соответственно, при которых в Σ̃t образуется
только одна проводящая цепь, соединяющая листья дерева с его корнем, и эта цепь
начинается в листовой вершине с пометкой y′′. Заметим, что при любом i, i ∈ [1, l], и
выбранных значениях всех групп БП, за исключением группы Y ′i,σi , для получения
на выходе КС Σ̃t той БП yj из Y ′i , контакт которой лежит на построенной цепи,
достаточно присвоить всем БП из Y ′′ значение 1.

Рассмотрим подразбиение D̂ разбиения D, которое получается из него заме-
ной компоненты Y ′′ её произвольным разбиением вида (Y ′0,0, Y

′
0,1, Ŷ

′′), где
∣∣Y ′0,0∣∣ =∣∣Y ′0,1∣∣ = 1. Положим, далее,

Ŷ ′0 =
l−1⋃
i=0

Y ′i,0, Ŷ ′1 =
l−1⋃
i=0

Y ′i,1

и пусть Ď — разбиение множества Y на компоненты (Ŷ ′0 , Ŷ
′

1 , Y
′
l,0, Y

′
l,1, Ŷ

′′).
Поскольку, как это следует из сказанного выше,∣∣Y ′i,0∣∣ =

∣∣Y ′i,1∣∣ = 2i−1

для всех i, i = 1, . . . , l−1, то D̂ является подразбиением разбиения Ď и получается
заменой двух первых компонент последнего двоично-геометрическими разбиения-
ми высоты (l−1). Следовательно, в силу (5.11), (5.12) и с учетом того, что энтропия
двоично-геометрических разбиений не более 2, получим

H(D) 6 H(D̂) 6 log 5 + 2 6 5.

Искомая СФЭ Σ̃f строится аналогично тому, как строилась СФЭ Σf , при дока-
зательстве теоремы 5.1, с той лишь разницей, что вместо формулы Ft используется
формула F̃t, а ϕ̃–УМ G порядка m и схема ΣG находятся с использованием раз-
биения D по теореме 3.1 при значениях параметров p и s, удовлетворяющих её
условиям. При этом для сложности СФЭ Σ̃f справедливо неравенство

L(Σ̃f ) 6 3t2n−m +O(2s + 2m+s/2 · log t)

из которого при следующих значениях параметров:

m = d2 log ne , s = dn− 2 log ne , t =

⌈
2m

3(s− 5)

⌉
, p = 3t+ 1,

обеспечивающих выполнение условий теоремы 3.1, вытекает (5.13)
Теорема доказана.
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Следствие.

LУС(n) =
2n

n

(
1 +

2 log n±O(1)

n

)
.

§6 Асимптотически наилучший метод синтеза формул в произ-
вольном базисе. Асимптотические оценки высокой степени точ-
ности для сложности формул в некоторых базисах

При синтезе СФЭ с базисе Б = {ϕi}bi=1 мы использовали (см. §5) некоторые фор-
мулы F&, F∨ и F¬ из UФ

Б , реализующие ФАЛ x1 ·x2, x1∨x2 и x1 соответственно, для
моделирования конъюнктивных и дизъюнктивных представлений ФАЛ. При этом
возможность такого моделирования и его сложность не налагали на данные фор-
мулы каких-либо структурных или параметрических ограничений. В то же время
при использовании формул F&, F∨, F¬ для аналогичного моделирования конъюнк-
тивных и дизъюнктивных представлений ФАЛ в классе UФ

Б необходимо обеспечить
отсутствие «внутренних» ветвлений в получающихся схемах за счёт определенных
ограничений на их структуру.

Напомним, что БП, встречающаяся в записи формулы только один раз, счита-
ется бесповторной БП этой формулы и что формула, все БП (соответственно, все
существенные БП) которой бесповторны, называется бесповторной (соответсвен-
но, квазибеспоторной).

Лемма 6.1. Существуют квазибесповторные формулы F¬, F& и F∨ над бази-
сом Б, которые реализуют ФАЛ x1, x1 · x2 и x1 ∨ x2 соответственно.

Доказательство. В силу полноты системы ФАЛ {ϕi}bi=1 можно построить фор-
мулы F0, F1 от БП y над Б, которые реализуют константы 0, 1 и являются ква-
зибесповторными в связи с отсутствием существенных БП. Из полноты следует
также, что среди базисных ФАЛ есть немонотонная ФАЛ ϕ′(x1, . . . , xk′) и нели-
нейная ФАЛ ϕ′′(x1, . . . , xk′′). В силу леммы о немонотонной ФАЛ найдётся набор
(α1, α2, . . . , αk′) из Bk′ и число i, 1 6 i 6 k′, такие, что

ϕ′
(
α1, . . . , αi−1, xi, αi+1, . . . , αk′

)
= xi.

Следовательно, формула

F¬
(
x
)

= F¬
(
x, y
)

= ϕ′
(
Fα1 , . . . ,Fαi−1 , x,Fαi+1 , . . . ,Fαk′

)
является бесповторной формулой над Б, реализующей ФАЛ x. Положим:

F(1)
¬ (x, y) = F¬(x) и F(0)

¬ (x, y) = x.

Из доказательства леммы о нелинейной ФАЛ следует, что найдётся такой набор
β = (β1, . . . , βk′′) из Bk′′ , натуральные числа i и j, 1 6 i < j 6 k′′, а также констан-
та γ, γ ∈ B, для которых

ϕ′′
(
β1, . . . , βi−1, xi ⊕ βi, βi+1, . . . , βj−1, xj ⊕ βj , βj+1, . . . , βk′′

)
= xi · xj ⊕ γ.
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Тогда формула F& вида

F&

(
x1, x2, y

)
= F(γ)

¬
(
ϕ′′
(
Fβ1 , . . . ,Fβi−1

,F(βi)
¬ (x1, y),

Fβi+1
, . . . ,Fβj−1

,F
(βj)
¬ (x2, y),Fβj+1

, . . . ,Fβk′′
)
, y
)

является квазибесповторной формулой над Б и реализует ФАЛ x1 · x2. Квазибес-
повторная формула F∨(x1, x2, y), которая реализует ФАЛ x1 ∨ x2, получается из
формулы

F¬
(
F&

(
F¬
(
x1, y

)
,F¬

(
x2, y

)
, y
)
, y
)

«удалением» всех вхождений двух последовательных формул F¬.
Лемма доказана.

Распространим операцию сложения двоичных наборов (слов) по модулю 2
(см. §4) на тот случай, когда длина второго слагаемого может быть больше длины
первого. Для наборов α = (α1, . . . , αm) ∈ Bm и β = (β1, . . . , βn) ∈ Bn, где n > m,
определим их сумму α ⊕ β как набор γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Bn, который в случае
n = m представляет собой введённую ранее поразрядную сумму по модулю 2 этих
наборов.

В случае n > m разобьём слово β на последовательно (слева направо) располо-
женные и составленные из подряд идущих символов непустые слова β(1), . . . , β(k),
где k > 2 и β(j) ∈ Bλj для всех j, j = 1, . . . , k, такие, что:

1) λ1 = m и при любом j, j ∈ [2, k − 1], число λj равно числу 1 в слове β(j−1);

2) число 1 в слове β(k−1) либо равно 0, либо больше, чем λk = (n −m) − λ1 −
− λ2 − · · · − λk−1.

Заметим, что указанное разбиение набора β однозначно определяется числом m,
m < n.

Сопоставим построенной последовательности слов β(1), . . . , β(k) последователь-
ность слов α(1), . . . , α(k), где α(j) ∈ Bλj при всех j, j ∈ [1, k], такую, что:

1) α(1) = α и при любом j, j ∈ [2, k − 1], слово α(j) состоит из тех и только тех,
расположенных в порядке возрастания их номеров, λj разрядов α

(j−1)
t , 1 6 t 6

6 λj−1, вектора α(j−1) =
(
α

(j−1)
1 , . . . , α

(j−1)
λj−1

)
, для которых соответствующие

им разряды β
(j−1)
t вектора

(
β

(j−1)
1 , . . . , β

(j−1)
λj−1

)
= β(j−1) равны 1;

2) вектор α(k) состоит из λk нулей.

Определим искомый вектор γ = α ⊕ β как конкатенацию (последовательность)
векторов α(1) ⊕ β(1), . . . , α(k) ⊕ β(k) и заметим, что при этом уравнение α ⊕ β = γ
имеет единственное относительно β решение при любых α, α ∈ Bm, и γ, γ ∈ Bn.
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На основе введённой операции при любых β, β ∈ Bt, и λ 6 t обычным об-
разом определяется сумма δ ⊕ β, где δ ⊆ Bλ, а также сумма g ⊕ β, где g =
= (g1, . . . , gλ) ∈ P λ2 (m). При этом последняя сумма является набором длины t,
который по-прежнему состоит из ФАЛ системы g или их отрицаний и задаёт m–
регулярное множество наборов куба Bt. Заметим также, что любая ФАЛ системы g
хотя бы один раз входит в систему g ⊕ β без отрицания, если число 1 в наборе β
больше или равно λ.

Пусть G ⊆ P2(m) и |G| = λ, а ∆ = (δ1, . . . , δ2q−m), где q > m, — разбиение ку-
ба Bq наm–регулярные компоненты. Будем говорить, что разбиение ∆ моделирует
ФАЛ из G с помощью БП или их отрицаний, если для любого i, i ∈ [1, 2q−m], лю-
бая ФАЛ g, g ∈ G, совпадает на δi с некоторой буквой xσj , где 1 6 j 6 q и σ ∈ B.
Компонента δi считается при этом хорошей компонентой разбиения ∆ (относи-
тельно множества G) в том случае, когда для любой ФАЛ g, g ∈ G указанное
совпадение имеет место при σ = 1.

Лемма 6.2. Пусть G ⊆ P2(m), |G| = λ, q > m+ λ и пусть δi, i = 1, . . . , 2q−m, —
m–регулярное разбиение куба Bq, которое соответствует системе ФАЛ

−→
G ⊕ β,

где β ∈ Bq−m и ν(β) = i−1. Тогда система множеств ∆ = (δ1, . . . , δ2q−m) образует
m–регулярное разбиение куба Bq, которое моделирует ФАЛ из G с помощью БП
или их отрицаний и имеет при этом C0

q−m + · · ·+ Cλ−1
q−m «плохих» компонент.

Доказательство. Покажем сначала, что система множеств ∆ является разбиением
куба Bq. Для этого в силу того, что мощность каждого из них равна 2m, достаточно
убедиться в том, что ∆ — покрытие куба Bq, то есть любой набор γ, γ ∈ Bq, входит
хотя бы в одно из множеств δi, i ∈ [1, 2q−m].

Действительно, представим набор γ в виде γ = (α, γ̂), где α ∈ Bm, и найдём
набор β, β ∈ Bq−m, который является единственным решением уравнения

−→
G(α)⊕

β = γ̂. Следовательно, γ ∈ δi, где ν(β) = i − 1, и система множеств ∆ является
разбиением куба Bq.

Заметим, что в силу отмеченных выше свойств операции сложения по модулю 2,
разбиение ∆ обладает всеми необходимыми для моделирования множества ФАЛ G
свойствами, и что при этом число его «плохих» компонент не больше, чем

C0
q−m + · · ·+ Cλ−1

q−m.

Лемма доказана.

Следствие. В случае q > m+3λ число плохих компонент разбиения ∆ не больше,
чем (2e6)q−m, где e6 < 1.

Теорема 6.1. Для любой ФАЛ f , f ∈ P2(n) существует реализующая её форму-
ла Ff , Ff ∈ UФ

Б , такая, что

L
(
Ff
)
6 ρБ

2n

log n

(
1 +

log logn±O(1)

log n

)
. (6.1)
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Доказательство. Выберем ФЭ Ej , введём натуральные параметры m, s, t, p, l, λ и
определим разбиение Π, формулу Fp, ФАЛ ϕ, ϕ–УМ G порядкаm так, как это было
сделано в доказательстве теоремы 5.1 и так, чтобы выполнялись соотношения (5.2)–
(5.6).

Выберем, далее, натуральный параметр q так, что

m+ 3λ 6 q 6 n (6.2)

и построим по лемме 6.2 для множества ФАЛ G соответствующее m–регулярное
разбиение ∆ = (δ1, . . . , δ2q−m) куба Bq от БП x′ = (x1 . . . xq). Заметим, что для
произвольной ФАЛ g(x′) и любого i, i ∈ [1, 2q−m], в силу ϕ–универсальности мно-
жества G, m–регулярности разбиения ∆ и возможности моделировать ФАЛ из G
на компонентах ∆ с помощью БП или их отрицаний всегда найдутся такие нату-
ральные числа j1, . . . , jp из [m + 1, q] и булевы константы α1, . . . , αp, для которых
равенство

g
(
x′
)

= ϕ
(
xα1
j1
, . . . , x

αp
jp

)
(6.3)

выполняется на любом наборе из δi.
Возьмём (см. (5.7)) разложение ФАЛ f по БП x′′ = (xq+1 . . . xn) и продолжим

его на основе (6.3) так, что

f
(
x′, x′′

)
=
∨

σ′′∈Bn−q
Kσ′′

(
x′′
)
· fσ′′

(
x′
)

=
2q−m∨
i=1

x
i

(
xi
)
·
∨

σ′′∈Bn−q
Kσ′′

(
x′′
)
· ϕ
(
x
α1,i,σ′′
j1,i,σ′′

, . . . , x
αp,i,σ′′
jj,i,σ′′

)
,

(6.4)
где x

i
(x′) — характеристическая ФАЛ компоненты δi разбиения ∆. Искомая фор-

мула Ff получается из последнего представления (6.4) ФАЛ f следующим образом:

1) характеристическая ФАЛ x
i
, i ∈ [1, 2q−m], реализуется по своей совершенной

ДНФ;

2) мультиплексорная ФАЛ µn−q порядка (n−q) от адресных БП x′′, связанная с
разложением f по этим БП, реализуется с помощью бесповторной по инфор-
мационным БП формулы из UC сложности не больше, чем 4 · 2n−q (см. [ ]);

3) каждая ФАЛ вида (6.3) реализуется одной формулой Fp с необходимыми ин-
версиями её БП в случае «плохой» компоненты δi;

4) все используемые при реализации формул из пунктов 1-3 элементы базиса Б0

заменяются соответствующими им бесповторными формулами F&, F∨, F¬ из
леммы 6.1.

Для сложности построенной таким образом формулы Ff будет (ср. с (5.7)) спра-
ведливо неравенство

L
(
Ff
)
6 Lj · t · 2n−m +O

(
2n−m

(
1 + t · eq−m6

)
+ q · 2q

)
, (6.5)
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которое при значениях параметров

m = b2 log log nc , s = blog n− log lognc − 2,

удовлетворяющих при достаточно больших n условиям (6.2), даёт оценку (6.1).
Теоремa доказана.

Теорема 6.2. Для любой ФАЛ f , f ∈ P2(n), существует реализующая её форму-
ла Ff , Ff ∈ UФ, такая, что

L
(
Ff
)
6

2n

log n

(
1 +O

(
1

log n

))
. (6.6)

Доказательство. Искомая формула Ff строится, как и при доказательстве теоре-
мы 6.1, на основе представления (6.4). При этом вместо ФЭ Ej необходимо взять
ФЭ Ẽ базиса Б̃, а вместо формулы Ft, ФАЛ ϕ(y1, . . . , yp) и ϕ–УМ G необходимо
использовать формулу F̃t, ФАЛ ϕ̃(y1, . . . , yp) и ϕ̃–УМ G из доказательства тео-
ремы 5.2 соответственно. Заметим, что в данном случае отпадает необходимость
моделирования базисных ФАЛ бесповторными формулами из леммы 6.1.

Сложность построенной таким образом формулы Ff по-прежнему удовлетво-
ряет неравенству (6.5), из которого при следующих значениях параметров

m = b2 log log nc , s = blog nc − 3, t =

⌈
2m

3(s− 5)

⌉
, p = 3t+ 1,

удовлетворяющих при достаточно больших n всем необходимым условиям, выте-
кает (6.6).

Теорема доказана.

Следствие.

LФ(n) =
2n

log n

(
1±O

(
1

log n

))
.

§7 Мультиплексорные ФАЛ и обобщённое разложение. Опти-
мальная по задержке реализация мультиплексорных ФАЛ в
произвольном базисе

Пусть ∆ = (δ1, . . . , δp) — разбиение куба Bn от БП x = (x1, . . . , xn). Определим
мультиплексорную ФАЛ µ∆, соответствующую разбиению ∆, равенством

µ∆(x, u1, . . . , up) =

p∨
i=1

x
δi

(x)ui, (7.1)
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где x
δi

— характеристическая ФАЛ компоненты δi. Тогда стандартную мульти-

плексорную ФАЛ порядка n

µn(x, u0, . . . , u2n−1) =
∨

σ=(σ1,...,σn)∈Bn
Kσ(x)uν(σ) (7.2)

можно рассматривать как обобщённую мультиплексорную ФАЛ µ∆ с тривиальным
разбиением ∆ таким, что δν(σ) = {σ} для каждого σ, σ ∈ Bn.

Напомним, что БП x1, . . . , xn считаются адресными БП указанных выше муль-
типлексорных ФАЛ, а БП u1, . . . , up и u0, . . . , u2n−1 называются информационными
БП ФАЛ µ∆ и µn соответственно. С содержательной точки зрения поведение муль-
типлексорной ФАЛ µ∆ определяется тем, что на любом наборе значений адресных
БП из компоненты δi, i ∈ [1, p], она совпадает с информационной БП ui.

Заметим, что правые части равенств (7.1) и (7.2) представляют собой резуль-
тат суперпозиции, внешней ФАЛ, которой является дизъюнкция вида y1∨· · ·∨yp и
y0∨· · ·∨y2n−1 соответственно, а каждая внутренняя ФАЛ этой суперпозиции зави-
сит от адресных БП и не более, чем от одной, из информационных БП. Обобщим
указанные представления на тот случай, когда в качестве внешней ФАЛ использу-
ется, вообще говоря, произвольная ФАЛ от достаточно большого числа БП.

Лемма 7.1. Для любой существенной ФАЛ ϕ(y1, . . . , yp) и любого разбиения ∆ =
= (δ1, . . . , δp) куба Bn от БП x = (x1, . . . , xn) существуют ФАЛ gi(x, ui), i =
1, . . . , p, которые монотонно или антимонотонно зависят от БП u1, . . . , up, и
для которых

µ∆(x, y1, . . . , yp) = ϕ(g1, . . . , gp). (7.3)

Доказательство. Существенность ФАЛ ϕ означает, что для любого i, i = 1, . . . , p,
найдутся булевские константы αi,1, . . . , αi,p такие, что (ср. с. (3.2))

ϕ(αi,1, . . . , αi,i−1, yi, αi,i+1, . . . , αi,p) = yi ⊕ αi,i.

Значит, определив ФАЛ gi так, что

gj(β, uj) =

{
αi,j , если β ∈ δi при j 6= i;
yj ⊕ αj,j , если β ∈ δj ;

(7.4)

для произвольного набора β, β ∈ δi, будем иметь

ϕ(g1(β, y1), . . . , gi−1(β, yi−1), gi(β, yi), gi+1(β, yi+1), . . . , gp(β, yp)) =

= ϕ(αi,1, . . . , αi,i−1, yi ⊕ αi,i, αi,i+1, . . . , αi,p) = (yi ⊕ αi,i)⊕ αi,i = yi =

= µ∆(β, y1, . . . , yp). (7.5)

Из (7.4) следует, что каждая ФАЛ gj зависит от БП uj только на компоненте δj ,
на которой gj = uj ⊕ αj,j . Следовательно, каждая ФАЛ gj либо монотонно, либо
антимонотонно зависит от БП uj .

Лемма доказана.
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Замечание. Лемма 7.1 остаётся справедливой и в том случае, когда число компо-
нент разбиения ∆ равно t и t < p, если при этом формально считать все недостаю-
щие компоненты δt+1, . . . , δp разбиения ∆ пустыми, а соответствующие им инфор-
мационные БП ud+1, . . . , up — фиктивными БП ФАЛ gt+1, . . . , gp, µ∆.

В дальнейшем представление (7.3) мультиплексорной ФАЛ µ∆ будем называть
её ϕ–разложением или, иначе, обобщенным разложением µ∆ с внешней ФАЛ ϕ.
При этом ФАЛ системы (g1, . . . , gp) будем считать внутренними ФАЛ указанного
разложения, а все различные ФАЛ вида gj(x, σ), где j ∈ [1, p], и σ ∈ B, — его
вспомогательными ФАЛ. Так ФАЛ вида x

i
(x) ·ui, i ∈ [1, p], и Kσ(x) ·uν(σ), σ ∈ Bn,

являются внутренними ФАЛ разложений (7.1) и (7.2) соответственно, а ФАЛ вида
x
i
(x), i ∈ [1, p], и 0 (вида Kσ(x), σ ∈ Bn, и 0) — внутренними ФАЛ разложения (7.1)

(соответственно (7.2)).
Заметим, что обобщённое разложение (7.3) стандартной мультиплексорной

ФАЛ µn с внешней ФАЛ ϕ(y1, . . . , yp), где p > 2n, можно использовать для со-
ответствующего обобщённого разложения по БП x = (x1, . . . , xn) произвольной
ФАЛ ψ(x, z), где z = (z1, . . . , zm), следующим образом:

ψ(x, z) = ϕ(g0(x, ψ(0̃, z)), . . . , g2n−1(x, ψ(1̃, z)), g2n(x), . . . , gp−1(x))

Установим, далее, верхние оценки некоторых «мощностных» и «сложностных» ха-
рактеристик внутренних и вспомогательных ФАЛ обобщённого разложения (7.3)
в тех случаях, когда ФАЛ ϕ обладает определёнными свойствами и, в частности,
когда она реализуется бесповторной формулой базиса Б.

Отметим, сначала, что при n = m имеется явная связь между вспомогатель-
ными (внутренними) ФАЛ обобщённого разложения (7.3) и построенным в §3 на
основе разбиения ∆ «диагональным» ϕ–УМ G порядка m, которое имеет вид G =
G(1) ∪ · · · ∪G(p). Действительно, если и в том и в другом случае используется один
и тот же набор констант αi,j — констант существенной зависимости ФАЛ ϕ от
её БП, — то в силу (3.2), (3.3), (7.3), (7.4) ФАЛ gj(x, 1) и gj(x, 0), где j ∈ [1, p],
являются единственным максимальным и единственным минимальным элемента-
ми частично упорядоченного отношением «поразрядного» сравнения 6 множества
ФАЛ G(j) соответственно.

Аналогичное соответствие сохраняется и тогда, когда ϕ–УМ G порядка m стро-
ится для (произвольного) разбиения ∆ = (δ1, . . . , δp) на базе селекторного разбие-
ния ∆ БП ФАЛ ϕ(y1, . . . , yp) (см. доказательство леммы 3.1). При этом построение
указанного множества G возможно и в тех случаях, когда условия леммы 3.1, свя-
занные с чётностью мощностей компонент разбиения ∆, а также с совпадением
мощностей тех компонент ∆, которые соответствуют БП из одной и той же компо-
ненты разбиения ∆, не выполняются. С учётом вышесказанного из доказательства
леммы 3.1 вытекает справедливость следующего утверждения.
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Лемма 7.2. Пусть в условиях леммы 7.1 ФАЛ ϕ имеет селекторное раз-
биение множества своих БП на d компонент. Тогда внутренние ФАЛ ϕ–
разложения (7.3) ФАЛ µ∆ можно выбрать так, что число различных вспомо-
гательных ФАЛ этого разложения будет не больше, чем 2d.

Назовём альтернированием набора α, α = (α1, . . . , αn), число изменений зна-
чений αi в нём, при их просмотре в порядке возрастания номера i, i = 1, . . . , n, и
обозначим это число через alt (α). Другими словами

alt (α) =
n−1∑
i=1

(αi ⊕ αi+1).

Альтернирование набора равно минимальному числу отрезков постоянства, на ко-
торые он распадается, уменьшенному на единицу. Определим альтернирование
ФАЛ f как альтернированию столбца её значений и обозначим эту величину че-
рез alt (f). Назовём ФАЛ h ступенчатой, если alt (h) 6 1. Нетрудно видеть, что
ступечантая ФАЛ является либо монотонной, либо антимонотонной ФАЛ. Функ-
цию hi, hi ∈ P2(n), назовём i-ой ступенчатой ФАЛ (0 6 i 6 2n), если для всяко-
го β, β ∈ Bn,

hi(β) =

{
0, при ν(β) < i;
1, при ν(β) > i.

Лемма 7.3. При n > 2 глубина в базисе Б0 любой ФАЛ g, g ∈ P2(n), удовлетво-
ряет неравенству

D(g) 6 2 dlog ne+ dlog(alt (g) + 1)e . (7.6)

Доказательство. Если alt (g) = 0, то есть ФАЛ g — константа, то неравенство (7.6)
выполняется, поскольку любую константу можно реализовать одной из формул
вида x1 ∨ x1, x1 · x1, которые имеют глубину 2.

Индукцией по k, k > 1 докажем, что при любом n, n ∈ [2, 2k] и любом i, i ∈
[1, 2n), выполняется неравенство

D(hi(x1, . . . , xn)) 6 2 dlog ne − 1. (7.7)

Базис индукции составляет случай k = 1, в котором h1(x1, x2) = x1∨x2, h2(x1, x2) =
x1, h3(x1, x2) = x1 · x2, и, следовательно, неравенство (7.7) справедливо.

Пусть для некоторого натурального k неравенство (7.7) выполняется при лю-
бом n′, n′ ∈ (2k−1, 2k], и любом i′, i ∈ [1, 2n). Для обоснования индуктивного пере-
хода достаточно доказать (7.7) для любого n, n ∈ (2k, 2k+1], то есть для любого n,
удовлетворяющего соотношению dlog ne = k + 1, и любого i, i ∈ [1, 2n).

Рассмотрим ФАЛ hi, hi ∈ P2(n), как ФАЛ, зависящую от всех 2k+1

БП x1, . . . , x2k+1 (при n < 2k+1 от последних БП зависимость фиктивная), и обозна-
чим x = (x1, . . . , x2k), x′′ = (x2k+1, . . . , x2k+1). Представим число i, 1 6 i 6 2n − 1 6

22k+1 − 1, в виде
i = 22ki′ + i′′,
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где 0 6 i′, i′′ 6 22k − 1, причём i′ и i′′ не равны нулю одновременно. Заметим, что
при этом

hi(x
′, x′′) = hi+1(x′) ∨K+

i′ (x
′) · hi′′(x′′), (7.8)

где K+
0 ≡ 1 и K+

i′ (x
′) — конъюнкция тех БП набора x′, которым в наборе ν−1(i′)

значений этих БП соответствуют единицы, если i′ > 0.
Пусть i′ ∈ (0, 22k − 1), i′′ 6= 0 и пусть формулы Fi′+1(x′), Fi′′(x′′) построены по

индуктивному предположению для ФАЛ hi′+1(x′), hi′′(x′′) соответственно, а фор-
мула K+

i′ (x
′) реализует ЭК K+

i′ (x
′) на основе двоичного дерева глубины не больше,

чем k, состоящего из ФЭ &. Тогда в силу (7.8) формула

Fi(x
′, x′′) = Fi′+1(x′) ∨K+

i′ (x
′) · Fi′′(x′′)

реализует ФАЛ hi(x
′, x′′) с глубиной

D(Fi) 6 max{2k − 1,max{k, 2k − 1}+ 1}+ 1 6 2(k + 1)− 1,

удовлетворяющей (7.7).
В остальных случаях, используя введённые выше обозначения, определим ис-

комую формулу Fi, удовлетворяющую (7.7), следующим образом:

Fi =


F1(x′) ∨ Fi′′(x

′′), если i′ = 0;
x1 · . . . · x2k · Fi′′(x′′), если i′ = 22k − 1 и i′′ > 0;
Fi′(x

′), если i′′ = 0.

Неравенство (7.7), таким образом, полностью доказано.
Заметим, что альтернирование 1 и 2 в P2(n) имеют только ФАЛ вида hi, hi,

где i ∈ (0, 2n), и ФАЛ вида hi ∨ hj , hi · hj , где 0 < i < j < 2n соответственно.
Следовательно, в силу (7.7) для любой ФАЛ g, g ∈ P2(n), такой, что 1 6 alt (g) 6 2,
справедливо неравенство

D(g) 6 2 dlog ne+ dlog(alt (g))e , (7.9)

из которого для указанной ФАЛ g вытекает (7.6). Заметим также, что приведённые
выше ФАЛ hi ·hj и hi∨hj являются характеристической ФАЛ отрезка [i, j) куба Bn

и её отрицанием соответственно.
Пусть, далее, g — произвольная ФАЛ из P2(n) и пусть alt (g) = g > 3. Из опреде-

лений следует, что куб Bn разбивается на последовательные отрезки «постоянства»
ФАЛ g, то есть отрезки I0, I1, . . . , Iq такие, что ФАЛ g равна g(0, . . . , 0) + i (mod 2)
на отрезке Ii, i ∈ [0, q]. При этом ФАЛ g представляет собой дизъюнкцию ха-
рактеристических ФАЛ t, t = b(q + 1)/2c > 2, «нечётных» отрезков её постоян-
ства I1, I3, . . . , I2t−1, если g(0, . . . , 0) = 0, и конъюнкцию отрицаний этих ФАЛ,
если g(0, . . . , 0) = 1.
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Следовательно, формула Fg, которая реализует ФАЛ g, g(0, . . . , 0) = σ, с глуби-
ной, удовлетворяющей (7.6), получается в результате подстановки t удовлетворяю-
щих (7.9) формул для σ–степеней характеристических ФАЛ отрезков I1, . . . , I2t−1

вместо t БП бесповторной формулы, дерево которой представляет собой квазипол-
ное двоичное дерево глубины dlog te из ФЭ &, если σ = 1, и ФЭ ∨, если σ = 0.
Действительно,

D(Fg) 6 2 dlog ne+ 1 + dlog te =

= 2 dlog ne+ dlog(2 b(q + 1)/2c)e 6 2 dlog ne+ dlog(q + 1)e .

Лемма доказана.

§8 Задача синтеза схем для функций из специальных классов,
примеры её решения и мощностные нижние оценки. Инвари-
антные классы С.В.Яблонского, теорема о числе инвариант-
ных классов

Для множества ФАЛ Q, Q ⊆ P2, и натуральногого n через Q(n) будем обозначать
множествоQ∩P2(n). При этом, как само множествоQ, так и связанную с ним после-
довательность Q(1), Q(2), . . . будем называть классом ФАЛ. Аналогичным образом
последовательность Q(1), . . . , Q(n), . . . , где Q(n) ⊆ Pm2 (n) и m = mQ(n), а также
их объединение называется классом операторов. Будем предполагать, что ни одно
из множеств Q(n), n = 1, 2, . . . , рассматриваемого класса ФАЛ или операторов Q
не является пустым и, как правило, |Q(n)| > 3.

Пусть заданы класс ФАЛ или операторов Q, класс схем U и функционал слож-
ности L. Тогда функцией Шеннона для класса ФАЛ или операторов Q при их ре-
ализации в классе схем U относительно функционала сложности L называется
функция натурального аргумента

L(Q(n)) = max
f∈Q(n)

L(f),

где L(f) — минимальная L–сложность схем из U, реализующих (систему) ФАЛ f .
Для класса ФАЛ или операторов Q′ и класса ФАЛ Q′′ введём такие функции

J
(
Q′(n)

)
=

log |Q′(n)|
log log |Q′(n)|

и σQ(n) =
log |Q′′(n)|

2n
,

где n = 1, 2, . . . . При этом из определения следует, что 0 6 σQ(n) 6 1 для всех n,
n = 1, 2, . . . .

Класс ФАЛ (операторов) Q называется:

1) невырожденным, если n+mQ(n) = o
(
J
(
Q(n)

))
;
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2) строго невырожденным классом ФАЛ, если log n = o
(
log |Q(n)|

)
;

3) ненулевым классом ФАЛ, если limn→∞ σQ(n) > 0.

На основе стандартного мощностного метода получения нижних оценок можно
установить справедливость следующего утверждения.

Лемма 8.1. Если Q — невырожденный класс ФАЛ (операторов), то

LC
Б
(
Q(n)

)
& ρБ · J

(
Q(n)

)
, LИКС(Q(n)

)
&

1

2
· J
(
Q(n)

)
,

а если Q — строго невырожденный класс ФАЛ, то

LК(Q(n)
)
& J
(
Q(n)

)
.

Следствие. Для всякого ненулевого класса ФАЛ Q выполнены асимптотические
неравенства

LC
Б
(
Q(n)

)
& ρБ · σQ(n)

2n

n
,

LИКС(Q(n)
)
&

1

2
· σQ(n)

log |Q(n)|
n

,

LК(Q(n)
)
& σQ(n)

2n

n
.

Класс ФАЛ (операторов) Q называется стандартным относительно функцио-
нала сложности L класса схем UC

Б, если выполнено асимптотическое неравенство

LC
Б
(
Q(n)

)
. ρБ · J

(
Q(n)

)
+O

(
n+m(n)

)
.

Аналогично вводится определения стандартного класса операторов относительно
других классов схем и функционалов их сложности, если соответствующая функ-
ция Шеннона имеет порядок роста 2n/n. Отметим, что при этом для невырожден-
ного стандартного класса ФАЛ Q имеет место асимптотическое равенство

LC
Б
(
Q(n)

)
∼ ρБ · J

(
Q(n)

)
.

Для n = 1, 2, . . . и r = r(n) > 1 рассмотрим множество ФАЛ P2(n, t), которое
включает в себя все ФАЛ из P2(n), обращающиеся в 0 на наборах с номерами
t, t+1, . . . , 2n−1, и мощность которого равна, очевидно, 2t. Для любой функции r =
r(n) > 1 рассмотрим класс ФАЛ Q, определённый равенствами Q(n) = P2(n, r(n)),
n = 1, 2, . . . .

Лемма 8.2. Для любой функции r = r(n) > 1 соответствующий класс Q(n) =
P2(n, r(n)) является стандартным относительно функционала сложности L

схем класса UC
Б, то есть

LC
Б
(
Q(n)

)
. ρБ

r

log r
+O(n).
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Доказательство. Будем считать, для удобства, что при лексикографической ν–
нумерации наборов куба Bn от БП X(n), n = 1, 2, . . . , БП xi «старше» БП xj ,
если i > j. Полученные при этом предположении оценки сложности будут спра-
ведливы, очевидно, и для «обычного» порядка «старшинства» БП.

Рассмотрим сначала случай, когда r > 2n−1. Выберем из множества P2(n, r)
произвольую ФАЛ f и построим для неё СФЭ Σf с помощью асимптотически наи-
лучшего метода синтеза (см. §5). Напомним, что при этом ФАЛ f (см. доказатель-
ство теоремы 5.1) разлагается по БП x′′ = (xq+1, . . . , xn) следующим образом:

f(x′, x′′) =
∨

σ′′∈Bn−q
Kσ′′(x

′′)fσ′′(x
′),

где x′ = (x1, . . . , xq), и что для реализации каждой ФАЛ fσ′′(x
′) в СФЭ Σf исполь-

зуется одна формула Ft. Из принадлежности ФАЛ f классу P2(n, r) следует, что
при ν(σ′′) > dr/2qe функция fσ′′(x′) тождественно равна нулю, и, таким образом,
из схемы Σf можно удалить подсхемы, реализующие все указанные подфункции.
Для сложности полученной при этом СФЭ Σ̃f в силу (5.9) будет выполняться нера-
венство

L
(
Σ̃f

)
6 Lj

⌈ r
2q

⌉
t+O

(
2n−m + p · 2s + p · 2

s
2

+m
)
,

из которого при значениях параметров (5.10) следует, что

L
(
Σ̃f

)
. ρБ

r

log r
. (8.1)

Пусть теперь r 6 2n−1. В этом случае найдём число k такое, что

k < n, 2k−1 < r 6 2k

и, следовательно,

f(x1, . . . , xn) = xk+1 · . . . · xn · f ′(x1, . . . , xk). (8.2)

Заметим, что функция f ′ принадлежит классу P2(k, r), где r > 2k−1, и для неё по
предыдущему случаю можно построить СФЭ Σ̃f ′ , удовлетворяющую (8.1). Искомая
СФЭ Σ̃f строится на основе (8.2) так, что

L
(
Σ̃f

)
6 L

(
Σ̃f ′
)

+O(n) . ρБ
r

log r
+O(n).

Лемма доказана.

Следствие. Если n = o
(

r
log r

)
, то Q(n) = P2(n, r(n)) — стандартный невырож-

денный класс ФАЛ, для которого выполнено асимптотическое равенство

LC
Б
(
Q(n)

)
∼ ρБ

r

log r
.
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Замечание. Аналогично доказывается стандартность класса Q(n) = P2(n, r(n)) от-
носительно функционала «обычной» сложности и классов схем UИКС,UК.

Рассмотрим теперь следующие операции над ФАЛ:

1) добавление и изъятие фиктивных БП (переход к равной ФАЛ);

2) переименование БП без отождествления (переход к конгруэнтной ФАЛ);

3) подстановка констант 0, 1 вместо БП (переход к подфункции).

Если функция g получена из функции f применением операций 1–3, то говорят,
что g является квазиподфункцией ФАЛ f , а f — квазинадфункцией ФАЛ g. Для
множества функций F через F q и Fy будем обозначать множества всех квазинад-
функций и квазиподфункций для функций из F соответственно.

Множество ФАЛ Q, Q ⊆ P2, называется инвариантным классом ФАЛ, если оно
замкнуто относительно трёх указанных операций. Множества {0}, {1}, {0, 1} назы-
ваются тривиальными инвариантными классами. Если инвариантный класс Q не
является тривиальным, то Q ⊇ {0, 1}, поскольку Q содержит неконстантую функ-
цию, из которой при помощи операции 3 можно получить обе константы. Отме-
тим, что если класс Q замкнут по суперпозиции и {0, 1} ⊆ Q, то класс Q является
инвариантным. Примерами инвариантных классов могут, следовательно, служить
классы M и L̂ всех монотонных и всех линейных ФАЛ соответственно. При этом
класс самодвойственных функций, а также классы T0 и T1 — классы сохранения
констант 0 и 1 соответственно, — не являются инвариантными (они не замкнуты
относительно операции 3). Класс всех симметрических ФАЛ также не является
инвариантным, так как он не замкнут относительно операции 1. При этом инвари-
антным является класс Ŝ — класс квазисимметрических ФАЛ, то есть функций,
симметрических по всем своим существенным переменным.

Лемма 8.3. Пусть Q — инвариантный класс ФАЛ. Тогда существует предел

σQ = lim
n→∞

σQ(n) = lim
n→∞

log |Q(n)|
2n

,

где число σQ удовлетворяет неравенствам 0 6 σQ 6 1.

Доказательство. Из определения последовтельности σQ(n) следует, что для каж-
дого n выполнено неравенство 0 6 σQ(n) 6 1, то есть эта последовательность
σQ(n) ограничена. Покажем, что она монотонно не возрастает, откуда будет сле-
довать её сходимость. В силу инвариантности класса Q, всякую функцию f из
множества Q(n+ 1) можно представить в виде

f(x1, . . . , xn+1) = xn+1f0(x1, . . . , xn) ∨ xn+1f1(x1, . . . , xn),
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где fσ(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn, σ), σ ∈ B, и обе ФАЛ f0, f1 принадлежат множе-
ству Q(n). Отсюда сразу вытекает неравенство

|Q(n+ 1)| 6 |Q(n)|2,

из которого, в свою очередь, следуeт, что

σQ(n+ 1) =
log |Q(n+ 1)|

2n+1
6

log |Q(n)|
2n

= σQ(n).

Сходимость последовательности σQ(n), n = 1, 2, . . . , доказана, а принадлежность
её предела σQ действительному отрезку [0, 1] следует из того, что ему принадлежат
все члены данной последовательности.

Лемма доказана.

Замечание. Предел σQ будем называть мощностной характеристикой класса Q.

Инвариантный класс Q с характеристикой σQ = 0 называется нулевым. По-
кажем, что существует только один инвариантный класс Q с характеристикой
σQ = 1 — это класс P2. Действительно, если инвариантный класс Q не совпа-
дает с P2, то для некоторого m будет выполнено неравенство |Q(m)| < |P2(m)|,
которое равносильно неравенству σQ(m) < 1. Из последнего неравенства в силу
монотонного невозрастания последовательности σQ(n), n = 1, 2, . . . , и её сходимо-
сти к пределу σQ следует, что σQ 6 σQ(m) < 1.

Найдём значение характеристик инвариантных классов M , L̂ и Ŝ. Известно [],
что

log |M(n)| ∼ Cdn/2en ∼ 2n√
2πn

,

откуда следует, что σM = 0. Для класса линейных функций, очевидно, при лю-
бом n выполняется равенство |L̂(n)| = 2n+1 и, значит, σL = 0. Всякую функцию из
множества Ŝ(n) можно получить так: сначала выбираем k её существенных БП, а
затем не более чем 2k+1 способами определяем значение этой функции на каждом
слое куба Bk (в пределах одного слоя значение функции одно и то же). Отсюда
следует, что

|Ŝ(n)| 6
n∑
k=0

Ckn · 2k+1 = 2 · 3n,

и поэтому σ
Ŝ

= 0. Таким образом, все три класса M , L̂, Ŝ являются нулевыми.
Примером ненулевого инвариантного класса, отличного от P2, является класс Q,
состоящий из всех ФАЛ вида f(xi1 , . . . , xir)(xi1 ⊕ · · · ⊕xir ⊕σ), где 1 6 i1 < · · · < ir
и σ ∈ B. Действительно, класс Q замкнут относительно операций 1–3. При этом
любая ФАЛ из Q(n) однозначно определяется множеством X её существенных
БП, X ⊆ X(n), и своими значениями на множестве тех наборов единичного куба
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от БП X, которые имеют либо чётное, если σ = 1, либо нечётное, если σ = 0, число
единиц. Таким образом,

2 · 22n−1
6 |Q(n)| 6

n∑
r=0

2 · Crn · 22r−1
6 22n−1+n+1

и, следовательно, σQ = 1
2 .

Выше было установлено, что существует единственный инвариантный класс с
характеристикой 1. Можно доказать, что при при любом σ, 0 6 σ < 1 существует
континуум инвариантных классов с характеристикой σ. Докажем это в частном
случае σ = 0.

Лемма 8.4. Существует континуум различных инвариантных классов с харак-
теристикой 0.

Доказательство. Отметим, что число различных инвариантных классов не может
быть больше континуума, поскольку множество P2 счётно.

Рассмотрим симметрические функции s{0,m}m , определяемые при m > 1 следу-
ющим образом:

s{0,m}m (x1, . . . , xm) = x1 · . . . · xm ∨ x1 · . . . · xm.

Заметим, что s{0,m′} /∈ {s{0,m′′}}y при m′ 6= m′′, и, следовательно, для различных
множеств J , J ⊆ N \ {1}, соответствующие им множества функций QJ = { s{0,m}m |
m ∈ J }y будут различны. Очевидно, что каждое из указанных множеств является
инвариантным классом, содержащимся в классе Ŝ, и, следовательно, имеет харак-
теристику 0. Классов QJ будет столько же, сколько подмножеств имеет множество
N \ {1}, то есть континуум.

Лемма доказана.

Множество F называется базовым множеством инвариантного класса Q, ес-
ли Fy = Q. Базовое множество класса Q называется базой, если любое его собствен-
ное подмножество уже не является базовым множеством для Q. Существуют инва-
риантные классы, не имеющие базы. Например, класс, состоящий из констант 0, 1
и всех монотонных элементарных дизъюнкций (функций вида xi1 ∨· · ·∨xis), имеет
счётное базовое множество, но не имеет базы.

Для задания всякого инвариантного класса достаточно задать, таким обра-
зом, его базовое множество. Существует и другой способ задания инвариантных
классов. Пусть Q — нетривиальный отличный от P2 инвариантный класс. Функ-
ция g ∈ P2 называется порождающим элементом класса Q тогда и только тогда,
когда g /∈ Q, а все собственные подфункции1 g принадлежат Q. Из определения

1Под собственной подфункцией функции g понимается её произвольная подфункция, не сов-
падающая с g.
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следует, что порождающий элемент нетривиального инвариантного класса являет-
ся существенной функцией и что никакие два различных порождающих элемента
не являются квазиподфункциями друг друга. Приведём примеры порождающих
элементов. Класс M монотонных ФАЛ имеет единственный с точностью до кон-
груэнтности порождающий элемент — функцию x1. Для инвариантного класса Q
его порождающим множеством называется всякое максимальное по включению
множество попарно не конгруэнтных порождающих элементов Q. Так, порождаю-
щее множество класса, состоящего из констант и монотонных элементарных дизъ-
юнкций, суть {x1, x1x2}.

Лемма 8.5. Пусть Q — нетривиальный отличный от P2 инвариантный класс,
а G — его порождающее множество. Тогда Q = P2 \ (Gq).

Доказательство. Индукцией по n, n = 1, 2, . . . , докажем, что если f — существен-
ная ФАЛ от n БП и f /∈ Q, то G ∩ ({f}y) 6= ∅. Заметим, что данное утверждение
верно, если любая собственная подФАЛ ФАЛ f прининадлежит Q. Действитель-
но, в указанном случае ФАЛ f является порождающим элементом Q и в G имеется
конгруэнтная ей ФАЛ. Это верно, в частности, для случая n = 1, который состав-
ляет базис рассматриваемой индукции.

Пусть сформулированное утверждение верно для всех n, n ∈ [1, k), где k > 2,
и пусть f — существенная ФАЛ из P2(k) \ Q(k), которая (см. разобранный выше
случай) имеет собственную подФАЛ f ′, f ′ /∈ Q. Тогда, по индуктивному предполо-
жению G ∩ ({f ′}y) 6= ∅ и, следовательно, G ∩ ({f}y) 6= ∅, так как первое из этих
множеств содержится во втором.

Лемма доказана.

Следствие. Пусть множество G состоит из ФАЛ, не являющихся квазипод-
функциями друг друга. Тогда P2 \ (Gq) — инвариантный класс с порождающим
множеством G.

§9 Принцип локального кодирования О.Б. Лупанова и примеры
его применения.

Рассмотрим достаточно общий подход к решению задачи синтеза СФЭ для ФАЛ
из специальных классов, предложенный в работе [5] О.Б. Лупанова и названный
им принципом локального кодирования.

Основаная идея этого подхода состоит в том, чтобы с помощью определённого
«кодирования» свести задачу синтеза СФЭ для ФАЛ или операторов из заданного
класса Q к аналогичной задаче синтеза для класса произвольных или близких к
ним операторов соответствующей размерности. В [5] был предложен ряд условий,
налагаемых как на класс Q, так и на его кодирование, при выполнении которых
получаемые указанным способом схемы могли оказаться асимптотически наилуч-
шими как для самых «плохих» ФАЛ (систем ФАЛ) из Q(n), так и для почти всех
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ФАЛ (систем ФАЛ) из Q(n), n = 1, 2, . . . . Следующее утверждение и его доказа-
тельство дают пример решения задачи синтеза СФЭ для ФАЛ из инвариантного
класса Q с помощью принципа локального кодирования.

Лемма 9.1. Для всякого инвариантного класса Q и n = 1, 2, . . .

LC(Q(n)
)
∼ σQ

2n

n
при σQ > 0, (9.1)

LC(Q(n)
)

= o
(
σQ

2n

n

)
при σQ = 0. (9.2)

Доказательство. Рассмотрим сначала случай σQ > 0. В этом случае в соответ-
ствии с введёнными в §8 обозначениями и в силу леммы 8.3 получим

J
(
Q(n)

)
=

log |Q(n)|
log log |Q(n)|

=
σQ(n) · 2n

log(σQ(n) · 2n)
∼ σQ

2n

n
,

откуда по лемме 8.1 следует нижняя оценка (9.1).
Перейдём к получению верхней оценки (9.1). Для этого возьмём произвольное

натуральное n и натуральное q, q 6 n, а затем обычным образом разобьём набор
БП x = (x1, . . . , xn) на поднаборы x′ = (x1, . . . , xq) и x′′ = (xq+1, . . . , xn). Выберем
из множества Q(n) произвольную ФАЛ f и для каждого набора σ′′, σ′′ ∈ Bn−q(x′′),
положим как обычно, fσ′′(x′) = f(x′, σ′′), причём в данном случае fσ′′(x′) ∈ Q(q) в
силу инвариантности класса Q.

Положим λ = dlog |Q(q)|e и пусть Π′ — произвольное инъективное отображе-
ние (кодирование) ФАЛ множества Q(q) двоичными наборами куба Bλ от БП y =
(y1, . . . , yλ), то есть Π′ : Q(q) 7→ Bλ(y), которое существует, так как 2λ > |Q(q)|. За-
метим, что ФАЛ fσ′′(x

′) однозначно определяется своим «кодом» πσ′′ = Π′(fσ′′(x
′))

и поэтому существует ФАЛ h(x′, y), h ∈ P2(q + λ), такая что

f(σ′, σ′′) = h(σ′, πσ′′)

при любых σ′ и σ′′ из Bq(x′) и Bn−q(x′′) соответственно.
Пусть O = (O1, . . . ,Oλ) ∈ P λ2 (n − q) — система ФАЛ, которая сопоставляет

произвольному набору σ′′, σ′′ ∈ Bn−q, набор («код») πσ′′ и пусть СФЭ ΣO из UC,
построенная асимптотически наилучшим методом, реализует эту систему ФАЛ со
сложностью

L
(
ΣO

)
6 λ

2n−q

n− q
+ o
( 2n−q

n− q

)
.

Искомая СФЭ Σf реализует ФАЛ f в соответствии с представлением

f(x′, x′′) = h(x′,O(x′′))

и содержит в качестве подсхемы СФЭ ΣO(x′′, y), а также построенную асимптоти-
чески наилучшим методом СФЭ Σh, которая реализует ФАЛ h(x′, y).



50 Глава 1.

Полагая q = dlog ne, и учитывая, что

λ 6 σQ(q)2q + 1 . σQ2q,

получим верхнюю оценку

L
(
Σf

)
. σQ2q

2n−q

n− q
. σQ

2n

n
.

В случае σQ > 0 отсюда, с учётом нижней оценки, вытекает (9.1).
В случае σQ = 0 искомая СФЭ Σf строится аналогично, но так как при этом

полседовательность σQ(q) стремится к нулю, то

L
(
Σf

)
= o
(2n

n

)
,

что доказывает (9.2).
Лемма доказана.

Как уже говорилось, при доказательстве верхней оценки леммы 9.1 мы факти-
чески использовали приём, называемый принципом локального кодирования, пред-
ложенный О.Б. Лупановым, который состоит в следующем. Пусть Q — класс опе-
раторов, и пусть для каждого натурального n определено кодирование Π = Πn,
ставящее в соответствие произвольному оператору F = Fn, F ∈ Q(n), двоичный
набор («код») π = π(F ) длины d = d(n), в котором выделены «куски» πi, i ∈ [1, t],
составленные из подряд идущих разрядов кода π и имеющие длину не больше,
чем λ = λ(n). Пусть указанное кодирование обладает свойством «локальности»:
для вычисления значения оператора F на произвольном фиксированном наборе σ
достаточно знать лишь один кусок кода πi(σ), задаваемый своими «координатами»
(например, позицией его первого разряда в коде и длиной, или номером куска, если
куски кода не пересекаются и имеют одинаковую длину, и т.п.).

Пусть, далее, оператор кодирования A(1) = A
(1)
n по набору σ вычисляет ко-

ординаты куска кода πi(σ), а оператор декодирования A(2) = A
(2)
n по куску πi(σ)

и, возможно, набору σ, вычисляет F (σ). Искомая схема Σ = Σn, реализующая
оператор F и построенная на основе локального кодирования Π, состоит из под-
схем A(1), A(2) и «основного» блока O = On, который по координатам куска πi(σ)

выдаёт сам этот кусок.
Если при этом сложность указанных выше операторов A(1)

n , A
(2)
n и On удовле-

творяет соотношениям

LC
Б
(
A(1)
n

)
= o
(
J
(
Q(n)

))
, LC

Б
(
A(2)
n

)
= o
(
J
(
Q(n)

))
, (9.3)

LC
Б
(
On
)
. ρБ · J

(
Q(n)

)
, (9.4)

то искомая СФЭ Σn может быть выбрана так, что

L
(
Σn

)
. ρБ · J

(
Q(n)

)
.
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Отсюда вытекает, что
LC

Б
(
Q(n)

)
. ρБ · J

(
Q(n)

)
,

и, следовательно, в силу леммы 8.1 в случае невырожденности класса Q выполня-
ется асимптотическое равенство

LC
Б
(
Q(n)

)
∼ ρБ · J

(
Q(n)

)
,

которое означает стандартность класса Q относительно функционала сложности L

класса схем UC
Б.

Заметим, что в случае асимптотической неизбыточности кодирования Π = Πn,
когда

d(n) ∼ log |Q(n)|,

при построении схемы, которая реализует оператор On со сложностью, удовлетво-
ряющей (9.4), достаточно, как правило, использовать асимптотически наилучший
метод синтеза СФЭ для произвольных систем ФАЛ подходящей размерности или
некоторые его модификации (см., например, лемму 8.2).

Заметим также, что соотношение (9.3) означает возможность существенно бо-
лее простой по сравнению с оператором On реализации операторов A(1)

n и A
(2)
n в

классе UC
Б.

Покажем, что описанный в доказательстве леммы 9.1 асимптотически наилуч-
ший метод синтеза СФЭ над базисом Б является примером применения принципа
локального кодирования.

Действительно, в обозначениях данного доказательства, локальное кодирова-
ние Π сопоставляет произвольной ФАЛ f, f ∈ Q(n), код π длины d = λ · 2n−q,
разбитый на 2n−q непересекающихся кусков длины λ и вида πσ′′ , где σ′′ ∈ Bn−q.
При этом оператор кодирования A(1) представляет собой оператор выбора подна-
бора x′′ из набора x, оператор O совпадает с оператором O, а оператор A(2) — с
ФАЛ h.

Рассмотрим ещё два класса операторов и с помощью принципа локального ко-
дирования докажем (при некоторых условиях) их стандартность. Обозначим че-
рез S класс всех симметрических ФАЛ, а под (n,m)-оператором будем понимать
систему ФАЛ F = (f1, . . . , fm) из Pm2 (n).

Лемма 9.2. Если натуральная последовательность m = m(n), n = 1, 2, . . . , та-
кова, что

log n = o(m) и logm = o(n), (9.5)

то класс операторов Q, для которого Q(n) = Sm(n), является невырожденным
и стандартным относительно функционала сложности L СФЭ из UC классом
операторов.
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Доказательство. Для рассматриваемого класса операторов Q при любых нату-
ральных n и m выполняется равенство |Q(n)| = 2m(n+1), из которого следует, что

J
(
(Q(n)

)
=

m(n+ 1)

logm+ log(n+ 1)
. (9.6)

Из (9.6), в свою очередь, вытекает, что последовательности

m

J
(
Q(n)

) =
logm+ log(n+ 1)

n+ 1
6

logm

n
+ o(1),

n

J
(
Q(n)

) 6
logm+ log(n+ 1)

m
6

log n

m
+ o(1)

в силу (9.5) стремятся к 0 при n стремящемся к бесконечности и, следовательно,
m + n = o(J(Q(n)), то есть Q(n) — невырожденный класс операторов. Отсюда по
лемме 8.1 с учётом (9.5) получаем нижнюю оценку

LC(Q(n)
)
& J
(
Q(n)

)
∼ m · n

log n
. (9.7)

Для получения аналогичной вехней оценки рассмотрим кодирование Π = Πn,
которое оператору F, F ∈ Q(n), сопоставляет набор π(F ) = π длины d = m(n+ 1)
и вида π = (F (0, . . . , 0), F (0, . . . , 0, 1), F (0, . . . , 0, 1, 1), . . . , F (1, . . . , 1) ), разбитый на
(n + 1) непересекающихся кусков длины λ = m. При этом «координатами» i-го,
i ∈ [0, n], куска кода πi = F ( (0, . . . , 0, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

i

) ) будем считать набор ν−1
t (i), где

t = dlog(n+ 1)e .
Следовательно, оператор декодирования A(2)

n является тождественным опера-
тором, а оператор кодирования A

(1)
n представляет собой счётчик числа единиц,

который набор α = (α1, . . . , αn) ∈ Bn переводит в набор β, β ∈ Bt, такой, что
ν(β) = α1 + · · ·+ αn, и имеет сложность [1]

LC(A(1)
n

)
6 9n.

Заметим, что основной оператор On может быть при этом выбран из множе-
ства Pm2 (t, n+ 1), а его сложность в силу леммы 8.2 удовлетворяет неравенству

LC(On) . t ·m
log t

+O(n).

Таким образом, СФЭ Σ, реализующая оператор F и построенная на основе
описанного выше локального кодирования, имеет сложность

L(Σ) .
m · n
log n

+O(n),

которая асимптотически совпадает с нижней оценкой (9.7).
Лемма доказана.
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Лемма 9.3. Для постоянной последовательности m = m(n) > 2, n = 1, 2, . . . ,
класс операторов Q, для которого множество Q(n) состоит из всех (n,m)-
операторов F = (f1, . . . , fm) таких, что fi(β) = f1(α) при любом i, i ∈ [2,m],
любом α, α ∈ Bn, и ν(β)− ν(α) ≡ i− 1 (mod 2n), является стандартным относи-
тельно функционала сложности схем из UC классом.

Доказательство. Так как |Q(n)| = 22n и, следовательно, J(Q(n)) = 2n/n, то
n = o(J(Q(n))) и Q — невырожденный класс операторов, а из леммы 8.1 непо-
средственно вытекает необходимая нижняя оценка

LC(Q(n)
)
&

2n

n
.

Для получения аналогичной верхней оценки возьмём произвольное натураль-
ное n и натуральное q, q 6 n, а затем обычным образом разобьём набор БП x =
(x1, . . . , xn) на поднаборы x′ = (x1, . . . , xq) и x′′ = (xq+1, . . . , xn). Выберем из Q(n)
произвольный оператор F = (f1, . . . , fm) и положим f = f1.

Рассмотрим кодирование Π = Πn, которое сопоставляет оператору F = Fn
набор π длины d = 2n + (m − 1), получающийся удлинением столбца значений α̃f
ФАЛ f первыми (m−1) разрядами этого же столбца. Выделим в этом наборе 2n−q

кусков πσ′′ , σ′′ ∈ Bn−q, длины λ = 2q+(m−1), где кусок πσ′′ получается удлинением
той части столбца α̃f , которая соответствует ФАЛ f(x′, σ′′), на (m− 1) следующий
за ней разряд.

Легко видеть, что построенное кодирование обладает свойством локальности
и что координатами куска кода πσ′′ можно считать индексирующий его набор σ′′,
σ′′ ∈ Bn−q. При этом оператор кодирования A(1)

n является оператором выбора под-
набора x′′ из набора x, а оператор декодирования A

(2)
n и основной оператор On

принадлежат множествам Pm2 (q+ λ) и P λ2 (n− q) соответственно. При q =
⌈

1
2 log n

⌉
для сложности указанных операторов будут выполняться соотношения

LC(A(1)
n

)
= 0, LC(A(2)

n

)
. m · 2q+λ

q + λ
= o
(2n

n

)
,

LC(On) . (2q + (m− 1)
)
· 2n−q

n− q
∼ 2n

n
,

из которых следует, что

LC(Fn) . 2n

n
.

Лемма доказана.

§10 Синтез схем для не всюду определённых функций

В заключение части I рассмотрим задачу синтеза схем для не всюду определённых
функций, которая близка к задаче синтеза схем для ФАЛ из специальных классов.
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Отображение f : Bn f7→ [0, 2] будем называть не всюду определённой ФАЛ от n
БП, а множество f−1({0, 1}) будем считать её областью определённости и обозна-
чать через δ(f). При этом доопределением указанной функции f считается любая
ФАЛ из P2(n), совпадающая с f на множестве δ(f), а под сложностью LC(f) ре-
ализации функции f в классе UC понимается наименьшая из соответствующих
сложностей её доопределений.

Обозначим через P̂2(n) множество всех не всюду определённых ФАЛ от
БП X(n) = {x1, . . . , xn} и для любого t, t ∈ [0, 2n], введём его подкласс P̂2(n, t),
состоящий из всех тех функций f , f ∈ P̂2(n), для которых |δ(f)| = t.

Функция Шеннона для этого класса определяется стандартным образом:

LC(P̂2(n, t)
)

= max
f∈P̂2(n,t)

LC(f),

причём считается, как обычно, что t = t(n), n = 1, 2, . . . .

Лемма 10.1. Если n log n = o(t(n)), то

LC(P̂2(n, t(n))
)
&

t(n)

log t(n)
. (10.1)

Доказательство. Для n = 1, 2, . . . рассмотрим множество

P̌2(n, t) = {f ∈ P̂2(n, t) | δ(f) = [0, t)},

для каждой из 2t его функций выберем одно доопределение с минимальной слож-
ностью, и множество этих доопределений обозначим через Q(n) = Q. Так как
различные функции из P̌2(n, t) не могут иметь общих доопределений, то

|P̌2(n, t)| = |Q| = 2t, J(Q) =
t

log t
.

Из последнего равенства и условий леммы следует, что n = o
(
J(|Q(n)|)

)
, то есть

класс ФАЛ Q(1), . . . , Q(n), является невырожденным. Из этой невырожденности,
леммы 8.1 и очевидных соотношений

LC(Q(n)
)

= LC(P̌2(n, t)
)
6 LC(P̂2(n, t)

)
вытекает оценка (10.1).

Лемма доказана.

Рассмотрим, далее, несколько утверждений, позволяющих установить для ис-
следуемой функции Шеннона верхнюю оценку вида правой части (10.1) при после-
довательно ослабляемых ограничениях на рост функции t = t(n).
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Лемма 10.2. Если t = t(n) ∼ n, то

LC(P̂2(n, t)
)
.

t(n)

log t(n)
. (10.2)

Доказательство. Для произвольного натурального n и натурального q, 1 6 q < n,
разобъём, как обычно, набор БП x = (x1, . . . , xn) на поднаборы x′ = (x1, . . . , xq)
и x′′ = (xq+1, . . . , xn). Выберем натуральный параметр µ, µ 6 2q, и для любого s, s 6
2q, построим такое множество наборов As кубаBs, которое «протыкает» (см. [3]) все
грани ранга не больше чем µ, этого куба и состоит не более, чем из s · 2µ наборов.
Для каждого отрезка I куба Bq от БП x′ рассмотрим множество GI , состоящее
из тех равных 0 вне I ФАЛ P2(x′), «проекции» столбцов значений которых на I
принадлежат множеству As, где s = |I|.

Определим множество ФАЛ G как объединение множеств GI по всем отрезкам
куба Bq(x′) и заметим, что

|G| 6 2µ+3q, LC(−→G) 6 2µ+4q. (10.3)

Заметим также, что любая ФАЛ ĝ из P̂2(q, t′), где t′ 6 µ, равная 0 вне отрезка I
куба Bq от БП x′, имеет в GI доопределение.

Возьмём произвольную функцию f , f ∈ P̂2(n, t), и разложим её по БП x′′:

f(x′, x′′) =
∨

σ′′∈Bn−q
Kσ′′(x

′′)fσ′′(x
′), (10.4)

где при любом σ′′, σ′′ ∈ Bn−q, функция fσ′′(x′) принадлежит множеству P̂2(x′, tσ′′),
причём Σσ′′tσ′′ = t.

Для каждого набора σ′′, σ′′ ∈ Bn−q, положим pσ′′ = dtσ′′/µe и розобьём куб Bq

от БП x′ на последовательные отрезки I1, . . . , Ipσ′′ так, чтобы при любом i, i ∈
[1, pσ′′ ], та часть столбца значений функции fσ′′(x′), которая связана с отрезком Ii
содержала µ (соответственно не больше, чем µ) булевских значений, если i < pσ′′

(соответственно i = pσ′′). Пусть, далее, функция f (i)
σ′′ (x

′), i = 1, 2, . . . , pσ′′ , совпадает
с функцией fσ′′ на отрезке Ii и равна 0 вне его, а ФАЛ g

(i)
σ′′ из GIi является её

доопределением. Отсюда следует, что функция fσ′′ может быть представлена в
виде

fσ′′ = f
(1)
σ′′ ∨ · · · ∨ f

(pσ′′ )
σ′′ (10.5)

и поэтому её доопределением является ФАЛ

gσ′′ = g
(1)
σ′′ ∨ · · · ∨ g

(pσ′′ )
σ′′ . (10.6)

Из (10.3)–(10.6) следует, что ФАЛ g(x) вида

g(x) =
∨

σ′′∈Bn−q
Kσ′′

( pσ′′∨
i=1

g
(i)
σ′′(x

′)

)
, (10.7)
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где g(i)
σ′′ ∈ G при любых σ′′, σ′′ ∈ Bn−q, и i, i ∈ [1, pσ′′ ], является доопределением

ФАЛ f и что на основе (10.7) можно построить СФЭ Σ, которая реализует ФАЛ g
со сложностью

L(Σ) 6 24q+µ + t/µ+O(2n−q).

Из последнего неравенства при

q = dn− log t+ 2 log ne , µ = dlog t− 4q − 2 log ne

получаем требуемую оценку
LC(g) .

t

log t
.

Лемма доказана.

Замечание. Из леммы 10.2 вытекает что, при построении оптимальной схемы для
не всюду определённой функции f , f ∈ P̂2(n, t), в общем случае невыгодно доопре-
делять её нулями на множестве Bn \ δ(f). Действительно, полагая t = d2n/3e и
доопределяя функции из P̂2(n, t) нулями, получим множество Q(n) всюду опреде-
лённых функций, для которого

log |Q(n)| ∼ logC
d2n/3e
2n ∼ 2n

(
log 3

3
+

2

3
log

3

2

)
= 2n · log

3
3
√

4
> 2n · 2

3
.

В силу леммы 8.1 отсюда следует, что

LC(Q(n)
)
&

2

3
· 2n

n
,

в то время как

LC(P̂2(n, d2n/3e)
)
∼ 1

3
· 2n.

Введём некоторые понятия и рассмотрим связанные с ними конструкции, поз-
воляющие ослабить условия леммы 10.2.

Пусть n и s, s 6 n, — натуральные числа, а A — произвольное множество на-
боров куба Bn и |A| 6 2s. Будем говорить, что (n, s)– оператор ψ, ψ ∈ P s2 (n),
является оператором разделения или, иначе, оператором хэширования для A, ес-
ли ψ(α) 6= ψ(β) для любых различных наборов α и β из A. Обозначим через Λ
класс линейных ФАЛ с нулевым свободным членом и будем выбирать нужные нам
операторы разделения из множества Λs(n).

Лемма 10.3. Для любого множества A, A ⊆ Bn, и любого s, s 6 n, существует
оператор ψ, ψ ∈ Λs(n), разделяющий некоторое множество A′, A′ ⊆ A, такое,
что

|A′| > t− t(t− 1)

2s+1
,

где t = |A|.
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Доказательство. Рассмотрим множество Λs(n) как вероятностное пространство,
в котором вероятность выбора любого из 2ns операторов равна 2−ns. В этой мо-
дели для любых различных наборов α и β из Bn вероятность того, что слу-
чайный оператор из Λs(n) их не разделит, равна 2−s. Действительно, для набо-
ров α = (α1, . . . , αn) 6= β = (β1, . . . , βn) число не разделяющих их линейных ФАЛ
вида γ1x1 ⊕ · · · ⊕ γnxn равно числу тех наборов γ = (γ1, . . . , γn) из Bn, для кото-
рых γ1(α1 ⊕ β1) ⊕ · · · ⊕ γn(αn ⊕ βn) = 0, то есть равно 2n−1, а значит число тех
операторов из Λs(n), которое не разделяют α и β, равно 2s(n−1).

Отсюда следует, что математическое ожидание числа не разделённых случай-
ным оператором из Λs(n) неупорядоченных пар различных наборов из A рав-
на t(t − 1)/2s+1. Это означает, что найдётся такой оператор ψ, ψ ∈ Λs(n), для
которого множество R, состоящее из не разделённых им пар наборов указанного
вида имеет мощность r, где r 6 t(t− 1)/2.

Индукцией по r легко показать, что мощность минимального по включению
подмножества A′′ множества A, которое «протыкает» все пары из R, то есть имеет
с каждой из них непустое пересечение, не больше, чем r. Действительно, при r = 1
это очевидно, а при увеличении числа r на 1 мощность множества A′′ увеличи-
вается не больше, чем на 1. Таким образом, множество A′ = A \ A′′ разделяется
оператором ψ и имеет требуемую мощность.

Лемма доказана.

Следствие. Если в условиях леммы s > b2 log tc, то A′ = A, так как

|A′| > t− t(t− 1)

2s+1
> t− 1.

Лемма 10.4. Если 2n/3 6 t 6 2n/n5, то

LC(P̂2(n, t)
)
.

t

log t
.

Доказательство. Положим s = blog t+ 2 log n+ log log tc и заметим, что в силу
условий леммы выполняются соотношения

s 6 n, s ∼ log t, nt log t = o(2s). (10.8)

Возьмём произвольную фунцию f , f ∈ P̂2(n, t), и пусть A = δ(f), |A| = t. По-
строим по лемме 10.3 для множества A, A ⊂ Bn, оператор ψ, который отображает
куб Bn от БП x = (x1, . . . , xn) в куб Bs от БП y = (y1, . . . , ys) и разделяет подмно-
жество A′, A′ ⊆ A, такое, что

|A′| = t′ > t− t(t− 1)

2s+1
.

Заметим, что при этом в силу (10.8) t′ ∼ t, s ∼ log t′, и следовательно, для
множества P̂2(s, t′), которому принадлежит функция f̃ ′(y) такая, что δ(f̃ ′) = ψ(A′)
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и f̃ ′(ψ(α)) = f(α) при любом α, α ∈ A′, выполнены условия леммы 10.2. Найдём
по этому утверждению такое доопределение g̃′(y) ФАЛ f̃ ′(y), для которого

LC(g̃′) .
t′

log t′
∼ t

log t
. (10.9)

Легко видеть, что ФАЛ вида

g(x) = g̃′(ψ(x)) · x′′(x) ∨ g′′(x), (10.10)

где x′′ – характеристическая ФАЛ множества A′′ = A \A′, а g′′ — ФАЛ, совпадаю-

щая с f на A′′ и равная 0 вне его, является доопределением ФАЛ f . Заметим, что
реализация ФАЛ x′′ и g′′ по их совершенным ДНФ даёт следующую суммарную
оценку их сложности

LC(x′′) + LC(g′′) = O(nt2/2s),

а известная оптимальная реализация линейной ФАЛ — оценку

LC(ψ) 6 4ns,

из которых в силу (10.8) вытекает оценка

LC(x′′) + LC(g′′) + LC(ψ) = o(t/ log t). (10.11)

Таким образом, реализуя ФАЛ g(x) в соответствии с (10.10) и учиты-
вая (10.9), (10.11), получим

LC(f) .
t

log t
.

Лемма доказана.

Лемма 10.5. Если t 6 2n/3 и n log2 n = o(t), то

LC(P̂2(n, t)
)
.

t

log t
.

Доказательство этого утверждения представляет собой упрощённый вариант дока-
зательства леммы 10.4, при котором s = b2 log tc и, следовательно, A′ = A, то есть
вариант, не требующий реализации ФАЛ x′′, g′′.

Суммируя доказанные утверждения, получаем следующий основной результат.

Теорема 10.1. Если n log2 n = o(t), то

LC(P̂2(n, t)
)
∼ t

log t
.

Замечание. Оценка теоремы верна и при более слабом условии n log n = o(t) [2].



Глава 2

Синтез схем для индивидуальных функций и оценки их
сложности

§1 Средняя проводимость схемы. Асимптотика контактной слож-
ности универсальных систем функций

Использование так называемой средней проводимости контактов схемы позволяет
в некоторых случаях получать более высокие по сравнению с леммой 2.3 [3, глава 4]
нижние оценки сложности реализации систем ФАЛ в классе UК. Этот метод уже
применялся, по существу, при доказательстве минимальности контактного дерева
в классе разделительных КС (см. лемму 2.5 [3, глава 4]).

Будем называть множество δ, δ ⊆ Bn, равномерным, если для каждого i,
i ∈ [1, n], число тех наборов α = (α1, . . . , αn) из δ, у которых αi = 1, равно |δ|2 .
Заметим, что каждый контакт КС Σ = Σ(α1, . . . , αn) проводит (не проводит) ров-
но на половине всех наборов равномерного множества δ, δ ⊆ Bn, и, следовательно,
в обозначениях §§1, 5 [3, глава 2] выполняются равенства

1

|δ|
∑
α∈δ
|E(Σ|α)| = 1

|δ|
∑
α∈δ
|E(Σ|α)| = 1

2
L(Σ) (1.1)

которые и задают «среднюю» проводимость (непроводимость) контактов Σ на на-
борах множества δ. В качестве множества δ мы, чаще всего, будем выбирать весь
единичный куб Bn , а для получения нижних оценок сумм (1.1) — использовать
неравенства

|E(Σ|α)| > |V (Σ)| − |c(Σ|α)|, (1.2)
|E(Σ|α)| > |c(Σ|α)| − |C(Σ)|, (1.3)

которые вытекают из неравенства (1.2) [3, глава 2]. Напомним, что в [3, глава 4]
было доказано следующее утверждение.

Лемма 1.1. Если система ФАЛ F = (f1, . . . , fm) состоит из попарно различных
и отличных от констант ФАЛ от БП X(n), то

LК(F ) > 21−n
m∑
j=1

∣∣Nfj

∣∣ .
59
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Следствие 1.
LК(Jn) > 2n+1 − 2

Следствие 2. Оценки следствия 1 и леммы 7.3 из [3, глава 4] дают асимптоти-
ческое равенство

LК(−→J n

)
∼ 2n+1

Теорема 1.1. Для любого множества ФАЛ Q, Q ⊆ P2(n), и любого натурально-
го r, r 6 n, справедливо неравенство

LК(−→Q) > 2|Q|
(

1− 5√
r

)
− 2
∣∣Q̂∣∣, (1.4)

где множество Q̂ состоит из тех ФАЛ f , f ∈ Q, у которых во множестве Nf

есть грани размерности больше, чем (n− r).

Доказательство. Пусть Σ — минимальная приведённая (1, |Q|)–КС, реализующая
систему ФАЛ

−→
Q , и пусть V — множество её выходных вершин. Пусть, далее, s

и t — натуральные параметры, для которых (s−1)(t−1) 6 r, а V ′ — множество тех
выходных вершин Σ, степень которых не меньше, чем s. Достаточно рассмотреть
случай, когда

|V ′| 6 4
|Q|
s
, (1.5)

так как иначе число контактов Σ инцидентных вершинам из V ′ уже было бы не
меньше, чем 2|Q|.

Для произвольного набора α, α ∈ Bn, множество c(α) связанных компонент
сети Σ|α разобьём на непересекающиеся подмножества ci(α), i ∈ [1, 4], так, что
связная компонента G, G ∈ c(α), входит в подмножество:

1. c1(α), если V (G) * V ;

2. c2(α), если G /∈ c1(α) и V (G) ∩ V ′ 6= ∅;

3. c3(α), если G /∈ (c1(α) ∪ c2(α)) и |V (G)| > t;

4. c4(α) в остальных случаях.

Заметим, что произвольная связная компонента G из ci(α) удовлетворяет нера-
венству

|E(G)| > |V ∩ V (G)|, (1.6)

если i = 1 и состоит только из выходных вершин Σ в остальных случаях. При этом
в случае i = 2 она содержит хотя бы одну вершину из V ′, в случае i = 3 — состоит
не менее, чем из t вершин, а в случае i = 4 включает в себя не более (t−1) вершин,
которые отделяются от остальных вершин сети Σ|α сечением, состоящим не более,
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чем из (s − 1)(t − 1) 6 r, контактов множества E|Σ|α|. Таким образом, в каждой
вершине компоненты G из множества c4(α) реализуется ФАЛ из множества Q̂, и,
учитывая все вышесказанное, получим

|c2(α)| 6 |V ′|, |c3(α)| 6 |Q|
t
, |c4(α)| 6 |Q̂|. (1.7)

Из (1.5)–(1.7) в силу (1.2) вытекает неравенство

|E(Σ|α)| > |Q| − 4|Q|
s
− |Q|

t
− |Q̂|,

из которого в соответсвии с 1.1 при δ = Bn и s = t = d
√
r e следует (1.4).

Теорема доказана.

Следствие 1. Полагая Q = P2(n) и учитывая то, что при r =
⌈
n
2

⌉
множество

Q̂ = P̂2(n) удовлетворяет соотношению
∣∣P̂2(n)

∣∣ = o
(
22n/
√
n
)
, получим

LК(−→P 2(n)
)
> 2 · 22n

(
1−O

(
1√
n

))
.

Следствие 2. Оценки следствия 1 и леммы 3.1 из[3, глава 4] дают асимптоти-
ческое неравенство

LК(−→P 2(n)
)
∼ 2 · 22n .

§2 Забивание переменных константами. Сложность линейной
функции в классе схем из функциональных элементов

Определим сначала операцию подстановки констант вместо переменных в функции
и схемы. Будем считать, что любая ЭК K ранга r от БП X(n) вида K = xσ1i1 . . . x

σr
ir

задаёт подстановку констант xi1 = σ1, . . . , xir = σr. Результат применения ука-
занной подстановки к системе ФАЛ F , F ∈ Pm2 (n), и схеме Σ от БП X(n) будем
обозначать через F |K и Σ|K соответственно. При этом система ФАЛ F |K опре-
деляется обычным образом, а преобразование схемы Σ в схему Σ|K в классе UC

(UК) связано с заменой вершин xij , j = 1, . . . , r, константой σj и применением, до
тех пор, пока это возможно, тождеств подстановки констант из §§ 1–2 [3, глава 3]
(соответственно отождествлением концевых вершин контактов вида xσjij и удале-

нием контактов вида xσjij , j = 1, . . . , r) с последующим переходом к эквивалентной
приведённой схеме. Заметим, что

K · f = K · f |K

для любой ФАЛ f и что схема Σ|K реализует систему ФАЛ F |K , если схема Σ
реализует систему ФАЛ F . Заметим также, что для КС Σ от БП X(n) и набора
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α = (α1, . . . , αn) схема Σ|xα11 ...xαnn
в отличие от сети Σ|α (см. §§ 1,5 из [3, глава 2])

состоит из (кратных) изолированных полюсов.
Те СФЭ из класса UC, которые реализуют линейные ФАЛ ln или ln, будем

называть линейными схемами порядка n. Положим

L(n) = min{LC(ln), LC(ln)},

а линейные СФЭ порядка n и сложности L(n) будем называть минимальными
линейными СФЭ. Из [3] (см. лемму 3.1 гл. 4) следует, что если n > 2, то

L(n) 6 min{LC(ln), LC(ln)} 6 4n− 4, (2.1)

а из теоремы 3.1 в силу незабиваемости множества всех БП линейной ФАЛ выте-
кает, что

L(n) > 2n− 2.

Докажем, что верхняя оценка (2.1) даёт точные значения сложностей LC(ln)
и LC(ln).

Лемма 2.1. Пусть Σ — линейная СФЭ порядка n от БП X(n) и пусть её БП xi
поступает только на вход ФЭ E СФЭ Σ, связанного с вершиной v. Тогда в случае
E = & (E = ∨) на второй вход ФЭ E поступает ФАЛ 1 (соответственно 0), а
в случае E = ¬ СФЭ Σ′, которая получается из Σ удалением E и объявлением v
входной вершиной БП xi, также является линейной СФЭ порядка n.

Доказательство. Из свойств линейной ФАЛ следует, что СФЭ Σ′ отрицание той
ФАЛ, которую реализует СФЭ Σ, и потому СФЭ Σ′ тоже является линейной СФЭ
порядка n.

Пусть теперь E — двухвходовой ФЭ, который соответствует ФАЛ ϕ(y1, y2), и
пусть на второй вход E поступает дуга из вершины w. При этом ФАЛ g, которая
реализуется в вершине w, не зависит, очевидно, от БП xi. Предположим, что g 6≡ σ,
где σ = 0 в случае ϕ = y1 · y2 и σ = 1 в случае ϕ = y1 ∨ y2, то есть g|K =
σ для некоторой ЭК K вида xα1

1 . . . x
αi−1

i−1 x
αi+1

i+1 . . . xαnn . Тогда в силу особенностей
структуры СФЭ Σ и в силу тождества ϕ(σ, xi) = σ СФЭ Σ|K реализует константу,
что противоречит линейности Σ.

Лемма доказана.

Следствие 1. Степень любого входа минимальной линейной СФЭ порядка n, n >
2, не меньше двух.

Следствие 2. Справедливы равенства

L(2) = LC(l2) = LC(l2) = 4. (2.2)
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Рис. 2.1:

Действительно, в соответствии со следствием 1 ранг любой линейной СФЭ по-
рядка 2 не меньше четырех. Поэтому в силу того, что в Σ есть хотя бы один ФЭ ¬,
справедливо неравенство L(Σ) > 4, из которого в соответствии с (2.1) вытека-
ет (2.2).

Теорема 2.1. Для любого натурального n, n > 2, выполняются равенства

L(n) = LC(ln) = LC(ln) = 4n− 4. (2.3)

Доказательство. В силу (2.1) для доказательства (2.3) достаточно убедиться в
том, что

L(n) > 4n− 4. (2.4)

Установим справедливость (2.4) индукцией по n, n = 2, 3, . . . .
При n = 2 неравенство (2.4) выполняется в силу (2.2), что составляет базис рас-

сматриваемой индукции. Для обоснования индуктивного перехода возьмем произ-
вольную минимальную линейную СФЭ Σ порядка n, n > 3, от БП X(n) и покажем,
что для некоторых i, i ∈ [1, n], и σ, σ ∈ B, выполняется неравенство

L(Σ) > L(Σ|xσi ) + 4. (2.5)

Будем считать, что на каждом шаге преобразования СФЭ Σ в СФЭ Σ′′i,σ = Σ|xσi
удаляется один ФЭ E с константой на входе. При этом вершина, с которой свя-
зан ФЭ E, обьявляется константной входной вершиной типа σ новой схемы, если
на выходе E реализуется константа σ, σ ∈ B, и удаляется вместе с E в остальных
случаях. Заметим, что для любой промежуточной схемы Σ′ указанного преобразо-
вания выполняется неравенство

L(Σ′′i,σ) 6 L(Σ′)− IC(Σ′), (2.6)

где IC(Σ′) — число дуг Σ′, исходящих из её константных входов. Будем предпола-
гать также, что в любой вершине СФЭ Σ′′i,σ реализуется неконстантная ФАЛ.
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Полустепень исхода, то есть число исходящих дуг вершины v СФЭ Σ будем
обозначать через d+(v), а число исходящих из v дуг, которые ведут в вершины,
связанные с ФЭ типа Φ, Φ ⊆ Б0, — через d+

Φ(v). Заметим, что для любой вершины v
СФЭ Σ и для любого любого i, i ∈ [1, n], выполняются неравенства

d+
¬ (v) 6 1, d+(xi) = d+

&(xi) + d+
∨ (xi) + d+

¬ (xi) > 2, (2.7)

первое из которых вытекает непосредственно из минимальности Σ, а второе — из
следствия 1 леммы 2.1. Нетрудно убедиться в том, что неравенство (2.5) выполня-
ется в следующих случаях:

1. d+(xi) > 4 — при любом σ;

2. d+
&(xi) > 2 или d+

&(xi) = d+
¬ (xi) = 1 — при σ = 0;

3. d+
∨ (xi) > 2 или d+

∨ (xi) = d+
¬ (xi) = 1 — при σ = 1.

Действительно, в каждом из этих случаев СФЭ Σ′, которая получается при перехо-
де от СФЭ Σ к СФЭ Σ′′i,σ в результате удаления d+(xi) ФЭ, связанных с входом xi,
имеет при d+(xi) < 4 не меньше, чем (4 − d+(xi)), константных входных дуг и,
следовательно, в силу (2.6) выполняется (2.5).

Таким образом, с учётом (2.7) осталось рассмотреть основной случай — случай,
когда d+

&(xi) = d+
∨ (xi) = 1 и d+

¬ (xi) = 0 для каждого i, i ∈ [1, n]. В этом случае в
СФЭ Σ найдутся два входа, связанные с одним и тем же ФЭ типа & или ∨. Пусть
для определённости, данными входами Σ будут БП x1 и x2, котороые поступают
на входы одного и того же ФЭ &, связанного с вершиной v. Пусть при этом вторая
дуга, исходящая из вершины xi, i = 1, 2, идёт в вершину wi, связанную с ФЭ ∨,
на другой вход которого поступает дуга из вершины ui. Заметим, что в силу ми-
нимальности Σ для любого i, i = 1, 2, вершина ui отлична от вершины v, так как
при v = ui в вершине wi реализуется ФАЛ xi.

Покажем, что в случае w1 6= w2 неравенство (2.5) выполняется. Действитель-
но,рассмотрим в этом случае СФЭ Σ′, которая пролучается при переходе от СФЭ Σ
к СФЭ Σ′′1,0 в результате удаления двух ФЭ, связанных с вершинами w1 и v, а так-
же одного ФЭ, связанного с какой-либо вершиной v′, в котороую идет дуга из v.
Так как u2 6= v и, следовательно, v′ 6= w2, то вход x2 схемы Σ′ поступает только
на вход ФЭ ∨, связанного с вершиной w2. Из леммы 2.1 вытекает, что при этом
в вершине u2 СФЭ Σ′ реализуется ФАЛ 0, то есть при переходе от Σ′ к Σ′′1,0 ещё
один ФЭ — ФЭ ∨, связанный с вершиной w2, — будет удалён. Неравенство (2.5) в
случае w1 6= w2 доказано.

Пусть, наконец, w1 = w2 и, следовательно, x1 = u2, x2 = u1 и пусть, для опреде-
лённости, либо d+(v) > 2, либо d+(v) = d+(w) = 1 и d+

&,∨(v) > d+
∨,¬(w). Рассмотрим

СФЭ Σ′, которая получается при переходе от СФЭ Σ к СФЭ Σ′′1,0 в результате
удаления двух ФЭ, связанных с вершинами v и w, а также всех тех ФЭ, входы
коорых присоединены к v (число таких ФЭ равно d+(v)). Заметим, что в случае
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d+(v) > 2 неравенство (2.5) вытекает из неравенства L(Σ) − L(Σ′) > 4, а в слу-
чае d+(v) = d+

&,∨(v) = 1 — из неравенства L(Σ) = L(Σ′) + 3 и неравенства (2.6),
где IC(Σ) > 1. В оставшемся случае d+(v) = d+

∨ (v) = d+(w) = d+
&(w) = 1 из вер-

шины v (w) исходит единственная дуга, ведущая в вершину v′ (соответственно w′),
связанную с ФЭ ∨ (соответственно &). В этом случае СФЭ Σ′ имеет в вершине w2

вход x2 степени 1, поступающий на вход ФЭ &, и, следовательно, в силу леммы 2.1
удовлетворяет неравенству L(Σ′) − L(Σ′′1,0) > 1, из которого, с учётом равенства
L(Σ)− L(Σ′) = 3, вытекает (2.5).

Теорема доказана.

§3 Незабиваемые множества переменных. Асимптотика сложно-
сти мультиплексора в некоторых классах схем

Будем говорить, что подмножество U множества X, состоящего из всех БП ФАЛ f ,
забивает БП x, x ∈ X \ U , этой ФАЛ, если существует ЭК K от БП U такая, что
ФАЛ f |K не зависит существенно от x. При этом будем считать, по определению,
что пустое множество U = ∅ забивает любую несущественную БП ФАЛ f и не
забивает её существенные БП. Непустое подмножество Y множества БП ФАЛ f
называется незабиваемым множеством переменных этой ФАЛ, если для любой
БП y, y ∈ Y , множество Y \{y} не забивает y. Заметим, что если Y — незабиваемое
множество БП ФАЛ f , то:

1. любая БП из Y является существенной БП ФАЛ f ;

2. для любой ЭК K от БП Y множество её несущественных БП является неза-
биваемым множеством БП ФАЛ f |K . Заметим также, что примером незаби-
ваемого множества БП является множество всех существенных (информаци-
онных) БП линейной (соответственно мультиплексорной) ФАЛ.

Теорема 3.1. Если ФАЛ f имеет незабиваемое множество, состоящее из n её
БП, то

LC(f) > 2n− 2, LК(f) > 2n− 1 (3.1)

Доказательство. Первое из равенств (3.1) докажем индукцией по n, n = 1, 2, . . . .
При n = 1 это неравенство, очевидно, выполняется. Пусть оно верно для любой
ФАЛ f ′, которая имеет незабиваемое множество, состоящее из n′, n′ 6 (n − 1), её
БП, и пусть Y = {y1, . . . , yn} — незабиваемое множество БП ФАЛ f , где n > 2.

Возьмём миниимальную приведённую СФЭ Σ в базисе Б0, которая реализует
ФАЛ f со сложностью LC(f). В силу существенной зависимости ФАЛ f от БП y1

в СФЭ имеется цепь из последовательно соединённых вершин v1, . . . , vt, где v1 —
вход y1 СФЭ Σ, а vt — выход Σ. При этом в вершине v1 реализуется ФАЛ y1 и, так
как f 6= y1, то, следовательно, t > 2. Для σ1 ∈ B и σ1 = 0 тогда и только тогда,
когда вершина v2 связана с ФЭ &, рассмотрим СФЭ Σ′ = Σ|yσ11

и реализуемую
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ею ФАЛ f ′ = f |yσ11
, которая имеет незабиваемое множество БП Y ′ = Y \ {y1} и

поэтому отлична от констант.
Заметим, что в вершинах v1 и v2 СФЭ Σ при y1 = σ1 реализуются константы σ1

и σ2 соответственно, а так как f ′ 6= σ2, то значит t > 3. При этом константа σ2

из вершины v2 поступает на вход ФЭ вершины v3 и, следовательно, при переходе
от СФЭ Σ к СФЭ Σ′ элементы, связанные с вершинами v2 и v3 будут устранены
(«забиты»). Таким образом, выполняются неравенства

LC(f) = L(Σ) > L(Σ′) + 2 > LC(f ′) + 2,

которые устанавливают справедливость рассматриваемого индуктивного перехода
и доказывают первое из равенств (3.1).

Докажем теперь второе из равенств (3.1). Пусть, по-прежнему, Y =
{y1, . . . , yn} — незабиваемое множество БП ФАЛ f и пусть Σ — минимальная
приведённая (1, 1)–КС, реализующая ФАЛ f со сложностью L(Σ) = LК(f). Ес-
ли каждая из БП yi, i ∈ [1, n], имеет в КС Σ не менее двух контактов, то второе
неравенство (3.1), очевидно, выполняется. Таким образом, достаточно рассмотреть
случай, когда множество Y ′, состоящее из тех БП yi, i ∈ [1, n], которым в Σ соответ-
ствует ровно один контакт, не пусто. Пусть, для определённости, Y ′ = {y1, . . . , ym},
1 6 m 6 n, и пусть каждая из БП yi, i ∈ [1,m], имеет в Σ только один замыкающий
контакт (это предположение не ограничивает, очевидно, общности рассуждений).

Рассмотрим КС Σ′ = Σ|ym+1·...·yn , которая реализует ФАЛ f ′ = f |ym+1·...·yn с
незабиваемым множеством БП Y ′ и для которой в силу выбора Y ′ выполняется
неравенство

L(Σ′) 6 L(Σ)− 2(n−m). (3.2)

Схема Σ′ по построению является связным графом и для каждого i, i ∈ [1,m],
содержит ровно один (замыкающий) контакт БП yi. Пусть, далее, КС Σ′′ является
остовной подсхемой КС Σ′, содержащей все контакты БП Y ′ и только их, а остовная
подсхема Σ

′′ схемы Σ′ служит дополнением Σ′′, то есть Σ
′′

= Σ′ \ Σ′′.
Покажем, что в КС Σ′′ нет циклов, то есть Σ′′ представляет собой систему де-

ревьев, и что |c(Σ′′)| 6 2. Действительно, если бы в КС Σ′′ контакт БП y′, y′ ∈ Y ′,
принадлежал циклу, то множество БП Y ′ \ {y′} при подстановке константы 1 за-
бивало бы БП y′ в КС Σ′, что противоречит незабиваемости множества БП Y ′

ФАЛ f ′. Аналогичное противоречие в случае |c(Σ′′)| > 3 связано с тем, что при
этом в Σ′ найдётся контакт БП y′, y′ ∈ Y ′, соединяющий между собой две различ-
ные компоненты Σ

′′, одна из которых не содержит полюсов Σ, и, следовательно,
множество БП Y ′ \ {y′} вновь забивает БП y′ при подстановке константы 0.

Учитывая установлённые свойства схем Σ′′ и Σ
′′, а также соотношения (1.2)

и (1.3) из [3, глава 2], получим:

L(Σ
′′
) + 2 > |V (Σ

′′
)| = |V (Σ′)| = |V (Σ′′)| > m+ 1.
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Следовательно, выполняется неравенство

L(Σ′) = L(Σ
′′
) +m > 2m− 1,

из которого, в силу (3.2) вытекает второе неравенство (3.1).
Теорема доказана.

Следствие.
LC(µn) > 2n+1 − 2, LК(µn) > 2n+1 − 1.

Установим теперь верхние оценки сложности реализации мультиплексорной
ФАЛ µn в классах схем UC, UФ, UК, U

−→
К .

Теорема 3.2. Для n = 1, 2, . . . справедливы неравенства:

LC(µn) 6 LФ(µn) 6 2n+1 +O
(
2
n
2
)
, (3.3)

LК(µn) 6 2n+1 +O
(
2n/
√
n
)
, (3.4)

L
−→
К (µn) 6 2n +O

(
2
n
2
)
. (3.5)

Доказательство. Построим в классе UC схемный мультиплексор Σn порядка n,
сложность которого даёт оценку (3.3) для LC(µn), следующим образом:

1. разобьём набор БП X(n) на группы x′ = (x1, . . . , xq), x′′ = (xq+1, . . . , xn),
где q = dn/2e, а набор БП y = (y0, . . . , y2n−1) — на 2q последовательных
наборов y(0), . . . , y(2q−1) длины 2n−q каждый;

2. возьмём дешифраторы Σ′ и Σ′′ от БП x′ и x′′ порядка q и n− q, построенные
по лемме ? главы ?;

3. построим схему Σ̂′′, которая содержит дешифратор Σ′′ в качестве подсхе-
мы и для каждого σ′′, σ′′ ∈ Bn−q, на выходе zj , где j = ν(σ′′), реализует
ФАЛ µn−q(x

′′, z(j)) по её сокращённой ДНФ, используя для этого 2n−q ФЭ &
и (2n−q − 1) ФЭ ∨;

4. искомая схема Σn содержит СФЭ Σ′ и Σ̂′′ в качестве подсхем и реализует
ФАЛ µn(x′, x′′, y) = µq(x

′, z0, . . . , z2q−1) на основе сокращённой ДНФ µq, ис-
пользуя для этого 2q ФЭ & и (2q − 1) ФЭ ∨.

Оценка (3.4) достигается на контактном мультиплексоре Σ̂n порядка n, который
получается в результате стыковки асимптотически наилучшего контактного де-
шифратора Σ

(&)
n порядка n (см. лемму 7.2 из [3, глава 4]) с (2n, 1)–контактной

звездой из 2n контактов БП y0, . . . , y2n−1 (см. рис. 5.7 в [3, глава 2]).
Аналогичным образом можно построить π–схему Σ̃n, которая реализует

ФАЛ µn со сложностью L(Σ̃n) ∼ 2n+1 и содержит o(2n) размыкающих контак-
тов. Для этого достаточно (см. доказательство леммы 7.2 из [3, глава 4]) каждую
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из характеристических ФАЛ χ1, . . . , χ2p реализовать соответствующей канониче-
ской π–схемой. Кроме того, для построения m–регулярного разбиения единичного
куба от БП x′ = (x1, . . . , xq), на компонентах которого ЭК от БП x′ моделируются,
как правило, с помощью БП, а не их отрицаниями, достаточно использовать тех-
нику [?]. Искомая формула, удовлетворяющая (3.3), получается моделированием
π–схемы Σ̃n.

Контактный мультиплексор Σ̌ порядка n из ориентированных контактов, слож-
ность которого даёт оценку (3.5) имеет вид Σ̌ = Σ′′(Σ′), где для q = dn/2e Σ′ и Σ′′ —
(1, 2q)– и (2n−q, 1)–контактные деревья от БП x′ = (x1, . . . , xq) и x′′ = (xq+1, . . . , xn)
соответственно, построенные из контактов, ориентированных от входов к выхо-
дам. При этом каждый выход zν(σ′), где σ′ = (σ1, . . . , σq) ∈ Bq КС Σ′, на кото-
ром реализуется ЭК K ′ = xσ11 . . . x

σq
q , соединяется с каждым входом uν(σ′′), где

σ′′ = (σq+1, . . . , σn) ∈ Bn−q, КС Σ′′, для которого функция проводимости от uν(σ′′)

к выходу Σ′′ равна K ′′ = x
σq+1

q+1 . . . xσnn , контактом БП yν(σ′,σ′′), ориентированным по
направлению от zν(σ′) к uν(σ′′).

Теорема доказана.

§4 Сферические функции. Сложность линейной и других функ-
ций в классе контактных схем и самокорректирующихся кон-
тактных схем

Функцию f из P2(n) будем называть α–сферической, где α ∈ Bn, если для любых
наборов β и γ из Bn, отличающихся от α ровно в одном и ровно в двух разря-
дах соответственно, f(β) = 0 и f(γ) = 1. При этом 0̃–сферическую ФАЛ, будем
называть просто сферической. Пусть sin, где 0 6 i 6 n, — элементарная симмет-
рическая ФАЛ с рабочим числом i, то есть ФАЛ от БП x1, . . . , xn, обращающаяся
в 1 на всех тех наборах, которые содержат ровно i единиц. Заметим, что ФАЛ s2

3

является сферической, а ФАЛ s1
3 — 1̃–сферической и что ФАЛ ln (ln) является

α–сферической для всех наборов α из множества Bn
чёт. (Bn

неч.), содержащего все
наборы Bn с чётным (соответственно нечётным) числом единиц.

Наряду с КС из «обычных» (абсолютно надёжных) контактов будем рассматри-
вать КС из ненадёжных контактов, которые могут выходить из строя в результате
обрыва, когда ФАЛ проводимости контакта становится равной 0 или замыкания,
когда эта ФАЛ становится равной 1. Будем говорить, что КС Σ корректирует p,
p > 0, обрывов и q, q > 0, замыканий, если она эквивалентна любой КС, получа-
ющейся из Σ в результате обрыва не более чем p, и замыкания не более чем q
контактов.

Лемма 4.1. Если КС Σ реализует сферическую ФАЛ f из P2(n), то в Σ встре-
чаются замыкающие контакты всех БП x1, . . . , xn, причём контакты всех этих
типов, за исключением, быть может, двух, встречаются в ней не менее двух
раз.
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Доказательство. Из сферичности ФАЛ f следует, что она существенно зависит от
всех своих БП и не является антимонотонной ни по одной из них. Следовательно,
в Σ имеются замыкающие контакты всех БП x1, . . . , xn. Обозначим через a1 и a2

полюса КС Σ, а через E1 (E2) — множество тех её контактов, каждый из которых
является первым (соответственно последним) замыкающим контактом для какой-
либо проводящей цепи КС Σ идущей от a1 к a2.

Докажем, сначала, что E1∩E2 = ∅. Действительно, пусть E1∩E2 6= ∅ и поэтому
в КС Σ имеется контакт K вида xi, 1 6 i 6 n, который является первым (послед-
ним) замыкающим контактом проводящей цепи C1 (соответственно C2), идущей
от a1 к a2. Для j = 1, 2 обозначим через C ′j и C ′′j начальную (до контакта K) и
заключительную (после контакта K) подцепи цепи Cj . Пусть, далее, цепь C со-
стоит из начальной подцепи C ′1, контакта K и заключительной подцепи C ′′2 , если
цепи C1 и C2 проходят контакт K в одном направлении и состоит из начальной
подцепи C ′1, которая сразу переходит в заключительную подцепь C ′′2 в противном
случае. Заметим, что подцепи C ′1 и C ′′2 по построению состоят только из размы-
кающих контактов, среди которых нет контактов вида xi и поэтому цепь C будет
проводить на наборе

β = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i

, 1, 0, . . . , 0),

что противоречит сферичности ФАЛ f .
Докажем теперь, что каждое из множеств Es, s = 1, 2, содержит замыкающие

контакты всех БП x1, . . . , xn за исключением, быть может, одной. Действительно,
из сферичности ФАЛ f следует, что для любых i и j, 1 6 i < j 6 n, в КС Σ имеется
цепь C, идущая из a1 в a2, которая проводит на наборе

γ = (0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
i

, 0, . . . 0, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−j+1

)

и состоит из замыкающих контактов БП xi, xj , а также размыкающих контактов
остальных БП. Заметим, что в C не могут отсутствовать замыкающие контакты
ни одной из БП xi, xj , так как иначе ФАЛ f обращалась бы в 1 на некотором
наборе β, содержащем ровно одну 1. Следовательно, первый из контактов вида xi,
xj на цепи C войдёт в E1, а последний — в E2 и поэтому как в E1, так и в E2

контакты вида xi, xj не могут отсутвствовать одновременно. Таким образом, во
множестве E1 ∪ E2 не могут отсутствовать замыкающие контакты трёх и более
БП.

Лемма доказана.

Следствие 1. Если КС Σ реализует α–сферическую ФАЛ f из P2(n), где α =
(α1, . . . , αn), то контакты всех типов xα1

1 , . . . , xαnn встречаются в Σ по крайней
мере t = 1 раз, причём контакты всех этих типов за исключением, быть может,
двух встречаются в Σ не менее r = 2 раз.
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Следствие 2. Если КС Σ корректирует p, p > 0 обрывов, то в условиях след-
ствия 1 имеем t > p+ 1 и r > 2 d(p+ 1)/2e, то есть

L(Σ) > 2(p+ 1) + 2

⌈
p+ 1

2

⌉
(n− 2).

Теорема 4.1. При любом натуральном n имеют место равенства

LК(s1
n) = LК(sn−1

n ) = 3n− 2,

а если n > 2, то
LК(ln) = LК(ln) = 4n− 4. (4.1)

Доказательство. Все необходимые верхние оценки могут быть получены с помо-
щью метода каскадов (см., например, § 3 из [3, гл. 4]).

Пусть КС Σ реализует ФАЛ f = sn−1
n . Из того, что ФАЛ sn−1

n не является
ни монотонной ни антимонотонной ни по одной из своих БП, следует что в КС Σ
встречаются константы всех типов x1, . . . , xn, x1, . . . , xn. Заметим, что при этом
контакты всех типов x1, . . . , xn за исключением, быть может, двух встречаются
в Σ не менее двух раз. Действительно, пусть, например, контакты типов x1, x2,
x3 встречаются в Σ только по одному разу. Тогда, подставив константу 1 вместо
всех БП x4, . . . , xn, мы получим КС Σ′, которая реализует сферическую ФАЛ s2

3 и
содержит только по одному замыкающему контакту своих БП, что противоречит
лемме 4.1. Следовательно,

L(Σ) > 3n− 2.

Случай, когда КС Σ реализует ФАЛ f = s1
n, сводится к рассмотренному случаю

инвертированием БП.
Пусть теперь n > 2 и КС Σ реализует ФАЛ f = ln. Из того, что ФАЛ f явля-

ется α–сферической при любом α из Bn
неч., в силу (1.1) и следствия 1 из леммы 4.1

вытекает неравенство:
2n−2L(Σ) > 2n−1(2n− 2),

из которого следует, что
L(Σ) > 4n− 4.

Случай, когда f = ln, рассматривается аналогично.
Теорема доказана.

Для ФАЛ f и p > 0, q > 0 определим «самокорректирующуюся» сложность
LК

(p,q)(f) как минимальную из сложностей тех КС, реализующих ФАЛ f , которые
корректируют p обрывов и q замыканий.

Теорема 4.2. При любоых натуральных p и n, n > 2, имеют место равенства

LК
(p,0)(ln) = 4(p+ 1) + 4

⌈
p+ 1

2

⌉
(n− 2), (4.2)
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LК
(1,1)(ln) = 8n. (4.3)

Доказательство. Нижняя оценка в (4.2) доказывается аналогично нижней оцен-
ке (4.1) с использованием следствия 2 леммы 4.1. Верхнюю оценку (4.2) в случае
p = 1 даёт схема из [?, гл. 3, § 1], которая получается из КС, построенной для ли-
нейной ФАЛ по методу каскадов, добавлением 4 контактов. В общем случае p > 1
искомая КС представляет собой результат параллельного соединения dbp+ 1c 2e
указанных выше самокорректирующихся КС и ((p+ 1)− 2 b(p+ 1)/2c) КС, постро-
енных по методу каскадов.

Верхнюю оценку в (4.3) даёт КС, которая получается в результате последова-
тельного соединения двух упомянутых выше КС для линейной ФАЛ, корректиру-
ющих 1 обрыв. Для доказательства нижней оценки заметим, что в силу теоремы о
максимальном потоке и минимальном разрезе в КС Σ, которая реализует ФАЛ f
и корректирует p обрывов, для любого набора α, α ∈ Nf , сущестует не менее,
чем (p + 1) не пересекающихся по контактами проводящих на наборе α цепей, со-
единяющих полюса Σ. Если при этом f = lσn и КС Σ корректирует q замыканий, то
каждая из указанных цепей иемет длину не меньше чем (q+ 1)n, и следовательно,

|E(Σ|α)| > (p+ 1)(q + 1)n (4.4)

для любого набора α, α ∈ Nf . Из (4.4) в силу (1.1) при δ = Nf вытекает, что

LК
(p,q)(l

σ
n) > (p+ 1)(q + 1)n.

Теорема доказана.

§5 Теорема Храпченко. Сложность линейной функции в классе
π–схем

Под контактной схемой (КС) в данном параграфе будем понимать (1, 1)–КС из
неориентированных контактов. Для множества C, состоящего из t контактов вида
xσ1j1 , . . . , x

σt
jt
, положим

K(C) = xσ1j1 · . . . · x
σt
jt
, J(C) = xσ1j1 ∨ . . . ∨ x

σt
jt
.

Для КС Σ, реализующей ФАЛ f из P2(n), через C(Σ) будем обозначать мно-
жество проводящих простых цепей Σ, соединяющих её полюса, а через S(Σ) —
множество отделимых тупиковых сечений Σ, разделяющих её полюса (см. [3,
§5 гл. 2]). При этом каждому набору α = (α1, . . . , αn) из Nf соответствует цепь C,
C ∈ C(Σ), состоящая из проводящих на наборе α контактов вида xα1

1 , . . . , xαnn , а
набору β = (β1, . . . , βn) из Nf = Bn \Nf — сечение S, S ∈ S(Σ), состоящее из разо-

мкнутых на наборе β контактов вида xβ1
1 , . . . , x

βn
n . Заметим, что множество S ∩ C,

то есть множество общих для S и C контактов не пусто и состоит из контактов
вида xαii , где αi = βi.
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Результат последовательного (параллельного) соединения КС Σ1 и Σ2 будем
обозначать через Σ1 ·Σ2 (соответственно Σ1 ‖ Σ2). Назовём простейшей π–схемой
любую КС, состоящую из одного контакта, а затем индукцией по сложности опре-
делим π–схему Σ как КС вида Σ1 · Σ2 или Σ1 ‖ Σ2, где Σ1, Σ2 — π–схемы.

Лемма 5.1. Для π–схемы Σ любая цепь C, C ∈ C(Σ), и любое сечение S, S ∈ S(Σ)
имеют ровно один общий контакт.

Доказательство. Проведём индукцию по стороению π–схемы Σ. В случае, ко-
гда Σ — простейшая π–схема, состоящая из одного контакта, утверждение леммы,
очевидно, выполняется. Докажем справедливость индуктивного перехода.

Отметим, сначала, что для произвольных КС Σ1 и Σ2 выполняются равенства:

C(Σ1 · Σ2) = {C | C = C1 · C2, где K(C) 6= 0 и Ci ∈ C(Σi), i = 1, 2 },
S(Σ1 · Σ2) = S(Σ1) ∪ S(Σ2),

C(Σ1 ‖ Σ2) = C(Σ1) ∪ C(Σ2) (5.1)
S(Σ1 ‖ Σ2) = {S | S = S1 ∪ S2, где J(S) 6= 1 и Si ∈ S(Σi), i = 1, 2 }. (5.2)

Действительно, любая цепь C из C(Σ1 · Σ2) имеет вид C = C1 · C2, где Ci ∈ C(Σi),
i = 1, 2, и K(C1) · K(C2) 6= 0, а любое сечение S из S(Σ1 · Σ2) совпадает либо с
некоторым сечением S1 из S(Σ1), либо с некоторым сечением S2 из S(Σ2).

Заметим, что при этом
C ∩ S = Ci ∩ Si,

где S = Si, и, следовательно, если КС Σ1, Σ2 являются π–схемами, удовлетворя-
ющими условиям леммы, то π–схема Σ1 ·Σ2 тоже будет им удовлетворять. Анало-
гичным образом доказываются равенства (5.1), (5.2), и устанавливается справед-
ливость индуктивного перехода в случае π–схемы вида Σ1 ‖ Σ2.

Лемма доказана.

Для пересекающихся подмножеств N′ и N′′ множества Bn обозначим че-
рез R(N′,N′′) множество всех пар (α, β), состоящих из соседних по какой-либо
БП x1, . . . , xn наборов α и β куба Bn таких, что α ∈ N′ и β ∈ N′′. Пусть, как
обычно, Uπ — класс π–схем и, в соответствии с общими правилами §1, Lπ(f) —
сложность реализации ФАЛ f в классе Uπ.

Теорема 5.1. Для любой ФАЛ f из P2(n) и любых множеств N′,N′′ таких,
что N′ ⊆ Nf и N′′ ⊆ Nf , справедливо неравенство:

Lπ(f) >
|R(N′,N′′)|2

|N′| · |N′′|
(5.3)

Доказательство. Пусть π–схема Σ сложности L реализует ФАЛ f и состоит из
контактов K1, . . . ,KL, где Ki — контакт вида xσiji , i = 1, . . . , L. Каждому набо-
ру α = (α1, . . . , αn), α ∈ Nf , сопоставим цепь Cα из множества C(Σ), состоящую из
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контактов вида xα1
1 , . . . , xαnn , а каждому набору β = (β1, . . . , βn), β ∈ Nf , — сече-

ние Sβ из множества S(Σ), состоящее из контактов вида xβ11 , . . . , x
βn
n . При этом в

соответствии с леммой 5.1 множество Cα∩Sβ состоит из одного контакта вида xαss ,
где αs 6= βs. Рассмотрим следующие множества:

Π = N′ ×N′′, R = R(N′,N′′),

N′i = {α ∈ N′ | Sα 3 Ki },
N′′i = {β ∈ N′′ | Sβ 3 Ki },

Πi = N′i ×N′′i , Ri = R ∩Πi,

где i = 1, . . . , L. Заметим, что при i 6= j множества Πi и Πj (Ri и Rj) не пересека-
ются, а объединение всех таких множеств равно множеству Π (соответственно R).
Действительно, любая пара (α, β) из Π принадлежит тому и только тому из мно-
жеств N′i ×N′′i , 1 6 i 6 L, для которого контакт Ki является единственным общим
контактом цепи Cα и сечения Sβ . При этом пара (α, β) принадлежит соответствую-
щему множеству Ri тогда и только тогда, когда наборы α и β являются соседними.

Докажем теперь, что

|Ri| 6 |N′i| и |Ri| 6 |N′′i | (5.4)

для всех i, i = 1, . . . , L. Для этого достаточно доказать, что для любых двух раз-
личных пар (α, β) и (γ, δ) из Ri выполнены соотношения: α 6= γ и β 6= δ. Дей-
ствительно, наборы α и β, а также наборы γ и δ являются соседними по БП xji и
поэтому в случае α = γ или β = δ было бы выполнено равенство (α, β) = (γ, δ),
которое противоречит выборц данных пар.

Из определения и свойств введённых выше множеств, а также неравенств (5.4)
и неравенства Коши-Буняковского

m∑
i=1

ai
2 >

1

m

( m∑
i=1

|ai|
)2

следует, что

|N′| · |N′′| = |Π| =
L∑
i=1

|Πi| =
L∑
i=1

|N′i| · |N′′i | >
L∑
i=1

|Ri|2 >
1

L

( L∑
i=1

|Ri|
)

>
1

L
|R|2.

Таким образом,

L >
|R|2

|N′| · |N′′|
.

Теорема доказана.

Теорема 5.2. При n > 1 для линейной ФАЛ lσn, σ ∈ {0, 1}, выполнены неравенства

n2 6 Lπ(lσn) 6 4n2
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Доказательство. Требуемая нижняя оценка вытекает из (5.3) при f = lσn и N′ =
Nf , N′′ = Nf так как в данном случае

|N′| = |N′′| = 2n−1, |R(N′,N′′)| = n · 2n−1

и поэтому Lπ(f) > n2.
При получении верхней оценки рассмотрим случай n = 2k, k = 1, 2, . . . . Для

n = 2 искомые π–схемы Σ′2 и Σ′′2 реализующие со сложностью 4 ФАЛ l2 и l2 со-
ответственно, строятся на основе совершенных ДНФ. Пусть для n = 2k искомые
π–схемы Σ′n и Σ′′n, реализующие со солжностью n2 ФАЛ ln и ln уже построены. То-
гда π–схемы Σ′2n и Σ′′2n, реализующие со сложностью 4n2 ФАЛ l2n и l2n могут быть
построены на основе разложений:

l2n(x, y) = ln(x) · ln(y) ∨ ln(x) · ln(y) и l2n(x, y) = ln(x) · ln(y) ∨ ln(x) · ln(y),

где x = (x1, . . . , xn) и y = (xn+1, . . . , x2n). Таким образом,

Lπ(lσn) 6 n2,

если n = 2k, k = 1, 2, . . . . В общем случае, когда 2k−1 < n 6 2k, для построения
π–схем Σ′n и Σ′′n, реализующих со сложностью не более, чем 4n2, ФАЛ ln и ln
соответственно, достаточно взять построенные выше π–схемы Σ′

2k
и Σ′′

2k
, а затем

подставить константу 0 вместо всех БП xn+1, . . . , x2k .
Теорема доказана.

Напомним (см. [?, § 3, 4]), что любой π–схеме Σ можно сопоставить эквивалент-
ную формулу F с поднятыми отрицаниями из класса UФ, для которой R(F) = L(Σ),
и что при поднятии отрицаний ранг формулы не изменится. Следовательно,

RФ(lσn) > n2

и, в соответствии со следствием 3 из леммы 1.1 работы [?],

T (lσn) = D(lσn) > ]2 log n[

С другой стороны, формулы F′n и F′′n с поднятыми отрицаниями, которые со-
ответствуют π–схемам Σ′n и Σ′′n, построенными при доказательстве теоремы 5.2,
имеют глубину не более, чем (2 log n+ 3), и потому

T (lσn) 6 2 log n+ 3.
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