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Ëåêöèÿ 1.

1. Ôîðìàëüíûå ÿçûêè. Îïåðàöèè íàä
ÿçûêàìè.

2. Ðàçíîîáðàçèå ìîäåëåé âû÷èñëåíèé.

3. Êîíå÷íûå àâòîìàòû. Àâòîìàòíûå
ÿçûêè.

4. Óïðîùåíèå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.

5. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå
àâòîìàòû.

6. Ìèíèìèçàöèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ
êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.



ÐÀÇÍÎÎÁÐÀÇÈÅ ÌÎÄÅËÅÉ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ
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ÐÀÇÍÎÎÁÐÀÇÈÅ ÌÎÄÅËÅÉ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ
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ïîèñê è ðàñïîçíàâàíèå
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ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ÿçûêîâ



ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ßÇÛÊÈ

Êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî Σ = {a1, . . . , am}
áóäåì íàçûâàòü àëôàâèòîì . Åãî ýëåìåíòû
íàçûâàþòñÿ áóêâàìè .
Ñëîâîì w â àëôàâèòå Σ íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ
êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ. Äëèíà ñëîâà
w îáçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ |w | .
Ñëîâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîé áóêâû, íàçûâàåòñÿ
ïóñòûì ñëîâîì è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ε .
Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ àëôàâèòà Σ îáîçíà÷èì
çàïèñüþ Σ∗ . Ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ
àëôàâèòà Σ îáîçíà÷èì çàïèñüþ Σ+ .
Âñÿêîå ìíîæåñòâî ñëîâ L, L ⊆ Σ∗ , áóäåì
íàçûâàòü ôîðìàëüíûì ÿçûêîì â àëôàâèòå Σ .



ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ßÇÛÊÈ

Êîíêàòåíàöèåé (ñöåïëåíèåì) ñëîâ u è v
íàçûâàåòñÿ ñëîâî uv , ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå
ïðèïèñûâàíèÿ ñëîâà v â êîíåö ñëîâà u .

Ñëîâî x íàçûâàåòñÿ
I ïðåôèêñîì ñëîâà w , åñëè w = xy ;
I ñóôôèêñîì ñëîâà w , åñëè w = yx ;
I ïîäñëîâîì ñëîâà w , åñëè w = yxz ,

ãäå y è z � íåêîòîðûå ñëîâà.
Çàïèñü xn , ãäå x � ñëîâî, à n � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, áóäåò îáîçíà÷àòü ñëîâî xx · · · x︸ ︷︷ ︸

n ðàç
.

Â ÷àñòíîñòè, x0 = ε .



ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ßÇÛÊÈ

Ïðèìåðû.

Σ = {a, b, c} � àëôàâèò.

aabbcccbbaa � ñëîâî w â àëôàâèòå Σ∗ .

w � êîíêàòåíàöèÿ ñëîâ aab è bcccbbaa .

aab � ïðåôèêñ, bbaa � ñóôôèêñ, bccc �
ïîäñëîâî ñëîâà w .

(aabc)3 = aabcaabcaabc



ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ßÇÛÊÈ

Ê ôîðìàëüíûì ÿçûêàì L1 è L2 ïðèìåíèìû
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè L1 ∩ L2 ,
L1 ∪ L2 , L1 \ L2 , à òàêæå îïåðàöèÿ êîíêàòåíàöèè

L1L2 = {uv : u ∈ L1, v∈L2},
è îïåðàöèè èòåðàöèè

Ln
1 = {w n : w ∈ L1}, ãäå n ≥ 0;

L∗1 =
∞⋃
n=0

Ln
1.

Òàêæå ìîæíî ââåñòè îäíîìåñòíûå îïåðàöèè
I Pref (L) = {u : w = uv , w ∈ L} ;
I Suff (L) = {v : w = uv , w ∈ L} ;
I Sub(L) = {x : w = uxv , w ∈ L} .



ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ßÇÛÊÈ

ÎÒÊÓÄÀ ÁÅÐÓÒÑß ßÇÛÊÈ?

È ×ÒÎ ÍÓÆÍÎ ÓÌÅÒÜ ÓÇÍÀÂÀÒÜ Î
ßÇÛÊÀÕ?



ÎÒÊÓÄÀ ÁÅÐÓÒÑß ßÇÛÊÈ?
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ÀÂÒÎÌÀÒ-ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÒÅËÜ

ßÇÛÊÀ L

L = {w : M(w) = äà}



ÎÒÊÓÄÀ ÁÅÐÓÒÑß ßÇÛÊÈ?
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ÀÂÒÎÌÀÒ-ÃÅÍÅÐÀÒÎÐ

ßÇÛÊÀ L

L = {w : w = output(M)}



ÎÒÊÓÄÀ ÁÅÐÓÒÑß ßÇÛÊÈ?

M-ñëîâî w ∈ Σ∗ -ñëîâî u ∈ B∗

ÀÂÒÎÌÀÒ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÜ

L = {u : u = M(w), w ∈ Σ∗}



ÎÒÊÓÄÀ ÁÅÐÓÒÑß ßÇÛÊÈ?

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè âû÷èñëåíèé,
êîòîðûå ñïîñîáíû ëèáî ïîðîæäàòü ôîðìàëüíûå
ÿçûêè, ëèáî ðàñïîçíàâàòü ïðèíàäëåæíîñòü ñëîâ
ôîðìàëüíûì ÿçûêàì.

Åñëè M � ìîäåëü âû÷èñëåíèé, òî çàïèñü L(M)
îáîçíà÷àåò ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñëîâ w ,
êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ ìîäåëüþ M èëè
ïðèçíàþòñÿ ìîäåëüþ M äîïóñòèìûìè.



×ÒÎ ÍÓÆÍÎ ÓÇÍÀÂÀÒÜ Î ßÇÛÊÀÕ

Îñíîâíûå çàäà÷è àíàëèçà è ñèíòåçà ìîäåëåé âû÷èñëåíèé

òàêîâû

I äëÿ çàäàííîãî ÿçûêà L ïîñòðîèòü òàêóþ ìîäåëü

âû÷èñëåíèé M , äëÿ êîòîðîé âåðíî L = L(M)
(ïðîáëåìà ñèíòåçà );

I äëÿ çàäàííîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé M ïðîâåðèòü L(M) = ∅
(ïðîáëåìà ïóñòîòû );

I äëÿ çàäàííîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé M ïðîâåðèòü L(M) = Σ∗

(ïðîáëåìà òîòàëüíîñòè );

I äëÿ çàäàííîé ïàðû ìîäåëåé âû÷èñëåíèé M1, M2

ïðîâåðèòü L(M1) = L(M2) (ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè );

I äëÿ çàäàííîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé M è ñëîâà w ïðîâåðèòü

w ∈ L(M) (ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè ).



ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Êîíå÷íûé àâòîìàò � ýòî âû÷èñëèòåëüíîå
óñòðîéñòâî ñ êîíå÷íîé ïàìÿòüþ.

Ôîðìàëüíî, êîíå÷íûé àâòîìàò � ýòî ñèñòåìà
A = (Σ, S , I ,F ,T ) , ãäå

I Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò;
I S � êîíå÷íûé ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ;
I I � ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé , I ⊆ S ;
I F � ìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé , F ⊆ S

I T � îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ ,
T ⊆ S × (Σ ∪ {ε})× S ;



ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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Êîíå÷íûé àâòîìàò A :
Σ = {a, b}
S = {s1, s2, . . . , s6}
I = {s1, s2}
F = {s5, s6}



ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Äëÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà A = (Σ, S , I ,F ,T )
óñëîâèìñÿ òðîéêè (s ′, x , s ′′) èç îòíîøåíèÿ
ïåðåõîäîâ T íàçûâàòü ïåðåõîäàìè è èçîáðàæàòü
èõ çàïèñÿìè âèäà s ′

x−→ s ′′ .

Âû÷èñëåíèåì (ïðîãîíîì, òðàññîé) àâòîìàòà A èç
ñîñòîÿíèÿ s0 â ñîñòîÿíèå sn íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ
êîíå÷íàÿ (â ò.÷. ïóñòàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïåðåõîäîâ

run = s0
x1−→ s1

x2−→ · · · xn−→ sn .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âû÷èñëåíèå run
ïðî÷èòûâàåò ñëîâî w = x1x2 . . . xn , è óñëîâèìñÿ
îáîçíà÷àòü ýòî âû÷èñëåíèå çàïèñüþ s0

w−→∗ sn .



ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Âû÷èñëåíèå run = s0
w−→∗ sn êîíå÷íîãî àâòîìàòà

A = (Σ, S , I ,F ,T ) áóäåì íàçûâàòü
I íà÷àëüíûì , åñëè s0 ∈ I ,
I ôèíàëüíûì , åñëè sn ∈ F ,
I óñïåøíûì (èëè äîïóñêàþùèì), åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ è íà÷àëüíûì, è ôèíàëüíûì.

ßçûê àâòîìàòà A � ýòî ìíîæåñòâî ñëîâ

L(A) = {w : s0
w−→∗ sn � óñïåøíîå âû÷èñëåíèåA}



ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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run = s1
a−→ s3

b−→ s5
b−→ s4

ε−→ s3
a−→ s5

run = s1
abba−→∗ s5



ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ôîðìàëüíûé ÿçûê L íàçûâàåòñÿ àâòîìàòíûì ,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé êîíå÷íûé àâòîìàò A , äëÿ
êîòîðîãî âåðíî ðàâåíñòâî L = L(A) .

Äëÿ àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ íåêîòîðûå çàäà÷è
àíàëèçà è ñèíòåçà èìåþò ýôôåêòèâíûå ðåøåíèÿ.



ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Òåîðåìà 1.1. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé
äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà
A = (Σ, S , I ,F ,T ) è ñëîâà w ïðîâåðÿåò
ïðèíàäëåæíîñòü w ∈ L(A) çà âðåìÿ O(|S | · |w |) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïðîâåðêè
äîñòèæèìîñòè âåðøèí â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå.
Òåîðåìà 1.2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé
äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà
A = (Σ, S , I ,F ,T ) ïðîâåðÿåò, âåðíî ëè, ÷òî
L(A) = ∅ , çà âðåìÿ O(|S | · |Σ|) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïðîâåðêè
äîñòèæèìîñòè âåðøèí â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå.



ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Êîíå÷íûå àâòîìàòû ìîæíî ïðåîáðàçîâûâàòü �
óïðîùàòü, ïîïîëíÿòü, ìèíèìèçèðîâàòü è ïð. �
ïóòåì ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Êîíå÷íûå àâòîìàòû A1 è A1 íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè , åñëè L(A1) = L(A2) .

Êîíå÷íûé àâòîìàò A = (Σ, S , I ,F ,T ) íàçûâàåòñÿ
ïîëíûì , åñëè äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s, s ∈ S , è
ëþáîé áóêâû a, a ∈ Σ , ñóùåñòâóåò ïåðåõîä
s

a−→ s ′ ∈ T .



ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Óòâåðæäåíèå 1.3. Êàæäûé êîíå÷íûé àâòîìàò
èìååò ýêâèâàëåíòíûé åìó ïîëíûé àâòîìàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîâîå íåôèíàëüíîå
ñîñòîÿíèå s∞ , è äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ
s, s ∈ S ∪ {sinfty} è áóêâû a, a ∈ Σ, , äîáàâèì
íîâûé ïåðåõîä (s

a−→ s∞) , åñëè â àâòîìàòå íåò
ïåðåõîäîâ âèäà (s

a−→ s ′) . Î÷åâèäíî, ÷òî â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîëíûé àâòîìàò, à ìíîæåñòâî
óñïåøíûõ âû÷èñëåíèé ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ.



ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ
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ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Ñîñòîÿíèå s êîíå÷íîãî àâòîìàòà A íàçîâåì
íåñóùåñòâåííûì , åñëè ÷åðåç íåãî íå ïðîõîäèò íè
îäíî óñïåøíîå âû÷èñëåíèå àâòîìàòà. Êîíå÷íûé
àâòîìàò, íå èìåþùèé íåñóùåñòâåííûõ ñîñòîÿíèé,
áóäåì íàçûâàòü ïðèâåäåííûì .
Óòâåðæäåíèå 1.4. Êàæäûé êîíå÷íûé àâòîìàò
èìååò ýêâèâàëåíòíûé åìó ïðèâåäåííûé àâòîìàò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óäàëèì èç S , I ,F âñå íåñó-
ùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ, à èç îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ
T âñå ïåðåõîäû, ñîäåðæàùèå íåñóùåñòâåííûå
ñîñòîÿíèÿ. Ïîëó÷èì ïðèâåäåííûé àâòîìàò ñ òåì
æå ìíîæåñòâîì óñïåøíûõ âû÷èñëåíèé.



ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ
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Ïðèâåäåííûé àâòîìàò



ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ
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Ïðèâåäåííûé àâòîìàò



ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Ïåðåõîäû âèäà s
ε−→ s ′ íàçîâåì ε-ïåðåõîäàìè .

Óòâåðæäåíèå 1.5. Êàæäûé êîíå÷íûé àâòîìàò
èìååò ýêâèâàëåíòíûé åìó àâòîìàò áåç
ε-ïåðåõîäîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ êàæäîé ïàðû
ïåðåõîäîâ s

ε−→ s ′ è s ′′
a−→ s áóäåì äîáàâëÿòü â

àâòîìàò íîâûé ïåðåõîä s ′′
a−→ s ′ .

����s ′′ -
a ����s -

ε ����s ′
1

a

Î÷åâèäíî, ÷òî ÿçûê àâòîìàòà ïðè ýòîì íå
èçìåíÿåòñÿ.



ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

2) Ïîñëå òîãî, êàê â àâòîìàòå äëÿ êàæäîé ïàðû
ïåðåõîäîâ s

ε−→ s ′ è s ′′
a−→ s áóäåò ñîçäàí

ïåðåõîä s ′′
a−→ s ′ , óäàëèì âñå ε -ïåðåõîäû.

����s ′′ -a ����s -ε ����s ′
1

a

Î÷åâèäíî, ÷òî ÿçûê àâòîìàòà ïðè ýòîì íå
èçìåíèòñÿ. Âîò è âñå.



ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

2) Ïîñëå òîãî, êàê â àâòîìàòå äëÿ êàæäîé ïàðû
ïåðåõîäîâ s

ε−→ s ′ è s ′′
a−→ s áóäåò ñîçäàí

ïåðåõîä s ′′
a−→ s ′ , óäàëèì âñå ε -ïåðåõîäû.

����s ′′ -a ����s ����s ′
1

a

Î÷åâèäíî, ÷òî ÿçûê àâòîìàòà ïðè ýòîì íå
èçìåíèòñÿ. Âîò è âñå.



ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ
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ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ
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ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ
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ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

ÊÀÊ ÓÁÅÄÈÒÜÑß Â ÒÎÌ, ×ÒÎ ÄÂÀ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÀ
ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÛ?

È ÄÎ ÊÀÊÎÉ ÑÒÅÏÅÍÈ ÌÎÆÍÎ
ÓÏÐÎÙÀÒÜ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ?



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Âíà÷àëå ïîëó÷èì îòâåòû íà ýòè âîïðîñû äëÿ
êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Êîíå÷íûé àâòîìàò A = (Σ, S , I ,F ,T ) íàçûâàåòñÿ
äåòåðìèíèðîâàííûì , åñëè

I |I | ≤ 1 , ò.å. A èìååò íå áîëåå îäíîãî
èíèöèàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ;

I A íå èìååò ε -ïåðåõîäîâ;
I äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s, s ∈ S , è ëþáîé áóêâû

a âåðíî, ÷òî |{s ′ : (s, a, s ′) ∈ T}| ≤ 1 , ò.å.
îòíîøåíèå T ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
T : S × Σ→ S .



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ãëàâíàÿ îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü
äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ :

äëÿ ëþáîãî ñëîâà w è äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s
àâòîìàò èìååò íå áîëåå îäíîãî âû÷èñëåíèÿ
s

w−→∗ s ′ .



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Òåîðåìà 1.6. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè âêëþ÷åíèÿ

ÿçûêîâ L(A′) ⊆ L(A′′) äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ

çà âðåìÿ O(n2) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A′ = (Σ,S ′, s ′0,F
′,T ′) è

A′′ = (Σ,S ′′, s ′′0 ,F
′′,T ′′) � ïàðà ïîëíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ

êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, |S ′| ≤ n, |S ′′| ≤ n .

Ðàññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò

B = (Σ, S , s0,F ,T ) , ãäå

S = S ′ × S ′′ ;

s0 = (s ′0, s
′′
0 ) ;

F = {(s ′, s ′′) : s ′ ∈ F ′ ∧ s ′′ /∈ F ′′} ;
T = {(s ′1, s ′′1 )

a−→ (s ′2, s
′′
2 ) : s ′1

a−→ s ′2 ∈ T ′ ∧ s ′′1
a−→ s ′′2 ∈ T ′′} .



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà w = a1a2 . . . ak ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ïàðû s ′1∈S ′, s ′′1 ∈S ′′

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ

(s ′1, s ′′1 )
a1−→ (s ′2, s ′′2 )

a2−→ · · · ak−→ (s ′k+1, s ′′k+1)

ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì àâòîìàòà B
⇐⇒

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ

s ′1
a1−→ s ′2

a2−→ · · · ak−→ s ′k+1

s ′′1
a1−→ s ′′2

a2−→ · · · ak−→ s ′′k+1

ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿìè àâòîìàòîâ A′ è A′′.



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Çíà÷èò, L(A′) 6⊆ L(A′′) ⇐⇒ ñóùåñòâóåò òàêîå
ñëîâî w = a1a2 . . . ak , äëÿ êîòîðîãî âû÷èñëåíèå

s ′0
a1−→ s ′1

a2−→ · · · ak−→ s ′k , s ′k ∈ F ′

àâòîìàòà A′ óñïåøíî, à âû÷èñëåíèå

s ′′0
a1−→ s ′′1

a2−→ · · · ak−→ s ′′k , s ′′k /∈ F ′′

àâòîìàòà A′′ � íåò ⇐⇒ àâòîìàò B èìååò
óñïåøíîå âû÷èñëåíèå

(s ′0, s ′′0 )
a1−→ (s ′0, s ′′0 )

a2−→ · · · ak−→ (s ′k , s ′′k ), (s ′k , s ′′k ) ∈ F

⇐⇒ L(B) 6= ∅ (ïðîâåðÿåòñÿ çà âðåìÿ O(n2) ).



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè

äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ çà âðåìÿ O(n2) .

Äîêàçàòåëüñòâî.

L(A1) = L(A1) ⇔ L(A1) ⊆ L(A1) ∧ L(A2) ⊆ L(A1) .

Ýêâèâàëåíòíûå äåòåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû

îáëàäàþò èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì: èõ ñîñòîÿíèÿ ïîïàðíî

ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó.



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü A′ = (Σ, S ′, s ′0,F
′,T ′) è

A′′ = (Σ,S ′′, s ′′0 ,F
′′,T ′′) � ïàðà ïðèâåäåííûõ äåòåðìèíèðî-

âàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ

s ′, s ′ ∈ S ′ ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå s ′′, s ′′ ∈ S ′′ , ÷òî
àâòîìàòû A′[s ′] = (Σ, S ′, s ′,F ′,T ′) è A′′[s ′′] = (Σ,S ′′, s ′′,F ′′,T ′′)
ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s ′ ∈ S ′ . Òàê êàê A′ � ïðèâåäåííûé

àâòîìàò, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ñëîâ u, v , ÷òî s ′0
u−→∗ s ′

v−→∗ s ′n
� óñïåøíîå âû÷èñëåíèå àâòîìàòà A′ .
Òàê êàê àâòîìàòû A′ è A′′ ýêâèâàëåíòíû, àâòîìàò A′′ òàêæå
èìååò óñïåøíîå âû÷èñëåíèå s ′′0

u−→∗ s ′′
v−→∗ s ′′n .

Ïîêàæåì, ÷òî àâòîìàòû A′[s ′] = (Σ, S ′, s ′,F ′,T ′) è
A′′[s ′′] = (Σ, S ′′, s ′′,F ′′,T ′′) ýêâèâàëåíòíû.



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Äîïóñòèì, ÷òî w ∈ L(A′[s ′]) . Òîãäà ñóùåñòâóåò óñïåøíîå
âû÷èñëåíèå s ′

w−→∗ s ′k àâòîìàòà A′[s ′] .

Òîãäà s ′0
u−→∗ s ′

w−→∗ s ′k � óñïåøíîå âû÷èñëåíèå àâòîìàòà A′
(èç îïðåäåëåíèÿ s ′ ).

Òîãäà s ′′0
u−→∗ s ′′

w−→∗ s ′′k � óñïåøíîå âû÷èñëåíèå àâòîìàòà A′′
(èç ýêâèâàëåíòíîñòè àâòîìàòîâ A′ è A′′ ).

Òîãäà s ′′
w−→∗ s ′′k � óñïåøíîå âû÷èñëåíèå àâòîìàòà A′′[s ′′] (èç

îïðåäåëåíèÿ s ′′ ), è, ñëåäîâàòåëüíî, w ∈ L(A′′[s ′′]) .

Çíà÷èò, L(A′[s ′]) ⊆ L(A′′[s ′′]) .

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ è âêëþ÷åíèå L(A′[s ′]) ⊆ L(A′′[s ′′]) .
QED



ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

À ÊÀÊ ÌÈÍÈÌÈÇÈÐÎÂÀÒÜ
ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì , åñëè îí èìååò
íàèìåíüøåå ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñðåäè âñåõ
ýêâèâàëåíòíûõ åìó äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ.



ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

ÊÀÊ ÏÎÑÒÐÎÈÒÜ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ
ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÊÎÍÅ×ÍÛÉ
ÀÂÒÎÌÀÒ?

Âíà÷àëå èçáàâèìñÿ îò íåñóùåñòâåííûõ ñîñòîÿíèé
è äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðèâåäåííûå
àâòîìàòû.

Ñîñòîÿíèÿ s ′, s ′′ äåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî
àâòîìàòà A = (Σ, S , s0,F ,T ) áóäåì íàçûâàòü
ýêâèâàëåíòíûìè , åñëè ýêâèâàëåíòíû àâòîìàòû
As ′ = (Σ, S , s ′,F ,T ) è As ′′ = (Σ, S , s ′′,F ,T ) .



ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü s ′ ∼ s ′′ äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé çàäàííîãî
àâòîìàòà.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñîñòîÿíèé ïåðåäàåòñÿ ïî
íàñëåäñòâó.

Óòâåðæäåíèå 1.8. Åñëè s ′1 ∼ s ′′1 â ïðèâåäåííîì
äåòåðìèíèðîâàííîì êîíå÷íîì àâòîìàòå
A = (Σ, S , s0,F ,T ) , è s ′1

a−→ s ′2 ∈ T , òî
ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå s ′′2 , ÷òî s ′′1

a−→ s ′′2 ∈ T
è s ′2 ∼ s ′′2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìîñòîÿòåëüíî



ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñîñòîÿíèé ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî
ôèíàëüíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 1.9. Åñëè s ′1 ∼ s ′′1 â
äåòåðìèíèðîâàííîì êîíå÷íîì àâòîìàòå
A = (Σ, S , s0,F ,T ) , è s ′ ∈ F , òî s ′′ ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìîñòîÿòåëüíî



ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Ýêâèâàëåíòíûå ñîñòîÿíèÿ âçàèìîçàìåíÿåìû.

Óòâåðæäåíèå 1.10. Åñëè s ′ ∼ s ′′ â
äåòåðìèíèðîâàííîì êîíå÷íîì àâòîìàòå
A = (Σ, S , s0,F ,T ) , è s

a−→ s ′ ∈ T , òî àâòîìàò
Â = (Σ, S , s0,F , T̂ ) , ãäå

T̂ = (T \ {s a−→ s ′}) ∪ {s a−→ s ′′} ,

ýêâèâàëåíòåí àâòîìàòó A .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìîñòîÿòåëüíî



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Äëÿ çàäàííîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà

A = (Σ,S , s0,F ,T ) ïîñòðîèì àâòîìàò Â = (Σ, Ŝ , ŝ0, F̂ , T̂ )
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I Ŝ = S/ ∼ � ôàêòîð-ìíîæåñòâî S ïî îòíîøåíèþ

ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ;
I ŝ0 = [s0]∼ � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé,

ñîäåðæàùèé íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå s0 ;

I F̂ = F/ ∼ � ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè,

ñîäåðæàùèõ ôèíàëüíûå ñîñòîÿíèÿ;

I T̂ ={(ŝ1, x , ŝ2) : ∃s1, s2(ŝ1 =[s1]∼∧ ŝ2 =[s2]∼∧ (s1, x , s2)∈T )}
.



ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ
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ŝ1 -
a

�
�
��
? b

��
��
��
��

ŝ3
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ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Òåîðåìà 1.11. L(A) = L(Â) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ
óòâåðæäåíèé 1.8-1.10.
Âíà÷àëå â êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè
ñîñòîÿíèé àâòîìàòà A âûáèðàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëü
s , è âñå ïåðåõîäû, âåäóùèå â ñîñòîÿíèÿ ýòîãî
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè [s]∼ , íàïðàâëÿþòñÿ â
ñîñòîÿíèå s .
Çàòåì óäàëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì àâòîìàò Â .



ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Òåîðåìà 1.12. Â � ìèíèìàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé

êîíå÷íûé àâòîìàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé

ýêâèâàëåíòíûé äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò

A′ = (Σ,S ′, s ′0,F
′,T ′) , ÷òî |S ′| < |Ŝ | .

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1.7 î ñîîòâåòñòâèè ñîñòîÿíèé

ýêâèâàëåíòíûõ àâòîìàòîâ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ŝ àâòîìàòà Â
ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ àâòîìàòà A′ , ÷òî àâòîìàòû Â[ŝ]
è A′[s ′] ýêâèâàëåíòíû.

Íî òîãäà ñ ó÷åòîì |S ′| < |Ŝ | íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà Äèðèõëå

ïðèõîäèì ê âûâîäó î ñóùåñòâîâàíèè ïàðû ðàçëè÷íûõ

ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿí èé àâòîìàòà Â âîïðåêè òîìó, ÷òî ïî

îïðåäåëåíèþ àâòîìâòâ Â âñå åãî ñîñòîÿíèÿ ïîïàðíî

íåýêâèâàëåíòíû.



ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Çíà÷èò, òàêîãî ýêâèâàëåíòíîãî àâòîìàòà A′ = (Σ,S ′, s ′0,F
′,T ′) ,

÷òî |S ′| < |Ŝ | , íå ñóùåñòâóåò.

Çíà÷èò, Â � ìèíèìàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé

àâòîìàò. QED

Ñëåäñòâèå. Ëþáûå äâà ýêâèâàëåíòíûõ ìèíèìàëüíûõ

äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòà èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìîñòîÿòåëüíî .

Ò. å. êàæäûé ìèíèìàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé

àâòîìàò äëÿ çàäàííîãî àâòîìàòíîãî ÿçûêà îïðåäåëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íî (¾ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà¿).



ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Çàäà÷è ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè è ìèíèìèçàöèè êîíå÷íûõ

àâòîìàòîâ âçàèìíîñâîäèìû.

×òîáû ìèíèìèçèðîâàòü êîíå÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò

A äîñòàòî÷íî

1. ðàçáèòü åãî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé íà êëàññû

ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèìåíèâ àëãîðèòì ïðîâåðêè

ýêâèâàëåíòíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ,

2. ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíûé ôàêòîð-àâòîìàò Â .

×òîáû ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü êîíå÷íûõ

äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ A1 è A2 äîñòàòî÷íî

1. ìèíèìèçèðîâàòü îáà àâòîìàòà, ïðèìåíèâ àëãîðèòì

ìèíèìèçàöèè äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ,

2. ïðîâåðèòü èçîìîðôíîñòü ïîëó÷åííûõ ìèíèìàëüíûõ

àâòîìàòîâ.



ÇÀÄÀ×È

ÇÀÄÀ×À 1

Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé

äåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà A = (Σ,S , s0,F ,T ) �

ýòî íàèáîëüøåå ïî âêëþ÷åíèþ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè R
íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé S , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò äâóì
óñëîâèÿì äëÿ ëþáûõ ñîñòîÿíèé s ′1, s

′
2, s
′′
1 , s
′′
2 è áóêâ x :

1. s ′1Rs
′′
1 ∧ s ′1 ∈ F ⇒ s ′′1 ∈ F ,

2. s ′1Rs
′′
1 ∧ s ′1

x−→ s ′2 ∈ T ∧ s ′′1
x−→ s ′′2 ∈ T ⇒ s ′2Rs

′′
2 ,

ÇÀÄÀ×À 2

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷è ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè è ìèíèìèçà-

öèè äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ðàçðåøèìû

çà âðåìÿ O(n log n) , ãäå n � ÷èñëî ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ.

Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè äåòåðìèíèðîâàííûõ

êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, èìåþùèé ñëîæíîñòü O(n2) . Îáîñíóéòå
åãî êîððåêòíîñòü è îöåíêó ñëîæíîñòè.



ÇÀÄÀ×È

ÇÀÄÀ×À 3

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ

òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ìèíèìàëüíîãî àâòîìàòà óæå íå

èìååò ìåñòà.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ ìèíèìàëüíûõ, íî íåèçîìîðôíûõ

íåäåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Îáîñíóéòå

ìèíèìàëüíîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäëîæåííûõ àâòîìàòîâ.



ÊÎÍÅÖ ËÅÊÖÈÈ 1


