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План лекции

• Полевые транзисторы, принцип их работы и устройство. n- и p-
канальные транзисторы, их проводимость;

• Простейшие логические схемы на КМОП-транзисторах. 
Структура и функционирование КМОП-схемы общего вида, 
правильные комбинационные КМОП-схемы, оценка их числа.

• Некоторые классы «неправильных» комбинационных КМОП-
схем. Схемы на негативных элементах и инверсная сложность 
функций.

• Синтез комбинационных КМОП-схем на основе структурного 
моделирования
– контактных схем (КС)
– итеративных контактных схем (ИКС)
– схем из функциональных элементов (СФЭ)

• Задача поиска минимальных и близких к ним схем. Построение 
библиотек оптимальных схем.



Транзистор



Полевые транзисторы, принцип их 
работы и устройство

• n-канальный МОП-транзистор;

Проводит от u к v и обратно, тогда и 

только тогда, когда на затворе w –

высокий потенциал (“1”).

• p-канальный МОП-транзистор;

Проводит от u к v и обратно тогда и 

только тогда, когда на затворе w –

низкий потенциал (“0”).
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Задача синтеза схем

• Пусть 𝑋 = 𝑥1, … 𝑥𝑛, … - счетный алфавит входных 
переменных, а 𝑃2 𝑛 - множество всех функций алгебры 
логики (ФАЛ) от переменных 𝑥1, … 𝑥𝑛.

• Пусть 𝑈(𝑋) – рассматриваемый класс от переменных из 
алфавита 𝑋.

• Сложностью 𝐿 Σ , Σ ∈ 𝑈(𝑋), называется общее число 
элементов в этой схеме (зависит от класса схем).

• Сложностью 𝐿(𝑓) ФАЛ 𝑓 ∈ 𝑃2 𝑛 называется 
минимальная сложность схемы Σ ∈ 𝑈(𝑋), реализующей 
ФАЛ 𝑓.

• Функция Шеннона для сложности схем из класса 𝑈(𝑋):

𝐿 𝑛 = max
𝑓∈𝑃2(𝑛)

𝐿(𝑓) .



Функционирование и классификация 
комбинационных КМОП-схем, оценка их числа



Функционирование и классификация 
комбинационных КМОП-схем, оценка их числа

• Потенциал “1” в вершине u в момент 
времени t формируется тогда и только 
тогда, когда к этому моменту 
сформировались: цепь C из “1” в u, 
состоящая из открытых p-транзисторов, 
и сечение S, состоящее из закрытых 
транзисторов p- и n- типа, которое 
отрезает u от “0”. Аналогичным 
образом в вершине u формируется 
потенциал “0”.

• КМОП-схема Σ – правильная 
комбинационная схема, если на любом 
наборе значений входных переменных Σ 
в процессе её функционирования в 
любой управляющей или выходной 
вершине Σ таким образом будет 
сформирован один из потенциалов “0”,
“1”.



Функционирование и классификация 
комбинационных КМОП-схем, оценка их числа

 - класс правильных комбинационных КМОП-схем. 

Предполагается, что схемы из  не имеют входных БП, подаваемых в каналы транзисторов.

Число транзисторов схемы  обозначается через ( ) и наз
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L  ывается ее сложностью.

Следующие схемы, состоящие, в основном, из p-транзисторов,

управляемых входными переменными, не входят в :ПК
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Из определения правильной комбинационной КМОП-схемы  следует,

что её логическое функционирование однозначно определяется

как p-частью этой схемы, так и её n-частью. Таким образом:
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( , )  - число попарно неэквивалентных схем в этом множестве.

Из указанной оценки на основе обычных мощностных соображений выводятся 
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Некоторые классы «неправильных» 
комбинационных КМОП-схем

 - класс правильных комбинационных КМОП-схем. 

Предполагается, что схемы из  не имеют входных БП, подаваемых в каналы транзисторов.

Число транзисторов схемы  обозначается через ( ) и наз

ПК

КМОП
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КМОП

U

U

L  ывается ее сложностью.

Следующие схемы, состоящие, в основном, из p-транзисторов,

управляемых входными переменными, не входят в :ПК

КМОПU

схема с проблемами переключения схема с нагрузочным транзистором
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Схемы на негативных элементах и инверсная 
сложность ФАЛ

• БНЭ – счетный базис из всех т.н. негативных функциональных 

элементов(ФЭ), реализующих отрицания монотонных ФАЛ с весом 1.

• СФЭ в базисе БНЭ моделируют КМОП-схемы с нагрузочным транзистором 

n-типа (см. пред. слайд) так, что число этих транзисторов равно сложности 

соответствующей СФЭ.

• Для системы ФАЛ F=(f1,…,fm) из m различных ФАЛ отличных от 

переменных

где       – минимальное число ФЭ ¬ при реализации системы ФАЛ G с 

помощью СФЭ в базисе {&, ٧, ¬} – инверсная схемная сложность системы 

ФАЛ G.
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Синтез комбинационных КМОП-схем на 
основе моделирования КС и ИКС

• F=(f1,…,fm) – реализуемая система ФАЛ;                                     –
сложность системы F и функция Шеннона для 

сложности схем в           соответственно;

• (1,m) – КС Σ реализует F, (1,m) – КС Σ” реализует F => КМОП 
схема Σ=(Σp, Σn), у которой P-часть ΣP строится по Σ’, а N-часть
ΣN – по Σ”, реализует F и является правильной комбинационной 
КМОП-схемой;

• Моделирование КС дает оценку: 
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Синтез комбинационных КМОП-схем на 
основе моделирования КС и ИКС

• Недостатком моделирования КС является наличие в получаемых схемах 

длинных цепей из последовательно соединенных транзисторов

• Моделирование итеративных КС(ИКС) происходит аналогично 

моделированию КС и является наиболее эффективным с точки зрения 

сложности полученных схем.

• Моделирование ИКС дает асимптотику функции Шеннона

• Моделирование ИКС позволяет построить дешифратор 

порядка 4 со сложностью 66 (моделирование КС – 70)
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Синтез комбинационных КМОП-схем на
основе структурного моделирования СФЭ
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ю ( ) - соответствующий ей базис схем из
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Поиск схем

• Поиск минимальных и близких к ним 
минимальных схем для функций от малого 
числа переменных

– Переборные методы

– Метод каскадов и его модификации

– Методы на основе дизъюнктивных нормальных 
форм (ДНФ).



Известные результаты в области синтеза 
контактных схем от малого числа переменных

• 1954-1959гг. появились первые каталоги 
оптимальных и близких к ним КС для типовых 
функций от четырех переменных:
– 𝐿𝐾 4 ≤ 14 (Поварова Г.Н., 1954);
– 𝐿𝐾 4 ≤ 13 (Васильев Ю.Л., 1959).

• В 1981 г. Сусов В.Ю. при помощи алгоритмов 
переборного типа уточнил каталог Васильева Ю.Л.

• Для функции Шеннона для сложности КС от пяти 
переменных известны следующие оценки:
– 𝐿𝐾 5 ≤ 30 (Шеннон К. Э., 1949);
– 𝐿𝐾 5 ≤ 28 (Поваров Г.Н., 1959);
– 𝐿𝐾 5 ≥ 19 (Сусов В.Ю., 1981).



Инверсно-конгруэтные типы функций 
алгебры логики

• Инверсно-конгруэнтным типом ФАЛ будем называть 
множество ФАЛ, получаемых друг из друга при помощи 
применения операций перестановки и инвертирования 
переменных.

• Так как операции переименования и инвертирования 
переменных не меняют структуры КС, то можно считать, 
что КС Σ, реализующая ФАЛ 𝑓, соответствуют инверсно-
конгруэнтному типу, которому принадлежит указанная 
ФАЛ.

• Множество 𝑃2
∗ 𝑛 всех инверсно-конгруэнтных типов 

образует разбиение на классы эквивалентности всех 
ФАЛ из 𝑃2(𝑛).

• 𝑃2 5 = 4 294 967 296.

• 𝑃2
∗ 5 = 1 228 158.



Полученные результаты

• Разработан ряд алгоритмов для оптимальных 
и близких к оптимальным КС из класса 𝑈К.

• Используя разработанные алгоритмы, был 
составлен каталог минимальных и близких к 
ним КС для функций от не более, чем пяти 
переменных.

• На основе построенного каталога КС, была 
получена следующая оценка:

𝐿К 5 ≤ 19.



Каталог минимальных и близких к ним 
контактных схем 

http://mks2.cs.msu.ru



Алгоритмы поиска минимальных и близких к 
ним контактных схем

• Алгоритмы переборного типа:
– случайный поиск

– полный и частичный перебор

– методы неявного перебора

• Метод каскадов и различные его 
модификации

• Алгоритмы синтеза КС на основе тупиковых 
дизъюнктивных нормальных форм (ДНФ)



Метод каскадов и его модификации

• Все переменные 
упорядочены

• В каждой вершине 
графа КС реализуется 
разложение по 
заданной переменной

• Искомая ФАЛ строится 
на основе каскада 
разложений по 
подфункциям

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥1 ⊕𝑥2 ⊕𝑥3

𝑥3  𝑥3

 𝑥2 𝑥2
𝑥2 𝑥2

𝑥1  𝑥1



Модификации метода каскадов

• Изменение порядка переменных на 
каждом этапе разложения может привести 
к уменьшению сложности результирующей 
схемы.

• Перебор всех возможных порядков 
разложения слишком трудоемкая задача.

• Предложены две стратегии выбора 
переменной:
– «Градиентный спуск»

– Случайный «градиентный спуск»



«Градиентный спуск»

• Булевой производной(разностью) ФАЛ 𝑓 по 

переменной 𝑥 назовем ФАЛ 
𝑑𝑓

𝑑𝑥
(  𝑥), для которой 

верно равенство 
𝑑𝑓

𝑑𝑥
(  𝑥) = 𝑓 𝑥 = 0 ⊕ 𝑓 𝑥 = 1 .

• Булевым градиентом 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓) назовем множество 
переменных ФАЛ 𝑓, булевая производная которых 
имеет наибольшее число единиц в своем столбце 
значений.

• Для каждой подфункции, возникающей при 
построении КС по методу каскадов в качестве 
переменной разложения выбирается некоторая 
переменная из градиента этой подфункции.



Случайный «Градиентный спуск»

• Выбор переменной можно сделать 
случайным. 

• Булевая производная может быть 
использована для задания вероятности 
выбора переменной разложения:

• Перезапуск алгоритма может привести к 
нахождению новых более оптимальных схем 

𝑃 𝑥𝑖 =
  𝛼∈𝐵𝑛−1

𝑑𝑓
𝑑𝑥𝑖

(  𝛼)

 𝑘=1
𝑛   𝛼∈𝐵𝑛−1

𝑑𝑓
𝑑𝑥𝑖

(  𝛼)
, 𝑖 = 1,… , 𝑛.



Метод синтеза контактных схем на основе 
тупиковых ДНФ

Рассмотрим функцию f, заданную с помощью
вектора значений:

Одна из тупиковой ДНФ данной функции
имеет вид:



Метод синтеза контактных схем на 
основе тупиковых ДНФ
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Метод синтеза контактных схем на 
основе тупиковых ДНФ
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Метод синтеза контактных схем на 
основе тупиковых ДНФ
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Метод синтеза контактных схем на 
основе тупиковых ДНФ
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Метод синтеза контактных схем на 
основе тупиковых ДНФ
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КС реализует ФАЛ 𝑓



Метод синтеза контактных схем на 
основе тупиковых ДНФ
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Метод синтеза контактных схем на 
основе тупиковых ДНФ
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И эта КС реализует ФАЛ 𝑓



Метод синтеза контактных схем на 
основе тупиковых ДНФ

• Используемые преобразования, в общем случае,
не сохраняет реализуемую схемой ФАЛ. При
слиянии цепей могут образовыватся так
называемые “паразитные” цепи, расширяющие
множество единиц реализуемой функции.

• Модифицировать исходную тупиковую ДНФ так, 
чтобы она реализовывал ФАЛ с меньшим числом 
единиц. Возможно, при построении КС, 
множество единичных наборов будет правильно 
расширено “паразитными” цепями.



Алгоритмы синтеза КС на основе тупиковых 
дизъюнктивных нормальных форм

• Построение множества всех тупиковых ДНФ 
ФАЛ 𝑓.

• Расширить множество рассматриваемых ДНФ 
за счет модификаций, которые приводят к 
уменьшению числа единиц в ФАЛ, 
реализуемых модифицированными ДНФ.

• Построение контактного дерева и 
объединение его листьев

• Перебор всех возможных вариантов
склеивания цепей


