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Àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïðîöåññîâ

Ìîäåëè âû÷èñëåíèé, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå, âåäóò

ñâîå ïðîèñõîæäåíèå èëè ÿâëÿþòñÿ áëèçêèìè ðîäñòâåííèêàìè

êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.

Èõ óñòðîéñòâî è ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè òàêèõ

ïîíÿòèé êàê ¾ñîñòîÿíèå¿, ¾êîíôèãóðàöèÿ¿, ¾ïåðåõîä¿.

Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî ïîâåäåíèå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, êîòîðîå

ïðîÿâëÿåòñÿ â ðàñïîçíàâàíèè îïðåäåëåííûõ ÿçûêîâ, ìîæåò

áûòü îïèñàíî è àëãåáðàè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè ïðè ïîìîùè

îïåðàöèé êîíêàòåíàöèè, ñëîæåíèÿ, èòåðàöèè, èç êîòîðûõ

ñòðîÿòñÿ ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ.

Åñëè àâòîìàòû ïðèìóòñÿ ¾îáùàòüñÿ¿ äðóã ñ äðóãîì,

îáìåíèâàÿñü ñîîáùåíèÿìè, òî ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó

ïàðàëëåëüíûõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïðîöåññîâ.

Åñòü ëè ïîäõîäÿùèå àëãåáðàè÷åñêèå ñðåäñòâà äëÿ îïèñàíèÿ

âû÷èñëåíèé òàêèõ ñèñòåì?



Àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì

Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïðîöåññîâ

ïðîÿâëÿåòñÿ â âûïîëíåíèè äåéñòâèé .

Íåêîòîðûå äåéñòâèÿ çàòðàãèâàþò òîëüêî òîò ïðîöåññ, â

êîòîðîì îíè âûïîëíÿþòñÿ. Òàêèå äåéñòâèÿ íàçûâàþòñÿ

âíóòðåííèìè . Ïðèìåð âíóòðåííåãî äåéñòâèÿ � îïåðàòîð

ïðèñâàèâàíèÿ.

Äðóãèå äåéñòâèÿ ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ñèíõðîííî â ïàðå ñ

äðóãèìè äåéñòâèÿìè. Ñ ïîìîùüþ òàêèõ ñîãëàñîâàííûõ ïàð

äåéñòâèé ïðîöåññû âñòóïàþò âî âçàèìîäåéñòâèå. Ïðèìåð

ñîãëàñîâàííîé ïàðû äåéñòâèé � îïåðàöèè îòïðàâëåíèÿ�ïðèåìà

ñîîáùåíèé.

Âûïîëíåíèå íåêîòîðûå äåéñòâèÿ ìîæåò áûòü çàðåãèñòðèðîâàíî

ñòîðîííèì íàáëþäàòåëåì, òîãäà êàê äðóãèå äåéñòâèÿ îñòàþòñÿ

íåäîñòóïíûìè äëÿ íàáëþäåíèÿ. Ïîýòîìó äåéñòâèÿ ñèñòåìû

ìîæíî ðàçäåëèòü òàêæå íà âèäèìûå è ñêðûòíûå .



Àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ àòîìàðíûõ äåéñòâèé ïðîöåññîâ
ââåäåì ìíîæåñòâî èìåí

Names = E ∪ A ∪ {τ},

êîòîðîå âêëþ÷àåò â ñåáÿ

I ïîìíîæåñòâî E èìåí âèäèìûõ âíóòðåííèõ
äåéñòâèé ïðîöåññîâ,

I ïîìíîæåñòâî A èìåí âçàèìîäåéñòâèé
ïðîöåññîâ,

I èìÿ τ äëÿ ñêðûòíûõ (íåâèäèìûõ) âíóòðåííèõ
äåéñòâèé ïðîöåññîâ.

Êàæäîå âçàèìîäåéñòâèå ñ èìåíåì a ðåàëèçóåòñÿ
ïàðîé êîìïëèìåíòàðíûõ äåéñòâèé a è a .



Àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì

Ïðîöåññû ôîðìèðóþòñÿ èç äåéñòâèé ïðè ïîìîùè îïåðàöèé

êîìïîçèöèè, òàêèõ êàê

I ïîñëåäîâàòåëüíàÿ êîìïîçèöèÿ . :
âûðàæåíèå p1.p2 îáîçíà÷àåò ïðîöåññ, âñÿêîå âû÷èñëåíèå

êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ âû÷èñëåíèåì ïðîöåññà p1 , è ïî

çàâåðøåíèè åãî ïðîäîëæàåòñÿ âû÷èñëåíèåì ïðîöåññà p2 ;

I àëüòåðíàòèâíàÿ êîìïîçèöèÿ + :

âûðàæåíèå p1+p2 îáîçíà÷àåò ïðîöåññ, âñÿêîå âû÷èñëåíèå

êîòîðîãî ëèáî ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì ïðîöåññà p1 , ëèáî

âû÷èñëåíèåì ïðîöåññà p2 ;

I ïàðàëëåëüíàÿ êîìïîçèöèÿ ‖ :
âûðàæåíèå p1‖p2 îáîçíà÷àåò ïðîöåññ, âñÿêîå âû÷èñëåíèå

êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åðåäîâàíèå âû÷èñëåíèé

ïðîöåññîâ p1 è p2 , ñîïðîâîæäàåìîå âûïîëíåíèåì

âçàèìîäåéñòâèÿ.



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: ñèíòàêñèñ

Ïðîöåññîì íàä ìíîæåñòâîì èìåí Names íàçûâàåòñÿ âñÿêîå

âûðàæåíèå (òåðì), êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ïî

ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. nil � ýòî ïðîöåññ;

2. åñëè p � ýòî ïðîöåññ, à n � ýòî èìÿ, òî (n.p) � ýòî

ïðîöåññ;

3. åñëè p1, p2 � ýòî ïðîöåññû, òî (p1.p2) , (p1 + p2) , (p1 ‖ p2)
� ýòî ïðîöåññû;

4. è íèêàêèõ äðóãèõ ïðîöåññîâ íå áûâàåò.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïðîöåññîâ îáîçíà÷èì çàïèñüþ Proc .

Ïðîöåññàìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåðìû:

I nil ∈ Proc ,

I a.nil ∈ Proc , ā.nil ∈ Proc , τ.nil ∈ Proc ,

I (a.nil) ‖ (ā.nil) ∈ Proc ,

I (τ.nil) + ((a.nil) ‖ (ā.nil)) ∈ Proc .



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: ñèíòàêñèñ

Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïðîöåññîâ,

ñîñòîÿùóþ èç

Êîôåéíîãî àïïàðàòà ×åëîâåêà-ïîëüçîâàòåëÿ Còàêàíà



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: ñèíòàêñèñ

Ñöåíàðèé ðàáîòû ýòîé ñèñòåìû òàêîâ:

1) Ïîëüçîâàòåëü îïóñêàåò ìîíåòó â àâòîìàò,

2) âûáèðàåò æåëàåìûé âèä êîôå,

3) íàæèìàåò íà êíîïêó,

4) çàáèðàåò ñòàêàí ñ íàïèòêîì.

1) Àâòîìàò ïðîâåðÿåò ìîíåòó,

2) ïðèíèìàåò çàêàç íà êîôå,

3) ãîòîâèò êîôå,

4) íàëèâàåò êîôå â ñòàêàí.

1) Ñòàêàí ïðèíèìàåò â ñåáÿ êîôå,

2) îòäàåòñÿ â ðóêè ïîëüçîâàòåëÿ.



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: ñèíòàêñèñ

Ñöåíàðèé ðàáîòû ýòîé ñèñòåìû òàêîâ:

1) Ïîëüçîâàòåëü îïóñêàåò ìîíåòó â àâòîìàò,

2) âûáèðàåò æåëàåìûé âèä êîôå,

3) íàæèìàåò íà êíîïêó,

4) çàáèðàåò ñòàêàí ñ íàïèòêîì.

1) Àâòîìàò ïðîâåðÿåò ìîíåòó,

2) ïðèíèìàåò çàêàç íà êîôå,

3) ãîòîâèò êîôå,

4) íàëèâàåò êîôå â ñòàêàí.

1) Ñòàêàí ïðèíèìàåò â ñåáÿ êîôå,

2) îòäàåòñÿ â ðóêè ïîëüçîâàòåëÿ.



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: ñèíòàêñèñ

System: User ‖ Machine

User = coin.Choice.button.wait.bring .nil
Choice = (espresso.nil) + (americano.nil)

Machine = coin.Select.button.Proceed.nil
Select = (espresso.nil) + (americano.nil)
Proceed = (make.fill .nil) ‖ Glass
Glass = fill .bring .nil



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: ñèíòàêñèñ

Ïðîãðàììà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Occam

PROCEDURE Machine PROCEDURE Proceed(x,y)

SEQ PAR

coin ? x SEQ

select(y) make_coffee(x,y,w)

button ? z fill ! w

proceed(x,y) Glass

PROCEDURE select(x) PROCEDURE Glass

ALT SEQ

espresso ? u fill ? v

y:=1 bring ! v

espresso ? u

y:=2



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: îïåðàöèîííàÿ
ñåìàíòèêà

À êàê îïðåäåëèòü âû÷èñëåíèå ïðîöåññîâ?

Â àëãåáðå ðàçíûå âûðàæåíèÿ ìîãóò èìåòü îäíî è òî æå

çíà÷åíèå, ò.å. áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíûìè.

Òîæäåñòâåííî ðàâíûå ïðîöåññû èìåþò îäèíàêîâîå ïîâåäåíèå.

Ïîýòîìó ñåìàíòèêó âûðàæåíèé â àëãåáðå ïðîöåññîâ îïðåäåëèì

ïðè ïîìîùè äâóõ îòíîøåíèé:

I îòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà ïðîöåññîâ,

ïðè ïîìîùè êîòîðîãî âûäåëÿþòñÿ êëàññû ïðîöåññîâ ñ

íåîòëè÷èìûì ïîâåäåíèåì, è

I îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ ïðîöåññîâ,

ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ñîáñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ

âû÷èñëåíèÿ ïðîöåññîâ.



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: îïåðàöèîííàÿ
ñåìàíòèêà

Îòíîøåíèå òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà ïðîöåññîâ ≡ � ýòî

íàèìåíüøåå îòíîøåíèå êîíãðóåíòíîñòè (îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîõðàíÿþùååñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå) íà

ìíîæåñòâå Proc , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

ñîîòíîøåíèÿì:

Com+ : p + q ≡ q + p,

Assoc+ : p + (q + r) ≡ (p + q) + r ,

Com ‖: p ‖ q ≡ q ‖ p,

Assoc ‖: p ‖ (q ‖ r) ≡ (p ‖ q) ‖ r ,

Zero : p ≡ nil.p ≡ nil + p ≡ nil ‖ p.



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: îïåðàöèîííàÿ
ñåìàíòèêà

Òàêèì îáðàçîì,

(nil.nil) ‖ (p ‖ (nil + nil))
≡ nil ‖ (p ‖ (nil + nil))
≡ nil ‖ (p ‖ nil)
≡ nil ‖ p
≡ p

Äàëåå ìû íå áóäåì ïðîâîäèòü ðàçëè÷èå ìåæäó
ýêâèâàëåíòíûìè ïðîöåññàìè.



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: îïåðàöèîííàÿ
ñåìàíòèêà

Ââåäåì ôóíêöèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ϕ : A → E ,
êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó òèïó
âçàèìîäåéñòâèÿ a íåêîòîðîå âíóòðåííåå
àòîìàðíîå äåéñòâèå e = ϕ(a) .

Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ïàðàëëåëüíî ðàáîòàþùèõ
ïðîöåññîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ñèíõðîííîãî
âûïîëíåíèÿ ïàðû âçàèìîäåéñòâèé ā è a .

Íî äëÿ ñòîðîííåãî íàáëþäàòåëÿ è äëÿ òîé
ñèñòåìû, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ýòè ïðîöåññû,
èõ âçàèìîäåéñòâèå áóäåò âûãëÿäåòü êàê
âûïîëíåíèå ñèñòåìîé âíóòðåííîãî äåéñòâèÿ ϕ(a) .



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: îïåðàöèîííàÿ
ñåìàíòèêà

Îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ →⊆ Proc × Names × Proc (åãî òàêæå

íàçûâàþò îòíîøåíèåì ñðàáàòûâàíèÿ ïðîöåññîâ)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå îòíîøåíèå óêàçàííîãî òèïà,

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

RA : �
x .p

x−→ p
äëÿ ëþáûõ x ∈ E ∪ {τ}, p ∈ Proc ;

R ≡ : p′ ≡ p, p
x−→ q, q ≡ q′

p′
x−→ q′

R. : p
x−→ q

p.r
x−→ q.r

äëÿ ëþáîãî x ∈ Names ;

R+ : p
x−→ q

(r + p)
x−→ q



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: îïåðàöèîííàÿ
ñåìàíòèêà

R1 ‖ : �

a.p ‖ ā.q
ϕ(a)−→ p ‖ q

äëÿ ëþáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ a ∈ A ;

R2 ‖ : p
x−→ q

(r ‖ p)
x−→ (r ‖ q)

äëÿ ëþáîãî âíóòðåííåãî äåéñòâèÿ

x ∈ E ∪ {τ}



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: îïåðàöèîííàÿ
ñåìàíòèêà

Ïðèìåð

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ(a) = c . Òîãäà

(b̄.nil + nil.a.nil) ‖ τ.nil ‖ (b.nil + ā.nil)
c−→ τ.nil,

ïîñêîëüêó

a.nil ‖ ā.nil
c−→ nil ‖ nil R1 ‖

nil.a.nil ≡ a.nil 0

nil.a.nil ‖ ā.nil
c−→ nil R ≡

(b̄.nil + nil.a.nil) ‖ ā.nil
c−→ nil R1+

(b̄.nil + nil.a.nil ‖ (b.nil + ā.nil)
c−→ nil R2+

(b̄.nil + nil.a.nil) ‖ (b.nil + ā.nil) ‖ τ.nil c−→ nil ‖ τ.nil R2 ‖
nil ‖ τ.nil ≡ τ.nil 0,Com ‖

(b̄.nil + nil.a.nil) ‖ (b.nil + ā.nil) ‖ τ.nil c−→ τ.nil R ≡



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: îïåðàöèîííàÿ
ñåìàíòèêà

Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ïðîöåññîâ, çàäàííîé ïðîöåññíûì âûðàæåãèåì t0 �
ýòî ìàêñèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ

t0
x1−→ t1

x2−→ t2
x3−→ · xi−→ xi

xi+1−→ · · · ,

ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé îòíîøåíèåì ïåðåõîäîâ.



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: îïåðàöèîííàÿ
ñåìàíòèêà

Ïðîöåññ ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âû÷èñëåíèé

b̄.e1.nil ‖ b.e2.nil ‖ b̄.e3.nil
��

���
��

c c
HH

HHH
Hj

e1.nil ‖ e2.nil ‖ b̄.e3.nil

?
e1

e2.nil ‖ b̄.e3.nil

?
e2

b̄.e3.nil

b̄.e1.nil ‖ e2.nil ‖ e3.nil

?
e3

b̄.e1.nil ‖ e2.nil

?
e2

b̄.e1.nil
Âñå âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ðàçóìíî îáúåäèíèòü â îäíîé

ñòðóêòóðå � ïðîöåññíîì ãðàôå .



Ïðîöåññíûå ãðàôû

Ïóñòü èìååòñÿ ïðîöåññ p, p ∈ Proc .

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ −→∗ ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå
çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ, è âûäåëèì ìíîæåñòâî

ïðîöåññîâ p ↓= {p′ : p −→∗ p′} äîñòèæèìûõ èç ïðîöåññà p ïî

îòíîøåíèþ ïåðåõîäîâ.

Ïðîöåññíûì ãðàôîì , ïîðîæäåííûì ïðîöåññîì p , íàçûâàåòñÿ

îðèåíòèðîâàííûé ðàçìå÷åííûé ãðàô Γ(p) = ([p ↓]≡,−→) , â
êîòîðîì

I ìíîæåñòâî âåðøèí [p ↓]≡ � ýòî ôàêòîð-ìíîæåñòâî

ïðîöåññîâ, äîñòèæèìûõ èç ïðîöåññà p , ïî îòíîøåíèþ

òîæäåñòâåííîñòè ïðîöåññîâ ≡ ;

I èç âåðøèíû [q]≡ â âåðøèíó [r ]≡ âåäåò äóãà, ïîìå÷åííàÿ

èìåíåì x â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äîïóñòèì

ïåðåõîä q
x−→ r .



Ïðîöåññíûå ãðàôû

Ïðèìåð ïðîöåññíîãî ãðàôà

(a.nil + e1.nil) ‖ (ā.nil + e2.nil)
�
�

�
�	

e1

e2.nil -e2
?

c
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e2
@
@
@
@R

e1

HHHH
HHHHj

e2

nil e1.nil� e1 ā.nil a.nil



Ïðîöåññíûå ãðàôû

Ïðîöåññíûé ãðàô Γ(p) = ([p ↓]≡,−→) � ýòî ñèñòåìà ïåðåõîäîâ,

äóãè êîòîðîé ðàçìå÷åíû èìåíàìè áàçîâûõ äåéñòâèé.

Èìåíà áàçîâûõ äåéñòâèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ýëåìåíòàðíûå (àòîìàðíûå) ëîãè÷åñêèé óñëîâèÿ � èíäèêàòîðû

âûïîëíåíèÿ ýòèõ äåéñòâèé.

È òîãäà äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ âû÷èñëåíèé âçàèìîäåéñòâóþùèõ

ïðîöåññîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåìïîðàëüíûå ëîãèêè CTL,

LTL, CTL∗, ñåìàíòèêà êîòîðûõ çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè

ðàçìå÷åííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ (ìîäåëåé Êðèïêå).



Ïðîöåññíûå ãðàôû

Ïðîöåññíûé ãðàô Γ(p) = ([p ↓]≡,−→) � ýòî ñèñòåìà ïåðåõîäîâ,

äóãè êîòîðîé ðàçìå÷åíû èìåíàìè áàçîâûõ äåéñòâèé.

Èìåíà áàçîâûõ äåéñòâèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ýëåìåíòàðíûå (àòîìàðíûå) ëîãè÷åñêèé óñëîâèÿ � èíäèêàòîðû

âûïîëíåíèÿ ýòèõ äåéñòâèé.

(a.nil + e1.nil) ‖ (ā.nil + e2.nil)
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�

�
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e1

e2.nil -e2
?

c
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@
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e2

nil e1.nil� e1 ā.nil a.nil

È òîãäà äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ âû÷èñëåíèé âçàèìîäåéñòâóþùèõ

ïðîöåññîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåìïîðàëüíûå ëîãèêè CTL,

LTL, CTL∗, ñåìàíòèêà êîòîðûõ çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè

ðàçìå÷åííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ (ìîäåëåé Êðèïêå).



Ïðîöåññíûå ãðàôû

Ïðîöåññíûé ãðàô Γ(p) = ([p ↓]≡,−→) � ýòî ñèñòåìà ïåðåõîäîâ,

äóãè êîòîðîé ðàçìå÷åíû èìåíàìè áàçîâûõ äåéñòâèé.

Èìåíà áàçîâûõ äåéñòâèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ýëåìåíòàðíûå (àòîìàðíûå) ëîãè÷åñêèé óñëîâèÿ � èíäèêàòîðû

âûïîëíåíèÿ ýòèõ äåéñòâèé.

y� e1y∂deadlock: -e2 y∂ deadlock
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nil

È òîãäà äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ âû÷èñëåíèé âçàèìîäåéñòâóþùèõ

ïðîöåññîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåìïîðàëüíûå ëîãèêè CTL,

LTL, CTL∗, ñåìàíòèêà êîòîðûõ çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè

ðàçìå÷åííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ (ìîäåëåé Êðèïêå).



Ïðîöåññíûå ãðàôû

y� e1y∂deadlock: -e2 y∂ deadlock
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c

nil

Íàïðèìåð, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàêèå ñâîéñòâà âû÷èñëåíèé:
I AF nil
Ïðàâäà ëè, ÷òî êàæäîå âû÷èñëåíèå çàâåðøàåòñÿ óñïåøíî ?

(Îòâåò: ÍÅÒ)
I EG EF nil
Ïðàâäà ëè, ÷òî íåêîòîðîå âû÷èñëåíèå ìîæíî âñåãäà

íàïðàâèòü ê óñïåøíîìó çàâåðøåíèþ ? (Îòâåò: ÄÀ)
I A (c R ¬e1)
Ïðàâäà ëè, ÷òî äåéñòâèå e1 âûïîëíÿåòñÿ íå ðàíüøå, ÷åì

äåéñòâèå c ? (Îòâåò: ÍÅÒ)



Îòíîøåíèå áèñèìóëÿöèè

Ïðîöåññíûå ãðàôû ìîæíî ñðàâíèâàòü ìåæäó
ñîáîé ïî îòíîøåíèþ âçàèìíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
(áèñèìóëÿöèè).

Îòíîøåíèå áèñèìóëÿöèè íà ìíîæåñòâå ïðîöåññîâ
Proc � ýòî òàêîå ñèììåòðè÷íîå ðåôëåêñèâíîå
áèíàðíîå îòíîøåíèå R , R ⊆ Proc × Proc ,
êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. nilR p ⇒ p ≡ nil ,
2. p R p′ ∧ p

x−→ q ⇒ ∃q′ : p′
x−→ q′ ∧ q R q′ .

Äâà ïðîöåññà p è q ñ÷èòàþòñÿ áèñèìóëÿöèîííî
ýêâèâàëåíòíûìè (p ∼ q ), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
îòíîøåíèå áèñèìóëÿöèè R , äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿåòñÿ pRq .



Îòíîøåíèå áèñèìóëÿöèè

Ïðîöåññû e1.nil ‖ e2.nil è e1.e2.nil + e2.e1.nil áèñèìóëÿöèîííî
ýêâèâàëåíòíû � èõ ïðîöåññíûå ãðàôû èçîìîðôíû.

Ïðîöåññû e0.(e1.nil + e2.nil) è e0.e1.nil + e0.e2.nil íå ÿâëÿþòñÿ
áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíûìè.

e0.(e1.nil + e2.nil)

?
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e1.nil + e2.nil

&- %e1 e2
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e0.e1.nil + e0.e2.nil
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��	

e2

nil



Îòíîøåíèå áèñèìóëÿöèè

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå áèñèìóëÿöèè
ïðîöåññîâ ñîõðàíÿåò âûïîëíèìîñòü ôîðìóë
òåìïîðàëüíûõ ëîãèê íà ïðîöåññíûõ ãðàôàõ.

Òåîðåìà 1.

Äâà ïðîöåññà p è q áèñèìóëÿöèîííî
ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ òåìïîðàëüíîé ëîãèêè CTL∗

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Γ(p) |= ϕ ⇔ Γ(q) |= ϕ.



Îòíîøåíèå áèñèìóëÿöèè

1. Íàðÿäó ñ ââåäåííûì îòíîøåíèåì áèñèìóëÿöèè
ñóùåñòâóþò è äðóãèå îòíîøåíèÿ ìåæäó ïðî-
öåññàìè, îòðàæàþùèå áîëüøóþ èëè ìåíüøóþ
ñòåïåíü ñõîæåñòè èõ ïîâåäåíèÿ. Íåêîòîðûå èç
ýòèõ îòíîøåíèé ìû ðàññìîòðèì äàëåå.

2. Âñå ïðîöåññû, êîòîðûå ìîæíî îïðåäåëèòü ïðè
ïîìîùè ââåäåííûõ âûðàæåíèé àëãåáðû ïðî-
öåññîâ, èìåþò òîëüêî êîíå÷íûå âû÷èñëåíèÿ.
Ïîýòîìó èõ ïðîöåññíûå ãðàôû êîíå÷íû, è èõ
ïîâåäåíèå ëåãêî àíàëèçèðîâàòü.
À êàê ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîöåññû, èìåþùèå
áåñêîíå÷íûå âû÷èñëåíèÿ?



Ðåêóðñèÿ

Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ, èìåþùèõ

íåîãðàíè÷åííî äëèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äâà èç íèõ: îïåðàòîð

ðåïëèêàöèè è ðåêóðñèâíûå óðàâíåíèÿ.

Îïåðàòîð ðåïëèêàöèè ! â àëãåáðå ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì

îïåðàòîðà èòåðàöèè Êëèíè â àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ ìíîæåñòâ.

Ñèíòàêñè÷åñêîå îïðåäåëåíèå, ââîäÿùåå îïåðàòîð ðåïëèêàöèè

òàêîâî:

I åñëè p ∈ Proc , òî !p ∈ Proc .

Ñåìàíòèêà îïåðàòîðà ðåïëèêàöèè îïðåäåëÿåòñÿ òîæäåñòâîì

R! : !p ≡ p ‖!p äëÿ ëþáûõ p ∈ Proc.



Ðåêóðñèÿ

Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàòîðà ðåïëèêàöèè � îïèñàíèå

ñèñòåìû ïåðåäà÷è äàííûõ ïî êàíàëó ñâÿçè ñ ïîäòâåðæäåíèåì:

!(send .ack.nil) ‖!(send .ack .nil)

≡ !(send .ack .nil) ‖ send .ack .nil ‖ send .ack .nil ‖!(send .ack .nil)

mes−→ !(send .ack .nil) ‖ ack.nil ‖ ack.nil ‖!(send .ack.nil)

repl−→ !(send .ack .nil) ‖!(send .ack.nil)



Ðåêóðñèÿ

Äðóãîé, áîëåå îáùèé ñïîñîá îïèñàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ïðîöåññîâ

� îïðåäåëÿòü èõ, êàê ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ

ïðîöåññíûå ïåðåìåííûå.

Äîáàâèì ê ìíîæåñòâó èìåí Names ìíîæåñòâî ïðîöåññíûõ

ïåðåìåííûõ X è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññíûå âûðàæåíèÿ

íàä ìíîæåñòâîì áàçîâûõ ñèìâîëîâ Names ∪ X .

Òîãäà ðåêóðñèâíîé ñïåöèôèêàöèåé ïðîöåññîâ íàçûâàåòñÿ

ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà

X1 = Φ1(X1, . . . ,Xk )
dots

Xk = Φk (X1, . . . ,Xk )

ãäå X1, . . . ,Xk � ïðîöåññíûå ïåðåìåííûå, à Φ1, . . . ,Φk �

ïðîöåññíûå òåðìû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò óêàçàííûõ

ïåðåìåííûõ.



Ðåêóðñèÿ

Íàïðèìåð, ñèñòåìó ïåðåäà÷è äàííûõ ïî êàíàëó ñâçè ñ

ïîäòâåðæäåíèåì ìîæíî îïèñàòü âîò òàêîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

S = X1 ‖ X2

X1 = send .ack .nil ‖ X1

X2 = send .ack .nil ‖ X2

Çàäà÷à.

Êàêîâî ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé

X = Y ‖ Z
Y = a + Z
Z = ā.Z + nil



Ðåêóðñèÿ

Îäíàêî íå âñÿêàÿ ñèñòåìà ïðîöåññíûõ óðàâíåíèé èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ýòî ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ëèøü äëÿ ïðåäîõðàíÿåìûõ ñèñòåì

óðàâíåíèé (guarded recursive speci�cations), ñîñòîÿùèõ èç

óðàâíåíèé âèäà

Xi = a1.Ψ1(X1, . . . ,Xk )+· · ·+am.Ψm(X1, . . . ,Xk )+b1.nil+· · ·+b`.nil.

Çàäà÷à.

Íàéäèòå ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé,

ñîñòîÿùèõ èç óðàâíåíèé âèäà

Xi = a1.Xi1 + · · ·+ am.Xim + b1.nil + · · ·+ b`.nil.



Àáñòðàêöèÿ

Êîãäà ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ïîâåäåíèÿ êàêîé-íèáóäü ñëîæíîé

ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû (íàïðèìåð, ìèêðîýëåêòðîííîé ñõåìû

èëè îïåðàöèîííîé ñèñòåìû), ìíîãèå äåéñòâèÿ, âûïîëíÿåìûå

ñèñòåìîé, áûâàþò íåäîñòóïíû äëÿ íàáëþäåíèÿ èëè ïîïðîñòó

íåèíòåðåñíû.

Òàêèå äåéñòâèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ëèøåííûìè èíäèâèäóàëüíûõ

îòëè÷èòåëüíûõ ÷åðò, íåîòëè÷èìûìè äðóã îò äðóãà, ñêðûòûìè

îò íàáëþäåíèÿ. Äëÿ èõ îáîçíà÷åíèÿ ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíîå

ñêðûòíîå äåéñòâèå τ .

Äëÿ ðàáîòû ñî ñêðûòíûì äåéñòâèåì èñïîëüçóþòñÿ îïåðàöèÿ

àáñòðàêöèè è îòíîøåíèå âåòâÿùåéñÿ áèñèìóëÿöèè.

Àáñòðàêöèÿ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ¾íåâèäèìûìè¿ íåêîòîðûå

äåéñòâèÿ ñèñòåìû, à âåòâÿùàÿñÿ áèñèìóëÿöèÿ ïîçâîëÿåò

îöåíèâàòü ñõîæåñòü ïîâåäåíèÿ äâóõ ñèñòåì, èãíîðèðóÿ ýòè

¾íåâèäèìûìè¿ äåéñòâèÿ.



Àáñòðàêöèÿ

Îïåðàöèÿ àáñòðàêöèè.

Ïóñòü çàäàíî ïðîöåññíîå âûðàæåíèå p è âûäåëåíî íåêîòîðîå

ïîäìíîæåñòâî âíóòðåííèõ äåéñòâèé I , I ⊆ E .

Òîãäà àáñòðàêöèé ïðîöåññà p îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà I
íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ τI (p) , êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé â

ïðîöåññå p è âî âñåõ âû÷èñëåíèÿõ ýòîãî ïðîöåññà âñåõ äåéñòâèé

èç ìíîæåñòâà I ñêðûòíûì äåéñòâèåì τ

Íàïðèìåð, åñëè I = {c , e} è ϕ(a) = c , òî

τI

(
a.d .nil ‖ ā.e.nil

)
= a.d .nil ‖ ā.τ.nil

è âû÷èñëåíèå ïðîöåññà τI (p) èìååò âèä

a.d .nil ‖ ā.τ.nil
τ−→ d .nil ‖ τ.nil τ−→ d .nil

d−→ nil



Àëãåáðà ïðîöåññîâ: ñèíòàêñèñ

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ ðàáîòà êîôåéíîé ìàøèíû � ýòî

àáñòðàêöèÿ åå ïðîöåññà îò íåâèäèìûõ äëÿ ÷åëîâåêà äåéñòâèé

make, fill :

τ{make,fill}(System) : User ‖ τ{make,fill}(Machine)

User = coin.Choice.button.wait.bring .nil
Choice = (espresso.nil) + (americano.nil)

τ{make,fill}(Machine) = coin.(espresso.nil) + (americano.nil).
button.(τ.fill .nil) ‖ fill .bring .nil).nil,

ãäå ϕ(fill) = τ



Âåòâÿùàÿñÿ áèñèìóëÿöèÿ

Îòíîøåíèå âåòâÿùåéñÿ áèñèìóëÿöèè.

Ñèììåòðè÷íîå è ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå
B , B ⊆ Proc × Proc , íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì
âåòâÿùåéñÿ áèñèìóëÿöèè , åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùåìó òðåáîâàíèþ:
åñëè pBq è p

x−→ p′ , òî âåðíî îäíî èç äâóõ

1. ëèáî x = τ è p′Bq ,

2. ëèáî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïåðåõîäîâ

q
τ−→ q1

τ−→ · · · τ−→ qn
x−→ q′ ,

äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ îòíîøåíèå p′Bq′ , à
òàêæå îòíîøåíèÿ pBqi äëÿ âñåõ i , 1 ≤ i ≤ n .



Âåòâÿùàÿñÿ áèñèìóëÿöèÿ

yp

y
q

Äëÿ ëþáîé ïàðû ïðîöåññîâ p è q



Âåòâÿùàÿñÿ áèñèìóëÿöèÿ

yp

y
q

B

Äëÿ ëþáîé ïàðû ïðîöåññîâ p è q åñëè pBq



Âåòâÿùàÿñÿ áèñèìóëÿöèÿ

yp

y
q

B

- yp′x

Äëÿ ëþáîé ïàðû ïðîöåññîâ p è q åñëè pBq è p
x−→ p′,



Âåòâÿùàÿñÿ áèñèìóëÿöèÿ
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Äëÿ ëþáîé ïàðû ïðîöåññîâ p è q åñëè pBq è p
x−→ p′,

ëèáî x = τ è p′Bq
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Äëÿ ëþáîé ïàðû ïðîöåññîâ p è q åñëè pBq è p
x−→ p′,

ëèáî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ



Âåòâÿùàÿñÿ áèñèìóëÿöèÿ

yp

y
q

B

- yp′x

-τ y
q1

-τ r r r -τ y
qn

-x y
q′

H
HHH

HHH
HHH

HHH
HHHH

B

Äëÿ ëþáîé ïàðû ïðîöåññîâ p è q åñëè pBq è p
x−→ p′,

ëèáî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ
äëÿ êîòîðîé p′Bq′,
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Äëÿ ëþáîé ïàðû ïðîöåññîâ p è q åñëè pBq è p
x−→ p′,

ëèáî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ
äëÿ êîòîðîé p′Bq′, à òàêæå pBqi äëÿ âñåõ i , 1 ≤ i ≤ n
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Ïðèìåðû.

Â îòíîøåíèè âåòâÿùåéñÿ áèñèìóëÿöèè íàõîäÿòñÿ
ïðîöåññû

1. a.nil , τ.a.nil è a.τ.nil

2. a.nil + τ.(a.nil + b.nil).nil è
τ.(a.nil + b.nil).nil + b.nil

3. a.nil + b.nil. è τ.a.nil + b.nil

Ïî÷åìó?
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Ïðèìåðû.

Ñëåäóþùèå ïàðû ïðîöåññîâ íå íàõîäÿòñÿ â
îòíîøåíèè âåòâÿùåéñÿ áèñèìóëÿöèè:

4. a.nil + b.nil è τ.a.nil + b.nil
(èíà÷å τ óæå íå áûëî áû ñêðûòíûì äåéñòâèåì �
îíî ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ äåéñòâèÿ a , íî íå
ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ äåéñòâèÿ b )

5. a.nil + b.nil è τ.a.nil + τ.b.nil

Ïî÷åìó?
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Ïðèìåíåíèå àëãåáðû ïðîöåññîâ

Àëãåáðû ïðîöåññîâ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ
ñïåöèôèêàöèè è âåðèôèêàöèè ðàñïðåäåëåííûõ
èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïðîöåññîâ.

Òåõíîëîãèÿ ïðèìåíåíèÿ àëãåáðû ïðîöåññîâ
òàêîâà.



Ïðèìåíåíèå àëãåáðû ïðîöåññîâ
1. Òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ïðîåêòèðóåìîé

ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìå, � òåõíè÷åñêîå çàäàíèå �

çàïèñûâàþòñÿ íà îäíîì èç ÿçûêîâ ôîðìàëüíûõ ñïåöèôèêàöèé

(íàïðèìåð, íà ÿçûêå îäíîé èç òåìïîðàëüíûõ ëîãèê).

Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì, ñïåöèôèêàöèÿ Spec èññëåäóåòñÿ

íà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ïðè ïîìîùè îäíîé èç ñèñòåì

àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì.

2. Ìîäåëü ïðîåêòèðóåìîé ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû

îïèñûâàåòñÿ ÿâíî èëè íåÿâíî (ïðè ïîìîùè ïðîöåññíûõ

óðàâíåíèé Eq ) â àëãåáðå ïðîöåññîâ.

Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îïèñàíèþ ïðîòîêîëà

âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîöåññîâ ïðîåêòèðóåìîé ñèñòåìû.

3. Âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå p1, . . . , pN ñèñòåìû ïðîöåññíûõ

óðàâíåíèé Eq , îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå ïðîåêòèðóåìîé

ñèñòåìû, è ñòðîèòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ êîìïîçèöèÿ

Model = p1 ‖ · · · ‖ pN , êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ìîäåëü

ïðîåêòèðóåìîé ñèñòåìû.



Ïðèìåíåíèå àëãåáðû ïðîöåññîâ

4. Ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà ñîîòâåòñòâèÿ ïîñòðîåííîé ìîäåëè

Model çàäàííîé ñïåöèôèêàöèè Spec : Γ(Model) |= Spec .
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíÿþòñÿ èíñòðóìåíòû

âåðèôèêàöèè ìîäåëåé ïðîãðàìì (model checking).

Îáíàðóæåííûå îøèáêè óñòðàíÿþòñÿ çà ñ÷åò óòî÷íåíèÿ

ñïåöèôèêàöèè ïðîåêòà èëè èçìåíåíèÿ ìîäåëè ïðîåêòà.

5. Íà îñíîâå ïîñòðîåííîé ìîäåëè Model ñîçäàåòñÿ ïðîãðàììíàÿ
ðåàëèçàöèÿ ïðîåêòèðóåìîé ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû Prog .

Íà êàæäîì ýòàïà ñîçäàíèÿ ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû

I åå ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ Prog òðàíñëèðóåòñÿ â

âûðàæåíèå àëãåáðû ïðîöåññîâ Syst ,

I ê ýòîìó âûðàæåíèþ ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ àáñòðàêöèè

Abstr = τI (Syst) , ñêðûâàþùàÿ âñå íåñóùåñòâåííûå

äåéñòâèÿ ïðîöåññà-ðåàëèçàöèè,

I ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà îòíîøåíèÿ âåòâÿùåéñÿ áèñèìóëÿöèè

Abstr ∼br Model .



Ïðèìåíåíèå àëãåáðû ïðîöåññîâ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãàðàíòèðóåò

Γ(Model) |= Spec ⇔ Γ(Syst) |= Spec .

Íî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé òåîðèåé íàäî
ñïðàâèòüñÿ ñ çàäà÷àìè

1. ðåøåíèÿ ñèñòåì ïðîöåññíûõ óðàâíåíèé
Eq ⇒ Model ,

2. âåðèôèêàöèè ìîäåëåé ïðîãðàìì
Γ(Model) |= Spec ,

3. àáñòðàêöèè ïðîãðàìì
Prog ⇒ Syst ⇒ Abstr = τI (Syst) ,

4. ïðîâåðêè áèñèìóëÿöèîííîé ýêâèâàëåíòíîñòè
Abstr ∼br Model .
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