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Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü. NP-ïîëíîòà.
Òåîðåìà Êóêà � Ëåâèíà

Ìàøèíû Òüþðèíãà. Òåðìèí �ìàøèíà Òüþðèíãà�
(ñîêðàùåííî ÌÒ) óïîòðåáëÿåòñÿ çäåñü äëÿ îäíîëåíòî÷íûõ
äåòåðìèíèðîâàííûõ. ìàøèí, èçó÷àâøèõñÿ íà ïåðâîì êóðñå.
Íåêîòîðîå (íåïðèíöèïèàëüíîå) îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ìû ðàññìàòðèâàåì ÌÒ ñ îäíîñòîðîííåé ðàçäåëåííîé íà
ÿ÷åéêè ëåíòîé, áåñêîíå÷íîé âïðàâî. Àëôàâèò ëåíòû ÌÒ
îáîçíà÷èì ÷åðåç A , à ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé � ÷åðåç Q .
Ñèìâîëîì q1 îáîçíà÷àåòñÿ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, ñèìâîëîì
a1 � ïóñòîé ñèìâîë, ïðèñóòñòâóþùèé ïî îïðåäåëåíèþ â
àëôàâèòå A . Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñëîâî
w = b1b2...bn , îáðàáàòûâàåìîå ÌÒ, çàïèñàíî â ïåðâûõ n
ÿ÷åéêàõ ëåíòû, à âñå îñòàëüíûå ÿ÷åéêè ëåíòû ñîäåðæàò
ñèìâîë a1 .

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Äåòåðìèíèðîâàííîñòü ÌÒ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû
âèäà (a, q) , ãäå a � ñèìâîë âõîäíîãî àëôàâèòà, à q �
ñèìâîë ñîñòîÿíèÿ, â ïðîãðàììå ÌÒ ïðèñóòñòâóåò íå áîëåå
îäíîé êîìàíäû âèäà: aq → a′q′d , íà÷èíàþùåéñÿ ñ aq .
Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë êîìàíäû aq → a′q′d òàêîâ: åñëè
ñ÷èòûâàþùåå óñòðîéñòâî â îáîçðåâàåìîé èì ÿ÷åéêå
îáíàðóæèëî ñèìâîë a è ïðè ýòîì ìàøèíà Òüþðèíãà
íàõîäèòñÿ â ñîîòîÿíèè q , òî ñëåäóåò çàìåíèòü ñèìâîë â
îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêå íà a′ , ìàøèíå Òüþðèíãà ïåðåéòè â
ñîñòîÿíèå q′ , à ñ÷èòûâàþùåìó óñòðîéñòâó ñîâåðøèòü
ïåðåìåùåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ñèìâîëîì d ∈ {L, S,R} (L �
ñäâèíóòüñÿ íà îäíó ÿ÷åéêó âëåâî, S � îñòàòüñÿ íà ìåñòå, R
� ñäâèíóòüñÿ íà îäíó ÿ÷åéêó âïðàâî). Ïðîãðàììà ÌÒ
ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìàíä.
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Ïóñòü â ïðîöåññå ðàáîòû ÌÒ íà íåêîòîðîì òàêòå t
îêàçàëîñü, ÷òî íà ëåíòå çàïèñàíî ñëîâî w = b1b2...bm , ÌÒ
íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè qj , ãîëîâêà ÌÒ îáîçðåâàåò ÿ÷åéêó ñ
íîìåðîì k . Êîíôèãóðàöèåé (ìãíîâåííûì îïèñàíèåì),
ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó òàêòó t , íàçûâàåòñÿ ñëîâî âèäà
Ct = b1b2...bk−1qjbk...bm . Êîíôèãóðàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïåðâîìó òàêòó, íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíîé, à ïîñëåäíåìó (åñëè
ÌÒ îñòàíàâëèâàåòñÿ) � çàêëþ÷èòåëüíîé. Âû÷èñëåíèåì ÌÒ
M íà âõîäå w íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîíôèãóðàöèé C1, C2, ..., Ct, ... , âîçíèêàþùàÿ ïðè ðàáîòå ÌÒ
M íà ñëîâå w . Âðåìÿ ðàáîòû tM (w) ÌÒ M íà âõîäå w
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî êîíôèãóðàöèé â âû÷èñëåíèè ÌÒ M
íà âõîäå w . Åñëè âû÷èñëåíèå áåñêîíå÷íî, ïîëàãàåì
tM (w) = ∞ . Ïóñòü ñðåäè ñîñòîÿíèé ÌÒ èìåþòñÿ
âûäåëåííûå çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ � ïðèíèìàþùåå è
îòâåðãàþùåå. Òîãäà âû÷èñëåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèíèìàþùèì
(îòâåðãàþùèì), åñëè îíî çàêàí÷èâàåòñÿ â ïðèíèìàþùåì
(îòâåðãàþùåì) ñîñòîÿíèè.
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Íåäåòåðìèíèðîâàííûå Ìàøèíû Òüþðèíãà. Îòëè÷èå
íåäåòåðìèíèðîâàííîé ÌÒ (ñîêðàùåííî, ÍÌÒ). ñîñòîèò â
òîì, ÷òî â ïðîãðàììå ÍÌÒ äëÿ ïàðû (a, q) â åå ïðîãðàììå
ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü íåñêîëüêî (íî íå áîëåå íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàíííîãî äëÿ çàäàííîé ÌÒ ÷èñëà) êîìàíä,
íà÷èíàþùèõñÿ ñ aq . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì
ñåé÷àñ îáîéòèñü ñëó÷àåì, êîãäà ïàðå aq ñîîòâåòñòâóåò íå
áîëåå äâóõ êîìàíä c íà÷àëîì aq . Ïóñòü â ïðîãðàììå ÍÌÒ
èìååòñÿ ïàðà êîìàíä aq → a′q′L è aq → a′′q′′R . Òîãäà,
íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè q è îáîçðåâàÿ ñèìâîë a íà ëåíòå, ÍÌÒ
ìîæåò âûáðàòü ëþáóþ èç äâóõ âîçìîæíîñòåé: çàïèñàòü â
îáîçðåâàåìóþ ÿ÷åéêó ñèìâîë a′ , ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå q′ è
ñäâèíóòü ãîëîâêó âëåâî, ëèáî çàïèñàòü â îáîçðåâàåìóþ
ÿ÷åéêó ñèìâîë a′′ , ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå q′′ è ñäâèíóòü
ãîëîâêó âïðàâî. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ÍÌÒ êàê áû
ñîçäàåò äâå êîïèè ñàìîé ñåáÿ è ïðîñëåæèâàåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé îáîèõ ñïîñîáîâ äåéñòâèÿ.
Ïîíÿòèå êîíôèãóðàöèè äëÿ ÍÌÒ íå îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, ÷òî
îïðåäåëåíî âûøå.
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Âû÷èñëåíèåì ÍÌÒ íà âõîäå w íàçûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôèãóðàöèé C1, C2, ..., Ct, ... , c
C1 = q1w è òàêàÿ, ÷òî Ci+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Ci ñ ïîìîùüþ
îäíîé èç êîìàíä, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðå a(i)q(i) , ãäå q(i) �
ñèìâîë ñîñòîÿíèÿ, âõîäÿùèé â Ci , à a(i) � áóêâà èç Ci ,
ñòîÿùàÿ ñïðàâà îò q(i) . Âñÿêîå âû÷èñëåíèå ìîæíî
èçîáðàçèòü îðèåíòèðîâàííîé öåïüþ, âåðøèíàìè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ êîíôèãóðàöèè, à êàæäàÿ äóãà ñîåäèíÿþò äâå
ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû. Â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííûõ
ÌÒ âû÷èñëåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âõîäîì. Â ñëó÷àå
ÍÌÒ îáúåäèíåíèå öåïåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèÿì íà
âõîäå w , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèåíòèðîðâàííîå (îò êîðíÿ)
äåðåâî ñ êîðíåì C1 = q1w .
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Ðàñïîçíàâàíèå ÿçûêîâ. Ïóñòü A � êîíå÷íûé àëôàâèò.
×åðåç Aω îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ (êîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) â àëôàâèòå A . ×åðåç ||w|| îáîçíà÷èì
äëèíó ñëîâà w , îïðåäåëÿåìóþ, êàê ÷èñëî áóêâ â w .
Ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî L ⊆ Aω íàçûâàåòñÿ ÿçûêîì â
àëôàâèòå A . Ãîâîðÿò, ÷òî ÌÒ (ÍÌÒ) M ñ äâóìÿ
çàêëþ÷èòåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè (ïðèíèìàþùèì è
îòâåðãàþùèì) ðàñïîçíàåò ÿçûê L , åñëè äëÿ âñÿêîãî ñëîâà
w ∈ Aω ïðèíèìàþùåå âû÷èñëåíèå M íà âõîäå w ñóùåñòâóåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w ∈ L . Â ñëó÷àå, êîãäà w ̸∈ L ,
âñå âû÷èñëåíèÿ ëèáî áåñêîíå÷íû, ëèáî ÿâëÿþòñÿ
îòâåðãàþùèìè. Ãîâîðÿò, ÷òî ÌÒ (ÍÌÒ) M ðàñïîçíàåò ÿçûê
L çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè îíà ðàñïîçíàåò L è
ñóùåñòâóåò ïîëèíîì p òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñëîâà w ∈ L
ñóùåñòâóåò ïðèíèìàþùåå âû÷èñëåíèå äëèíû, íå
ïðåâûøàþùåé p(||w||) .
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×åðåç P îáîçíà÷èì êëàññ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ
äåòåðìèðíèðîâàííûìè ÌÒ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. ×åðåç
Π îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé âèäà f : Aω → Aω ,
âû÷èñëÿåìûõ äåòåðìèíèðîâàííûìè ÌÒ çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Ïóñòü L è K � ÿçûêè. Ãîâîðÿò, ÷òî L
(ïîëèíîìèàëüíî) ñâîäèòñÿ ê K (îáîçíà÷åíèå L ≺ K ), åñëè
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ Π òàêàÿ, ÷òî f(w) ∈ K ⇔ w ∈ L .
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ßçûêè L è K (ïîëèíîìèàëüíî) ýêâèâàëåíòíû, åñëè K ≺ L
è L ≺ K . Êëàññ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ ÍÌÒ çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç NP. ßçûê L
íàçûâàåòñÿ (ïîëèíîìèàëüíî) ïîëíûì èëè NP-ïîëíûì, åñëè
1) L ∈ NP ,
2) K ∈ NP ⇒ K ≺ L .
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Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè L ≺ K è K ≺ H , òî L ≺ H .

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè K ∈ P è L ≺ K , òî L ∈ P .

Óòâåðæäåíèå 3. P ⊆ NP .

Óòâåðæäåíèå 4. Ëèáî âñå NP-ïîëíûå ÿçûêè ïðèíàäëåæàò
P, ëèáî íè îäèí èç íèõ íå ïðèíàäëåæèò P. Ïåðâîå èìååò
ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P = NP .
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Òåîðåìà Êóêà � Ëåâèíà

ßçûê ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (ñîêðàùåííî ÂÛÏ) ñîñòîèò èç
ñëîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé âûïîëíèìûå ÊÍÔ, ò. å. ÊÍÔ,
íå ðàâíûå òîæäåñòâåííî 0 , â íåêîòîðîì êîíå÷íîì àëôàâèòå
A , ñîäåðæàùåì ñèìâîëû ( , ) , & , ∨ , ¬ , à òàêæå ñèìâîëû
äëÿ çàïèñè íàçâàíèé ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 1 (Ñ.À. Êóê � Ë.À. Ëåâèí, íåçàâèñèìî,
1971). Çàäà÷à ÂÛÏ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü:
äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî åñëè L ∈ NP , òî L ≺ ÂÛÏ.
Âòîðàÿ ÷àñòü: äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî çàäà÷à ÂÛÏ
ïðèíàäëåæèò êëàññó NP .
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Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè. Ïóñòü L ⊆ Σω . Ïîñêîëüêó
L ∈ NP , òî ñóùåñòâóåò ÍÌÒ, ðàñïîçíàþùàÿ ÿçûê L çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ïóñòü ïîëèíîì p(x) è ÍÌÒ M
òàêîâû, ÷òî M ðàñïîçíàåò L è tM (w) ≤ p(||w||) äëÿ ëþáîãî
ñëîâà w ∈ L . Ìû óêàæåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïî
ïðîèçâîëüíîìó ñëîâó w ÊÍÔ A(w) = A(w,M, p) ,
âûïîëíèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w ∈ L . Òåì ñàìûì
áóäåò óêàçàíî îòîáðàæåíèå f : Aω → Aω , óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ f(w) ∈ L ⇔ A(w) ∈ ÂÛÏ. Ïðèíàäëåæíîñòü
ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ f êëàññó Ï ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.
Çàíóìåðóåì ÿ÷åéêè îäíîñòîðîííåé ëåíòû ÍÌÒ M ñëåâà
íàïðàâî íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ïóñòü Σ = {a1, a2, ..., al} �
àëôàâèò ëåíòû ÍÌÒ M , {q1, q2, ..., qr} � ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé ÍÌÒ, w ∈ Σω � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî äëèíû n .
Ïîëîæèì T = ⌊p(n)⌋ . Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÌÒ çàêàí÷èâàåò
ðàáîòó íå áîëåå ÷åì çà p(n) òàêòîâ, òî ÿ÷åéêè ëåíòû ñ
íîìåðàìè áîëüøèìè, ÷åì T , íå ïîñåùàþòñÿ ñ÷èòûâàþùèì
óñòðîéñòâîì ìàøèíû Òüþðèíãà.
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Ââåäåì ëîãè÷åñêèå (áóëåâû) ïåðåìåíííûå, îò êîòîðûõ áóäåò
çàâèñåòü ñòðîÿùàÿñÿ ÊÍÔ A(w) .
P i
s,t , ãäå 1 ≤ i ≤ l ; 1 ≤ s, t ≤ T . Ïåðåìåííàÿ P i

s,t èñòèííà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÿ÷åéêà ñ íîìåðîì s íà øàãå t
ñîäåðæèò ñèìâîë ai
Qi

t , ãäå 1 ≤ i ≤ r ; 1 ≤ t ≤ T . Ïåðåìåííàÿ Qi
t èñòèííà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà íà øàãå t ÍÌÒ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
qi .
Ss,t, ãäå 1 ≤ s, t ≤ T . Ïåðåìåííàÿ Ss,t èñòèííà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà íà øàãå t ÿ÷åéêà ñ íîìåðîì s
îáîçðåâàåòñÿ ãîëîâêîé.
ÊÍÔ A(w) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé B & C &D & E & F &G ,
îáðàçîâàííîé ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ôîðìóëà B óòâåðæäàåò, ÷òî íà êàæäîì øàãå t îáîçðåâàåòñÿ
îäíà è òîëüêî îäíà ÿ÷åéêà. Ôîðìóëà B ÿâëÿåòñÿ
êîíúþíêöèåé B1 &B2 & ...&BT , ãäå Bt óòâåðæäàåò, ÷òî íà
øàãå t îáîçðåâàåòñÿ îäíà è òîëüêî îäíà ÿ÷åéêà

Bt = (S1,t ∨ S2,t ∨ ... ∨ ST,t) & &
1≤i<j≤T

(S̄i,t ∨ S̄j,t).

Äëÿ 1 ≤ s, t ≤ T ôîðìóëà Cs,t óòâåðæäàåò, ÷òî íà øàãå t â
ÿ÷åéêå s íàõîäèòñÿ îäèí è òîëüêî îäèí ñèìâîë, à C
ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé âñåõ òàêèõ Cs,t .
Ôîðìóëà D óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ÍÌÒ íàõîäèòñÿ
ðîâíî â îäíîì ñîñòîÿíèè. Ôîðìóëû C è D ñòðîÿòñÿ
àíàëîãè÷íî B .
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Ôîðìóëà E óòâåðæäàåò, ÷òî âûïîëíåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

E = Q1
1&S1,1&P i1

1,1&P i2
2,1&...&P in

n,1&P 1
n+1,1&...&P 1

T,1,

ãäå w = ai1ai2 ...ain , q1 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è a1 � ïóñòîé
ñèìâîë.
Ôîðìóëà F óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ïðåîáðàçîâàíèå
ñëîâà íà ëåíòå, ñäâèã ñ÷èòûâàþùåãî óñòðîéñòâà è èçìåíåíèå
ñîñòîÿíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîãðàììîé
ÍÌÒ. Åñëè æå ÿ÷åéêà íå îáîçðåâàåòñÿ, òî ñîäåðæèìîå åå íå
èçìåíÿåòñÿ. F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ ôîðìóë Fs,t

ïî âñåì s, t .

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Ôîðìóëà Fs,t óòâåðæäàåò:
1) åñëè íà øàãå t ÿ÷åéêà ñ íîìåðîì s íå îáîçðåâàåòñÿ íà
øàãå t , òî ñèìâîë, íàõîäÿùèéñÿ â íåé, íå èçìåíÿåòñÿ;
2) åñëè æå s-ÿ ÿ÷åéêà îáîçðåâàåòñÿ íà øàãå t , òî èçìåíåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ è ñèìâîëà â îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêå, à òàêæå ñäâèã
ãîëîâêè ïðîèçâîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîãðàììîé ÍÌÒ ïî
ñèìâîëó, íàõîäÿùåìóñÿ â s-é ÿ÷åéêå, è ñîñòîÿíèþ ÍÌÒ.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Ïóñòü Rs,t,i,j îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: ïðè óñëîâèè, ÷òî íà øàãå
t îáîçðåâàåòñÿ ÿ÷åéêà s , â îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêå çàïèñàí
ñèìâîë ai , à ÍÌÒ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè qj , ñëåäóåò, ÷òî
ÍÌÒ äåéñòâóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ îäíîé èç êîìàíä,
íà÷èíàþùèõñÿ ñ ïàðû aiqj . Ïóñòü, íàïðèìåð, â ïðîãðàììå
ÍÌÒ ïðèñóòñòâóþò ðîâíî äâå êîìàíäû ñ íà÷àëîì aiqj :
aiqj → ai1qj1L è aiqj → ai2qj2R . Òîãäà âûñêàçûâàíèå Rs,t,i,j

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Rs,t,i,j = P̄ i
s,t ∨ Q̄j

t ∨ P i1
s,t+1Q

j1
t+1Ss−1,t+1 ∨ P i2

s,t+1Q
j2
t+1Ss+1,t+1.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Âûñêàçûâàíèå Fs,t èìååò âèä:

Fs,t = S̄s,t&

(
&

1≤i≤l
(P̄ i

s,t ∨ P i
s,t+1)

)
∨Ss,t&

(
&

1≤i≤l
&

1≤j≤r
Rs,t,i,j

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû äëÿ Ri,j è Fs,t , âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ÿâëÿþòñÿ ÊÍÔ. Îäíàêî êàæäóþ èç íèõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü,
íàïðèìåð, ñîâåðøåííîé ÊÍÔ. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè
ôèêñèðîâàííûõ s è t ÷èñëî ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ çàâèñÿò
ýòè ôîðìóëû, îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò l
è r . Ïîýòîìó ïîñëå ïåðåõîäà ê ÊÍÔ ïîëó÷àòñÿ ôîðìóëû,
äëèíà êîòîðûõ òàêæå îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé,
çàâèñÿùåé òîëüêî îò l è r .

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Íàêîíåö, ôîðìóëà G óòâåðæäàåò, ÷òî íà íåêîòîðîì øàãå
ÍÌÒ ïðèäåò â ïðèíèìàþùåå çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå.
Ïóñòü òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ qr . Èìååì

G = Qr
1 ∨Qr

2 ∨ · · · ∨Qr
T .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì
ôîðìóëà A îáëàäàåò âñåìè òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Ïåðâàÿ
÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè. Ïóñòü â ÊÍÔ K
âñòðå÷àþòñÿ ïåðåìåííûå x1, ..., xn (íå îáÿçàòåëüíî
ñóùåñòâåííûå äëÿ ðåàëèçóåìîé ýòîé ÊÍÔ áóëåâîé
ôóíêöèè). Êîäîì ÊÍÔ K ÿâëÿåòñÿ ñëîâî W (K) â àëôàâèòå
{0, 1,&,∨, (, )} , ïîëó÷åííîå çàìåíîé â K êàæäîé áóêâû xσi
äâîè÷íûì ñëîâîì âèäà σα1 . . . αm , ãäå α1 . . . αm ÿâëÿåòñÿ
äâîè÷íûì ðàçëîæåíèåì ÷èñëà i− 1 , ïðè÷åì m = ⌈log2 n⌉ .

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íåäåòåðìèíèðîâàííîé
ìàøèíû Òüþðèíãà (ñîêðàùåííî ÍÌÒ), ðàñïîçíàþùåé ÿçûê
ÂÛÏ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ñîäåðæàòåëüíî ãîâîðÿ,
àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ âûïîëíèìîñòè ÊÍÔ K ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Èìåÿ íà âõîäå ÊÍÔ K , ÍÌÒ M ñíà÷àëà
ñòðîèò äâå ÊÍÔ K0 è K1 , ïîëó÷àþùèåñÿ èç K ïóòåì
ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííîé x1 ñîîòâåòñòâåííî êîíñòàíò
0 è 1. Çàòåì ÍÌÒ M ïîâòîðÿåò ïðîöåäóðó ïîäñòàíîâêè
êîíñòàíò 0 è 1 âìåñòî ïåðåìåííîé x2 è ò. ä. Âñÿêèé ðàç ÍÌÒ
M ïðîñëåæèâàåò ïðîöåññ ïîäñòàíîâêè ïàðàëëåëüíî.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Â ðåçóëüòàòå ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ n ïîäñòàíîâîê âñÿêèé ðàç
áóäåò ïîëó÷åíà íåêîòîðàÿ ÊÍÔ ñ êîíñòàíòàìè âìåñòî
ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà êàæäîé èç òàêèõ ÊÍÔ
åäèíèöå, î÷åâèäíî, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà
äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíîé Òüþðèíãà (à, çíà÷èò, è ÍÌÒ)
çà âðåìÿ (÷èñëî øàãîâ), íå ïðåâîñõîäÿùåå O(L) , ãäå L �
äëèíà êîäà W (K) . Åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÊÍÔ ðàâíà
åäèíèöå, ÍÌÒ îñòàíàâëèâàåòñÿ â ïðèíèìàþùåì ñîñòîÿíèè,
åñëè ÊÍÔ ðàâíà íóëþ, òî � â îòâåðãàþùåì. ÊÍÔ K
âûïîëíèìà, åñëè õîòÿ áû ïðè îäíîé ïîäñòàíîâêå êîíñòàíò
ÍÌÒ îñòàíàâëèâàåòñÿ â ïðèíèìàþùåì ñîñòîÿíèè.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Íåòðóäíî ñîñòàâèòü ïðîãðàììó ÍÌÒ, êîòîðàÿ, èìåÿ íà âõîäå
êîä W (K) ÊÍÔ K , ðåàëèçóåò îïèñàííûå âûøå
ïðåîáðàçîâàíèÿ. ÍÌÒ áóäåò èìåòü ñ÷åò÷èê èíäåêñîâ
ïåðåìåííûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû çíàòü, âìåñòî êàêîé ïåðåìåííîé
â äàííûé ìîìåíò ïîäñòàâëÿþòñÿ êîíñòàíòû. Âûðàáîòàòü êîä
èíäåêñà ïåðåìåííîé íà î÷åðåäíîì øàãå ìîæíî, ïðèáàâèâ 1 ê
äâîè÷íîìó ñ÷åò÷èêó èíäåêñîâ. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ íå áîëåå
O(m) = O(log2 n) øàãîâ.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Ïîäñòàíîâêó êîíñòàíòû âìåñòî áóêâû xσi ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ïîäñòàíîâêó ñïåöèàëüíûõ ñèìâîëîâ
0∗ è 1∗ âìåñòî ïåðâîé êîîðäèíàòû êîäà áóêâû xσi . Ïðè ýòîì
ìû ïîëàãàåì, ÷òî ñèìâîëû 0∗ è 1∗ âõîäÿò â àëôàâèò ÍÌÒ è
îòëè÷íû îò ñèìâîëîâ 0 è 1, èñïîëüçóåìûõ äëÿ êîäèðîâàíèÿ
èíäåêñîâ ïåðåìåííûõ. Îñóùåñòâëÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ñâÿçàííûå ñ ïîäñòàíîâêîé êîíñòàíò âìåñòî ïåðåìåííîé xσi ,
ÍÌÒ ñíà÷àëà äåëàåò âûáîð, êàêóþ èç êîíñòàíò ïîäñòàâëÿòü
(íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ÷àñòü i-ãî ýòàïà) à çàòåì ïîäñòàíîâêà
îñóùåñòâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì. Èìåííî,
ñëåäóåò îòûñêàòü â ñëîâå êîä î÷åðåäíîé áóêâû âèäà xσi è
çàìåíèòü åãî ïåðâûé ðàçðÿä îäíèì èç äâóõ ñèìâîëîâ 0∗ è 1∗ .

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ òîãî, ÷òî çàäàííîå ïîäñëîâî äëèíû
m = ⌈log2 n⌉ ñëîâà W äëèíû L ñîâïàäàåò ñ äâîè÷íîé
çàïèñüþ ÷èñëà i− 1 , õðàíÿùåéñÿ íà ëåíòå, ñêàæåì,
íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ñàìèì ñëîâîì, äîñòàòî÷íî O(mL)
øàãîâ. (Ýòî ëåãêî ïîÿñíèòü, ðåàëèçîâàâ èäåþ
¾ïðîòàñêèâàíèÿ¿ ñëîâà äëèíû m ÷åðåç ñëîâî äëèíû L òàê,
÷òîáû â ïðåäåëàõ ãðàíèö îáùåé ÷àñòè ýòèõ ñëîâ èõ áóêâû
÷åðåäîâàëèñü; ïðè ýòîì áóêâû ñëîâà äëèíû m ëó÷øå
âíà÷àëå çàìåíèòü èõ äóáëÿìè 0̂ , 1̂ . Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîãî
÷èñëà øàãîâ O(mL) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàéòè â ñëîâå äëèíû
L âñå ôðàãìåíòû, ñîâïàäàþùèå ñî ñëîâîì äëèíû m). ×èñëî
òàêèõ çàìåí íå ïðåâîñõîäèò L .

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîì êîäå èíäåêñà ïåðåìåííîé
çàìåíó ïîñëåäíåé íà êîíñòàíòó ìîæíî îñóùåñòâèòü íå áîëåå
÷åì çà O(L2 log2 n) øàãîâ. ßñíî, ÷òî ÷èñëî øàãîâ â êàæäîì
âû÷èñëåíèè íå ïðåâîñõîäèò O(nL2 log2 n) = O(L3) , ãäå L �
äëèíà âõîäà. Çà ýòî âðåìÿ ÍÌÒ ïðèäåò â íåêîòîðîå
çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå. Åñëè ñðåäè çàêëþ÷èòåëüíûõ
ñîñòîÿíèé îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäíî ïðèíèìàþùåå, òî ÊÍÔ K
âûïîëíèìà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íå ÿâëÿåòñÿ
âûïîëíèìîé. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ÍÌÒ ðàñïîçíàåò
ÿçûê ÂÛÏ çà âðåìÿ O(L3) . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Î çàäà÷àõ âûïîëíèìîñòè ÊÍÔ

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ðàçíîâèäíîñòè
çàäà÷ î âûïîëíèìîñòè ÊÍÔ. Îïðåäåëèì k -ÊÍÔ êàê
êîíúþíêöèþ ñêîáîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
äèçúþíêöèåé íå áîëåå k áóêâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ïåðåìåííîé èëè åå îòðèöàíèåì. Çàäà÷à k -ÂÛÏ ñîñòîèò â
ðàñïîçíàâàíèè âûïîëíèìîñòè ïðîèçâîëüíîé k -ÊÍÔ. Çäåñü
äîêàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîñòü çàäà÷è 2-ÂÛÏ è
NP-ïîëíîòà çàäà÷è 3-ÂÛÏ.
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Îïðåäåëèì çàäà÷ó k -ÂÛÏ (ãäå k ∈ N) åå âõîäîì è
ñâîéñòâîì.
ÂÕÎÄ: k -ÊÍÔ K(x1, ..., xn) .
ÑÂÎÉÑÒÂÎ: âûïîëíèìîñòü.

Òåîðåìà 2. 2-ÂÛÏ ∈ P .

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðåäñòàâèì ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ 2-âûïîëíèìîñòè. Èäåÿ àëãîðèòìà
ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò ÊÍÔ K , âûïîëíèìîñòü êîòîðîé
òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ê íîâîé ÊÍÔ K ′ , âûïîëíèìîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà K âûïîëíèìà, è ñîäåðæàùåé íà îäíó
ïåðåìåííóþ ìåíüøå. Ìû îöåíèì ÷èñëî îïåðàöèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ òàêîãî ïåðåõîäà. ßñíî, ÷òî ÷èñëî ñàìèõ
ïåðåõîäîâ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà n ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ
çàâèñèò èñõîäíàÿ ÊÍÔ. Ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ íå áîëåå ÷åì
n− 1 ïåðåõîäîâ òàêîãî òèïà ìû ïîëó÷èì ÊÍÔ Kw ,
ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé. Åå âûïîëíèìîñòü
óñòàíàâëèâàåòñÿ çà ÷èñëî øàãîâ, îãðàíè÷åííîå êîíñòàíòîé.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ñîñòîÿòü â îïèñàíèè
ïåðåõîäà îò K ê Kw è îöåíêè ÷èñëà øàãîâ, äîñòàòî÷íûõ
äëÿ åãî îñóùåñòâëåíèÿ.
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Êîäèðîâàíèå ÊÍÔ. Áóêâû (ò. å. ïåðåìåííûå è èõ îòðèöàíèÿ)
êîäèðóþòñÿ äâîè÷íûìè âåêòîðàìè äëèíû ⌈log2 n⌉+ 1 , ãäå n
� íàèáîëüøèé èíäåêñ ïåðåìåííîé â èñõîäíîé ÊÍÔ. Ïåðâàÿ
êîîðäèíàòà âåêòîðà, ÿâëÿþùåãîñÿ êîäîì íåêîòîðîé áóêâû,
ðàâíà 1, åñëè áóêâà ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, è ðàâíà 0, åñëè
áóêâà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì ïåðåìåííîé. Îñòàëüíûå
êîîðäèíàòû âåêòîðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâîè÷íóþ çàïèñü
óìåíüøåííîãî íà 1 èíäåêñà ïåðåìåííîé. Ñèìâîëû ( , ) , & è
∨ âêëþ÷àþòñÿ â êîäèðóþùèé àëôàâèò. Òàêèì îáðàçîì,
íàïðèìåð, ÊÍÔ K = x1 & (x2 ∨ x̄3) êîäèðóåòñÿ ñëîâîì
W (K) = 100 & (101 ∨ 010) .
Ñêîáêè ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ñîâïàäàþò èëè
îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì áóêâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
èñõîäíàÿ ÊÍÔ íå ñîäåðæèò îäèíàêîâûõ ñêîáîê è ñêîáîê
âèäà (x ∨ x) è (x ∨ x̄) .

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Çà O(l2 log22 n) øàãîâ çàïèñü ïðîèçâîëüíîé ÊÍÔ K ,
ñîäåðæàùåé l áóêâ è çàâèñÿùåé îò n ïåðåìåííûõ, ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü â çàïèñü ýêâèâàëåíòíîé åé ÊÍÔ K̃
êàíîíè÷åñêîãî âèäà, ò. å. ëèáî òàêîé ÊÍÔ, â êîòîðîé íåò
îäèíàêîâûõ ñêîáîê è ñêîáîê âèäà (x ∨ x) è (x ∨ x̄) , è ïðè
ýòîì âñå îäíîáóêâåííûå ñîìíîæèòåëè (åñëè îíè åñòü)
çàâèñÿò îò ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, ëèáî ÊÍÔ âèäà
x& x̄ . Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî O(l) ðàç ïðîâåñòè
ïðîöåäóðó èçáàâëåíèÿ îò íåæåëàòåëüíûõ ïîâòîðîâ
ìíîæèòåëÿ, ïîïðîñòó çàòèðàÿ ýòè ïîâòîðû (êàæäàÿ òàêàÿ
ïðîöåäóðà ïîòðåáóåò, êàê ìû âèäåëè,
O(log2 n · l log2 n) = O(l log22 n) øàãîâ), à çàòåì ïåðåïèñàòü
ÊÍÔ ¾íàáåëî¿ óæå áåç ïðîïóñêîâ çà O((l log2 n)

2) øàãîâ. Â
ñëó÷àå æå íàëè÷èÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ îäíîáóêâåííûõ
ñîìíîæèòåëåé ñëåäóåò ñäåëàòü âûâîä î íåâûïîëíèìîñòè
ÊÍÔ.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



ßñíî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî áóêâ l(K̃) â ÊÍÔ K̃
êàíîíè÷åñêîãî âèäà íå ïðåâîñõîäèò
ln = max(4 ·

(
n
2

)
+ n, 2) ≤ 2n2 , òàê ÷òî n ≤ l(K̃) ≤ 2n2 ; äëÿ

äëèíû L êîäà W (K̃) âåðíû íåðàâåíñòâà:
n log2 n ≤ L ≤ 2n2(4 + log2 n) . Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî èñõîäíàÿ ÊÍÔ � êàíîíè÷åñêîãî âèäà.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Ñëó÷àé, êîãäà K ñîäåðæèò îäíîáóêâåííûå ñîìíîæèòåëè.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îáíàðóæåíèÿ îäíîáóêâåííîãî
ñîìíîæèòåëÿ â ÊÍÔ K ïî åå çàïèñè äëèíû L äîñòàòî÷íî
O(L) øàãîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà áóêâà x ÿâëÿåòñÿ
îäíîáóêâåííûì ñîìíîæèòåëåì ÊÍÔ K , ïåðåõîä ê ÊÍÔ K ′ ,
íå ñîäåðæàùåé áóêâ x è x̄ , îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

x&x = x, x&x̄&F = x&x̄, x&(x∨y) = x, x&(x̄∨y) = x&y.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé (à òàêæå
ïðåîáðàçîâàíèé, ñâîäÿùèõñÿ ê èñïîëüçîâàíèþ
êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèé & è ∨)
ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà A ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ
êàæäîé èç áóêâ x è x̄ . Ïðè ýòîì ëèáî A = xx̄ , ëèáî A = xσ ,
ëèáî A = xσK ′ , ãäå K ′ � ÊÍÔ, íå çàâèñÿùàÿ îò x . ßñíî,
÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ ÊÍÔ íå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé,
âî âòîðîì îíà âûïîëíèìà, à â òðåòüåì îíà âûïîëíèìà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèìà ÊÍÔ K ′ , íå ñîäåðæàùàÿ
íè x , íè x̄ . Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò
ðàáîòó. Â òðåòüåì ïîëó÷àåì ÊÍÔ K ′ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì
ïåðåìåííûõ è ñ íå áîëüøåé äëèíîé êîäà, ÷åì èñõîäíàÿ ÊÍÔ.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Îöåíèì ÷èñëî øàãîâ, äîñòàòî÷íîå äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Êàæäîå èç íèõ ñâîäèòñÿ ê
íàõîæäåíèþ êîäà áóêâû x èëè x̄ , ò. å. ïîäñëîâà äëèíû
⌈log2 n⌉+ 1 , â êîäå ÊÍÔ K äëèíû L è ïîñëåäóþùåì
âû÷åðêèâàíèè åãî èëè çàìåíå âñåãî ñëîâà íà xx̄ . Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé òðåáóåò
íå áîëåå O(L log2 n) øàãîâ íà îáû÷íîé (äåòåðìèíèðîâàííîé)
ìàøèíå Òüþðèíãà, à êîä ÊÍÔ K â êîä ÊÍÔ K ′ ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü íå áîëåå ÷åì çà O(lL log2 n) = O(L2) øàãîâ.
ÊÍÔ K ′ äàëåå ñëåäóåò ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, íà
÷òî ïîòðåáóåòñÿ åùå O(L2) øàãîâ.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Ñëó÷àé, êîãäà îäíîáóêâåííûå ñîìíîæèòåëè îòñóòñòâóþò.
Ïóñòü ÊÍÔ K íå ñîäåðæèò îäíîáóêâåííûõ ñîìíîæèòåëåé è
èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä. Ïóñòü l � ÷èñëî áóêâ â K , n �
÷èñëî ïåðåìåííûõ, L � äëèíà çàïèñè. Òîãäà ïåðåõîä ê ÊÍÔ
K ′ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáèðàåì
íåêîòîðóþ áóêâó x â ÊÍÔ K . Ïóñòü K0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíúþíêöèþ âñåõ äèçúþíêöèé âèäà (x̄ ∨ y) (ãäå y � áóêâà,
îòëè÷íàÿ îò x è x̄), âõîäÿùèõ â K , K1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíúþíêöèþ âñåõ äèçúþíêöèé âèäà (x ∨ z) (ãäå z � áóêâà,
îòëè÷íàÿ îò x è x̄), âõîäÿùèõ â K , à K2 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîíúþíêöèþ âñåõ îñòàëüíûõ äèçúþíêöèé, âõîäÿùèõ â
K . Òàêèì îáðàçîì, ÊÍÔ K0 ïðåäñòàâèìà â âèäå
K0 = &

1≤i≤k
(x̄ ∨ yi) , à K1 ïðåäñòàâèìà â âèäå

K1 = &
1≤j≤m

(x ∨ zj) .

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Çàìåòèì, ÷òî

K0K1K2 = (x̄ ∨ y1 · · · yk)(x ∨ z1 · · · zm)K2.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëà (x̄ ∨ Y )(x ∨ Z) , â êîòîðîé Y
è Z íå çàâèñÿò îò x , âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíèìà ôîðìóëà Y ∨ Z . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî K2 íå
çàâèñèò îò x , àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà K0K1K2

âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèìà ôîðìóëà

(y1 · · · yk ∨ z1 · · · zm)K2 = &
1≤i≤k

&
1≤j≤m

(yi ∨ zj)K2 = K̂.

ÊÍÔ K̂ íå ñîäåðæèò íè x , íè x̄ , à ÷èñëî áóêâ â íåé íå
áîëüøå l + km ≤ l + 4n2 = O(n2) .

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Íåòðóäíî ïîñòðîèòü ìàøèíó Òüþðèíãà, ïðåîáðàçóþùóþ êîä
W (K) â êîä W (K̂) äëèíû O(n2 log2 n) çà
O(n2 · log2 n · n2 log2 n) = O(n4 log22 n) øàãîâ. ÊÍÔ K̂ ,
âîçìîæíî, ñîäåðæèò ñêîáêè âèäà (y ∨ ȳ) èëè (y ∨ y) , à òàêæå
ñêîáêè, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ. Óäàëåíèå
ýòèõ âõîæäåíèé ìîæíî îñóùåñòâèòü çà ÷èñëî øàãîâ, íå
ïðåâîñõîäÿùåå O(l̂2 log22 n) , ãäå l̂ � ÷èñëî áóêâ â K̂ , à,
çíà÷èò, íå áîëåå ÷åì çà O(n4 log22 n) øàãîâ. Â ðåçóëüòàòå
óäàëåíèÿ ëèøíèõ ñêîáîê ïîëó÷èì ÊÍÔ K ′ êàíîíè÷åñêîãî
âèäà ñ ÷èñëîì áóêâ, íå ïðåâîñõîäÿùèì ln−1 ≤ 2(n− 1)2 .
Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò ÊÍÔ K ê ÊÍÔ K ′ îñóùåñòâèì
çà O(n4 log22 n) øàãîâ.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïåðåõîäîâ íå ïðåâîñõîäèò n− 1 ≤ L , òî äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ÊÍÔ â ôîðìóëó, çàâèñÿùóþ íå
áîëåå, ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé, äîñòàòî÷íî
O(n5 log22 n) = O(L5) øàãîâ.
ÊÍÔ Kw çàâèñèò íå áîëåå, ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé, è
èìååò äëèíó, îãðàíè÷åííóþ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé.
Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè: Kw = xx̄ , Kw = (x ∨ x̄) ,
Kw = x , Kw = x̄ . ßñíî, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ î âûïîëíèìîñòè
â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ çà O(1) øàãîâ. Òàêèì îáðàçîì,
ðàñïîçíàâàíèå âûïîëíèìîñòè 2-ÊÍÔ îñóùåñòâèìî çà O(L5)
øàãîâ íà äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Òåîðåìà 3. Çàäà÷à 3-ÂÛÏ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ÂÛÏ ïîëèíîìèàëüíî
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å 3-ÂÛÏ. Äëÿ ýòîãî óêàæåì, êàê
ïðåîáðàçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ ÊÍÔ K â 3-ÊÍÔ K ′ ,
âûïîëíèìóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÊÍÔ K
âûïîëíèìà.
Ïóñòü C = (y1 ∨ · · · ∨ ym) � ñêîáêà, ÿâëÿþùàÿñÿ
ñîìíîæèòåëåì ÊÍÔ K , è m > 3 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç K1

ÊÍÔ, ïîëó÷åííóþ èç K âû÷åðêèâàíèåì ñêîáêè C . Ïóñòü u
� ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â K . Ïîëîæèì
D = (y1 ∨ y2 ∨ u)(y3 ∨ · · · ∨ ym ∨ ū) . Ïîêàæåì, ÷òî ÊÍÔ K
âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÊÍÔ D &K1

âûïîëíèìà.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Ïóñòü α̃ = (α1, . . . , αn) � íàáîð, îáðàùàþùèé ÊÍÔ K â
åäèíèöó. Ïîëîæèì g(x1, . . . , xn) = y1 ∨ y2 è
h(x1, . . . , xn) = y3 ∨ · · · ∨ y2 . Òîãäà g(α̃) ∨ h(α̃) = 1 . Åñëè
g(α̃) = 1 , òî íàáîð β̃ = (α1, . . . , αn, 0) îáðàùàåò ÊÍÔ D &K1

â åäèíèöó (ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà íàáîðà β̃ åñòü çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé u). Åñëè h(α̃) = 1 , òî íàáîð β̃ = (α1, . . . , αn, 1)
îáðàùàåò ÊÍÔ D &K1 â åäèíèöó.
Ïóñòü òåïåðü β̃ = (α1, . . . , αn, β) � íàáîð, îáðàùàþùèé ÊÍÔ
D &K1 â åäèíèöó. Ïóñòü ñíà÷àëà β = 0 . Òîãäà g(α̃) = 1 è,
çíà÷èò, K(α̃) = 1 . Åñëè æå β = 1 , òî h(α̃) = 1 è ïîòîìó
K(α̃) = 1 .

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Óêàçàííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèå ÊÍÔ K â ÊÍÔ D &K1

óìåíüøàåò íà åäèíèöó ÷èñëî áóêâ â ñêîáêå C è óâåëè÷èâàåò
îáùåå ÷èñëî áóêâ íà 2. Ïóñòü m1, ...,mk � âñå á�îëüøèå òðåõ
êîëè÷åñòâà áóêâ â ñêîáêàõ ÊÍÔ K . Òîãäà äîñòàòî÷íî
äîáàâèòü àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì íå áîëåå
2(m1 + · · ·+mk − 3k) áóêâ ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü 3-ÊÍÔ
K∗ , âûïîëíèìóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÊÍÔ K
âûïîëíèìà.
Ïîëèíîìèàëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ î÷åâèäíà. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Íåêîòîðûå NP-ïîëíûå çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ðàñøèðÿåòñÿ ñïèñîê NP-ïîëíûõ çàäà÷.
Äîêàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîòà çàäà÷ 0-1 ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÅ
[ËÈÍÅÉÍÎÅ] ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ, ÊËÈÊÀ,
ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ, ÏÎÊÐÛÒÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ.
Äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû î÷åðåäíîé çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ
ïóòåì ñâåä�åíèÿ ê íåé îäíîé èç óæå èçâåñòíûõ NP-ïîëíûõ
çàäà÷. Ñâåä�åíèå ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè âõîäîâ íåêîòîðîé
çàäà÷è âî âõîä èññëåäóåìîé çàäà÷è ñ óñëîâèåì, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ èëè
íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.
Ïðèíàäëåæíîñòü çàäà÷ êëàññó NP, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ
î÷åâèäíîé è íå äîêàçûâàåòñÿ. Ïîëèíîìèàëüíîñòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîäîâ òàêæå ëåãêî óñìàòðèâàåòñÿ.
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Çàäà÷à 0-1 ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ
(0-1 ÖËÏ)

ÂÕÎÄ: Ìàòðèöà A = (aij) ðàçìåðà p× n è öåëî÷èñëåííûé
âåêòîð b = (b1, ..., bp) .
ÑÂÎÉÑÒÂÎ: Cóùåñòâóåò 0-1-âåêòîð α = (α1, ..., αn) òàêîé,
÷òî AαT ≥ bT .

Òåîðåìà 4. ÂÛÏ ≺ 0-1 ÖËÏ.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K = C1& . . .&Cp � ïðîèçâîëüíàÿ
ÊÍÔ ñ p ñêîáêàìè, çàâèñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn .
Äëÿ i = 1, ..., p , j = 1, ..., n ïîëîæèì

aij =

 1, åñëè áóêâà xj âñòðå÷àåòñÿ â ñêîáêå Ci,
−1, åñëè áóêâà x̄j âñòðå÷àåòñÿ â ñêîáêå Ci,
0, èíà÷å.

à bi ïðèðàâíÿåì ê ðàçíîñòè ÷èñëà 1 è ÷èñëà îòðèöàíèé
ïåðåìåííûõ â ñêîáêå Ci .
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Î÷åâèäíî, ÷òî âõîä çàäà÷è 0-1 ÖËÏ ìîæíî çàäàòü ñëîâîì
äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé O(np) , à ïðåîáðàçîâàíèå çàïèñè
ÊÍÔ K â çàïèñü âõîäà çàäà÷è 0-1 ÖËÏ ìîæíî îñóùåñòâèòü
íà äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ îò äëèíû çàïèñè ÊÍÔ K .
Ïîêàæåì, ÷òî 0-1-âåêòîð α = (α1, ..., αn) òàêîé, ÷òî
AαT ≥ bT , ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÊÍÔ K
âûïîëíèìà.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Çàìåòèì: ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âñÿêîãî âåêòîðà
(ai1, . . . , ain) (îáðàçóþùåãî i-þ ñòðîêó â ìàòðèöå A ,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ñêîáêå Ci ) íà 0-1-âåêòîð α = (α1, ..., αn)
ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì è äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà
(ðàâíîãî âçÿòîìó ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿ ÷èñëó áóêâ ñ
îòðèöàíèÿìè â ñêîáêå Ci ) � ïî âñåì 0-1-âåêòîðàì äëèíû n
� íà âñÿêîì òàêîì è òîëüêî òàêîì âåêòîðå α , â êîòîðîì íà
ìåñòàõ òåõ ïåðåìåííûõ, ÷üè áóêâû âñòðå÷àþòñÿ â ñêîáêå Ci

áåç îòðèöàíèé, íàõîäÿòñÿ íóëè, à íà ìåñòàõ òåõ ïåðåìåííûõ,
÷üè áóêâû âñòðå÷àþòñÿ â ñêîáêå Ci ñ îòðèöàíèÿìè,
íàõîäÿòñÿ åäèíèöû. Íî â òî÷íîñòè íà âñåõ òàêèõ âåêòîðàõ α
è òîëüêî íà íèõ ñêîáêà Ci îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Âûïîëíèìîñòü ÊÍÔ K ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ íàáîðà
α = (α1, ..., αn) çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ òàêîãî, ÷òî K(α) = 1 .
Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , p ðàâåíñòâ Ci(α) = 1 , ÷òî, â ñèëó ïðèâåäåííîãî
âûøå ðàññóæäåíèÿ, ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âñÿêîå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè ìàòðèöû A íà âåêòîð α íå
äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà è ïîòîìó (áóäó÷è
öåëî÷èñëåííûì) íå ìåíüøå ÷åì bi . À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî AαT ≥ bT . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Ïðèìåð. Äëÿ ÊÍÔ K = (x1 ∨ x2)(x̄1 ∨ x̄2 ∨ x3) âõîäîì
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è 0-1 ÖËÏ ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöà

A =

(
1 1 0
−1 −1 1

)
è âåêòîð b = (1,−1) . Ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà AαT ≥ bT

ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû (0, 1, 0) , (0, 1, 1) , (1, 0, 0) , (1, 0, 1) è
(1, 1, 1) . Îíè æå îáðàùàþò ÊÍÔ K â åäèíèöó.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Çàäà÷à ÊËÈÊÀ

ÂÕÎÄ: Ãðàô G = (V,E) , ÷èñëî k .
ÑÂÎÉÑÒÂÎ: Â G ñóùåñòâóåò ïîëíûé ïîäãðàô ñ k
âåðøèíàìè (k -êëèêà).

Òåîðåìà 5. ÂÛÏ ≺ ÊËÈÊÀ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K = C1& . . .&Cp � ïðîèçâîëüíàÿ
ÊÍÔ ñ p ñêîáêàìè, çàâèñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn .
Äëÿ i = 1, ..., p ïóñòü Ci = (yi1 ∨ · · · ∨ yiki) , ãäå yij �
íåêîòîðàÿ áóêâà, ò. å. ïåðåìåííàÿ èëè îòðèöàíèå ïåðåìåííîé.
Ïîëîæèì

V = {⟨y, i⟩ | y åñòü áóêâà èç ñêîáêè Ci, 1 ≤ i ≤ p},

E = {(⟨y, i⟩, ⟨z, j⟩) | i ̸= j, y ̸= z̄},

k = p.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



×èñëî âåðøèí ãðàôà G íå ïðåâîñõîäèò np , à ÷èñëî ðåáåð íå
ïðåâîñõîäèò (np)2 . Ïîýòîìó âõîä çàäà÷è ÊËÈÊÀ ìîæíî
çàêîäèðîâàòü ñëîâîì, äëèíà êîòîðîãî îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì
îò äëèíû çàïèñè ÊÍÔ Ê. ßñíî òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò
ìàøèíà Òüþðèíãà, ïðåîáðàçóþùàÿ çàïèñü ÊÍÔ K â çàïèñü
ãðàôà G è ÷èñëî k çà ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû çàïèñè
ÊÍÔ K âðåìÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåííûé âûøå ãðàô G ñîäåðæèò
k -êëèêó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÊÍÔ K âûïîëíèìà.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Âûïîëíèìîñòü ÊÍÔ K ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ íàáîðà
α = (α1, ..., αn) çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ òàêîãî, ÷òî K(α) = 1 .
Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , p ðàâåíñòâ Ci(α) = 1 , ò. å. â êàæäîé ñêîáêå Ci

íàéäåòñÿ áóêâà yiji , ðàâíàÿ åäèíèöå íà íàáîðå α . Ýòî, â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ ãðàôà G , ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âñå âåðøèíû
⟨yiji , i⟩ (i = 1, p) ïîïàðíî ñîåäèíåíû ðåáðàìè (ò. å. âåðøèíû
ñîîòâåòñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñêîáêàì è ñðåäè èõ áóêâ
íåò ïðîòèâîïîëîæíûõ áóêâ îäíîé ïåðåìåííîé) è îáðàçóþò
êëèêó ïîðÿäêà p , ò. å. k -êëèêó (k = p). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Ïðèìåð. Äëÿ ÊÍÔ K = (x1 ∨ x2)(x̄1 ∨ x̄2 ∨ x3) âõîäîì
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ÊËÈÊÀ ÿâëÿþòñÿ ãðàô G ,
ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå, è ÷èñëî 2.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Çàäà÷à ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ

ÂÕÎÄ: Ãðàô G′ = (V ′, E′) , ÷èñëî l .
ÑÂÎÉÑÒÂÎ: Cóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âåðøèí R òàêîå, ÷òî
|R| ≤ l è ïðè ýòîì êàæäîå ðåáðî ãðàôà G′ èíöèäåíòíî
íåêîòîðîé âåðøèíå èç R .

Òåîðåìà 6. ÊËÈÊÀ ≺ ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå âõîäîâ èìååò âèä:
G′ = (V ′, E′) åñòü äîïîëíåíèå ãðàôà G = (V,E) , l = |V | − k .
Çàìåòèì: ìíîæåñòâî A , A ⊆ V , ÿâëÿåòñÿ êëèêîé â G òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà V \A ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì
äîïîëíåíèÿ Ḡ ýòîãî ãðàôà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A � êëèêà
â G , òî íèêàêîå ðåáðî â Ḡ íå ñîåäèíÿåò íèêàêèå äâå
âåðøèíû â A . Ïîýòîìó âñÿêîå ðåáðî èç Ḡ èíöèäåíòíî õîòÿ
áû îäíîé âåðøèíå èç V \A . Àíàëîãè÷íî, åñëè V \A
ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì ãðàôà Ḡ , òî êàæäîå ðåáðî
èç Ḡ èíöèäåíòíî õîòÿ áû îäíîé âåðøèíå èç V \A . Ïîýòîìó
íèêàêîå ðåáðî íå ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû èç A , à çíà÷èò, A
� êëèêà â G . Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåð. Ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {1, 2, 3, 4} (ñì.
ðèñóíîê (à)) ñîäåðæèò êëèêó {1, 2, 3} . Â ãðàôå Ḡ (ñì.
ðèñóíîê (á)) äîïîëíåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà ïîêðûâàåò âñå
ðåáðà.
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Çàäà÷à ÏÎÊÐÛÒÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

ÂÕÎÄ: Ñåìåéñòâî F = {S1, ..., Sm} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
S òàêîå, ÷òî

⋃
Sj∈F

Sj = S , è ÷èñëî h .

ÑÂÎÉÑÒÂÎ: Cóùåñòâóåò ïîäñåìåéñòâî T ⊆ F òàêîå, ÷òî
|T | ≤ h è ïðè ýòîì

⋃
Sj∈T

Sj = S .

Òåîðåìà 7. ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ ≺ ÏÎÊÐÛÒÈÅ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàí âõîä çàäà÷è ÂÅÐØÈÍÍÎÅ
ÏÎÊÐÛÒÈÅ: ãðàô G′ = (V ′, E′) (V ′ = {v1, . . . , vp}) è ÷èñëî
l . Ïîëîæèì

S = E′, Sj = {(u, vj) | (u, vj) ∈ E′, u ∈ V ′} (j = 1, p), h = l.

Î÷åâèäíî, ïîäñåìåéñòâî T = {Si1 , ..., Sih} ÿâëÿåòñÿ
ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà S (ò. å.

⋃
Sj∈T

Sj = S ) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí
{vi1 , ..., vih} ãðàôà G′ = (V ′, E′) ïîêðûâàåò âñå ðåáðà.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñâîéñòâà çàäà÷ ÂÅÐØÈÍÍÎÅ
ÏÎÊÐÛÒÈÅ è ÏÎÊÐÛÒÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ âûïîëíÿþòñÿ
èëè íå âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îñíîâû êèáåðíåòèêè



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Îñíîâû êèáåðíåòèêè


