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Çàäà÷à èçáðàíèÿ ëèäåðà

Çàäà÷à èçáðàíèÿ ëèäåðà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, èç
êîíôèãóðàöèè, â êîòîðîé âñå ïðîöåññû ïðåáûâàþò â îäíîì è
òîì æå ñîñòîÿíèè, äîñòè÷ü òàêîé êîíôèãóðàöèè, â êîòîðîé
ðîâíî îäèí ïðîöåññ áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè leader , à âñå
îñòàëüíûå ïðîöåññû � â ñîñòîÿíèè lost .

Âûáîðû ëèäåðà ñðåäè ïðîöåññîâ ïðîâîäÿòñÿ, êîãäà íóæíî
âûïîëíèòü êàêîé-íèáóäü öåíòðàëèçîâàííûé àëãîðèòì, è íåò
çàðàíåå çàäàííîãî êàíäèäàòà, êîòîðûé ìîã áû âûñòóïèòü
èíèöèàòîðîì ýòîãî àëãîðèòìà.

Òàêîå ïðîèñõîäèò, êîãäà èíèöèàëèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ â íà÷àëå
ðàáîòû èëè ïîñëå âûõîäà ñèñòåìû èç ñòðîÿ.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî àêòèâíûõ ïðîöåññîâ ìîæåò áûòü çàðàíåå
íåèçâåñòíî, íåëüçÿ íàçíà÷èòü ðàç è íàâñåãäà îäèí èç ïðîöåññîâ
íà ðîëü ëèäåðà.



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è äîïóùåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Àëãîðèòìîì èçáðàíèÿ ëèäåðà íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì,
êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Êàæäûé ïðîöåññ íàäåëåí îäíèì è òåì æå ëîêàëüíûì
àëãîðèòìîì.

2. Àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ äåöåíòðàëèçîâàííûì, ò.å. âû÷èñëåíèå
ìîæåò áûòü èíèöèèðîâàíî ïðîèçâîëüíûì íåïóñòûì
ïîäìíîæåñòâîì ïðîöåññîâ.

3. Àëãîðèòì äîñòèãàåò çàêëþ÷èòåëüíîé êîíôèãóðàöèè â
êàæäîì âû÷èñëåíèè, è â êàæäîé çàêëþ÷èòåëüíîé
êîíôèãóðàöèè ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ïðîöåññ, êîòîðûé
íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè leader à âñå îñòàëüíûå ïðîöåññû
ïðè ýòîì ïðåáûâàþò â ñîñòîÿíèè lost.



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è äîïóùåíèÿ

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî èíîãäà áûâàåò îãðàíè÷åíî ëèøü
òðåáîâàíèåì òîãî, ÷òîáû ðîâíî îäèí ïðîöåññ íàõîäèëñÿ â
ñîñòîÿíèè leader. Åñëè çàäàí àëãîðèòì, óäîâëåòâîðÿþùèé
ýòîìó îñëàáëåííîìó òðåáîâàíèþ, òî åãî ìîæíî ëåãêî
äîïîëíèòü ïîòîêîì ñîîáùåíèé, èíèöèèðîâàííûì ëèäåðîì,
áëàãîäàðÿ êîòîðîìó âñå ïðîöåññû áóäóò îïîâåùåíû î
ðåçóëüòàòàõ âûáîðîâ.

Âî âñåõ àëãîðèòìàõ ïðîöåññ p íàäåëåí ïåðåìåííîé statep ,
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîòîðîé âêëþ÷àåò â ñåáÿ leader è lost.
Èíîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèåì statep ÿâëÿåòñÿ sleep äî
òîãî, êàê p âûïîëíèë õîòü îäèí øàã íàøåãî àëãîðèòìà, è cand

êàê òîëüêî p ïðèñîåäèíèëñÿ ê âû÷èñëåíèþ, íî åùå íå áûë
îñâåäîìëåí î òîì, âûèãðàë èëè ïðîèãðàë îí ýòè âûáîðû.



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è äîïóùåíèÿ

Çàäà÷à î âûáîðàõ èçó÷àåòñÿ â ðàìêàõ ñëåäóþùèõ äîïóùåíèé.

1 Ñèñòåìà âïîëíå àñèíõðîííà. Ïðîöåññû íå èìåþò
äîñòóïà ê îáùèì ÷àñàì, è ïåðåäà÷à ñîîáùåíèé ìîæåò
äëèòüñÿ ñêîëü óãîäíî äîëãî èëè êîðîòêî.

Äîïóùåíèå î ñèíõðîííîé ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé ïî÷òè íå
âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê çàäà÷å î âûáîðàõ:
âñå ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû ìîæíî ïðèìåíÿòü â
ñèñòåìàõ ñ ñèíõðîííîé ïåðåäà÷åé ñîîáùåíèé.

Äîïóùåíèå î ãëîáàëüíîì îòñ÷åòå âðåìåíè (ïðîöåññû ìîãóò
îòñëåæèâàòü ðåàëüíîå âðåìÿ, çàäåðæêà ïåðåäà÷è
ñîîáùåíèÿ îãðàíè÷åíà è ïð.) äåéñòâèòåëüíî îêàçûâàåò
âàæíîå âëèÿíèå íà ðåøåíèå çàäà÷è î âûáîðàõ.



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è äîïóùåíèÿ

2 Êàæäûé ïðîöåññ îïîçíàåòñÿ ïî óíèêàëüíîìó èìåíè,

è ýòî èìÿ èçíà÷àëüíî èçâåñòíî ñàìîìó ïðîöåññó.

Èìåíà ïðîöåññîâ (îòëè÷èòåëüíûå ïðèçíàêè ) îáðàçóþò
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâà P .

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè àëãîðèòìà èçáðàíèÿ ìîæíî ïîñòó-
ëèðîâàòü, ÷òî íà âûáîðàõ ïîáåäèò ïðîöåññ ñ íàèìåíüøèì
(íàèáîëüøèì) ïî ïîðÿäêó îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì.

Òàê âîçíèêàåò çàäà÷à îòûñêàíèÿ íàèìåíüøåãî îòëè÷è-
òåëüíîãî ïðèçíàêà ïîñðåäñòâîì äåöåíòðàëèçîâàííîãî
àëãîðèòìà � çàäà÷à îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìîâ .



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è äîïóùåíèÿ

3 Êàæäîå ñîîáùåíèå ìîæåò ñîäåðæàòü O(w) áèò.

Â êàæäîì ñîîáùåíèè ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ ëèøü
êîíñòàíòíîå ÷èñëî îòëè÷èòåëüíûõ ïðèçíàêîâ ïðîöåññîâ.
Ýòî äîïóùåíèå ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñïðàâåäëèâî
ñîïîñòàâëÿòü ñëîæíîñòü ïî ÷èñëó îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè
äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ.



Âîëíîâûå àëãîðèòìû èçáðàíèÿ ëèäåðà

Îòëè÷èòåëüíûå ïðèçíàêè ïðîöåññîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè ìåæäó ïðîöåññàìè, è àëãîðèòì
èçáðàíèÿ ìîæíî ñïðîåêòèðîâàòü òàê, ÷òîáû âûäåëÿòü ïðîöåññ
ñ íàèìåíüøèì îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì. Íàèìåíüøèé
îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïðîöåññàìè ïî
õîäó îäíîé âîëíû (ïî÷åìó? ).

Çíà÷èò, âûáîðû ìîæíî ïðîâåñòè, çàïóñòèâ âîëíó âû÷èñëåíèÿ
íàèìåíüøåãî îòëè÷èòåëüíîãî ïðèçíàêà, ïîñëå ÷åãî ïðîöåññ ñ
íàèìåíüøèì ïðèçíàêîì ñòàíîâèòñÿ ëèäåðîì. Òàê êàê àëãîðèòì
èçáðàíèÿ äîëæåí áûòü äåöåíòðàëèçîâàííûì, ýòîò ïðèíöèï
ìîæíî ïðèìåíÿòü òîëüêî ê äåöåíòðàëèçîâàííûì âîëíîâûì
àëãîðèòìàì.



Âîëíîâûå àëãîðèòìû èçáðàíèÿ ëèäåðà

Çàäà÷à.

Äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì èçáðàíèÿ ëèäåðà íà îñíîâå çàäà÷è
îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìîâ ÿâëÿåòñÿ âîëíîâûì àëãîðèòìîì, åñëè
ñîáûòèå èçáðàíèÿ ïðîöåññà ëèäåðîì ðàññìàòðèâàòü êàê
ñîáûòèå ðåøåíèÿ.



Âûáîðû ëèäåðà íà äåðåâå

Åñëè òîïîëîãèÿ ñåòè èìååò âèä äåðåâà, èëè â ñåòè åñòü
îñòîâíîå äåðåâî, òî äëÿ âûáîðîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàâàòüñÿ
äðåâåñíûì âîëíîâûì àëãîðèòìîì. Íî çäåñü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
èíèöèàòîðàìè áûëè âñå ëèñòîâûå âåðøèíû.

×òîáû çàïóñòèòü àëãîðèòì, êîãäà ëèøü ÷àñòü ïðîöåññîâ
ÿâëÿþòñÿ èíèöèàòîðàìè, ê íåìó äîáàâëåí ýòàï ïîáóäêè .
Ïðîöåññû, çàòåâàþùèå âûáîðû, íàâîäíÿþò ñåòü ñîîáùåíèÿìè
wakeup. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñîîáùåíèå wakeup ïî âñåì êàíàëàì,
ïðîöåññ çàïóñêàåò äðåâåñíûé âîëíîâîé àëãîðèòì, êîòîðûé
ñíàáæåí ïðèñòàâêîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèìåíüøåãî
îòëè÷èòåëüíîãî ïðèçíàêà.

Êîãäà ïðîöåññ ïðèíèìàåò ðåøåíèå, îí çíàåò èìÿ ëèäåðà; åñëè
ýòî èìÿ ñîâïàäàåò ñ îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì ñàìîãî
ïðîöåññà, òî îí ñòàíîâèòñÿ ëèäåðîì, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí
ïîëó÷àåò ñòàòóñ lost.



Âûáîðû ëèäåðà íà äåðåâå

var wsp : bool init false ;
wrp : integer init 0 ;
recp[q] : bool äëÿ êàæäîãî q ∈ Neighp init false ;
vp : P init p ;
statep : (sleep, leader , lost) init sleep ;

(* Ïîáóäêà *)
begin ifp is initiator then

begin wsp := true ;
forall q ∈ Neighp do send 〈wakeup〉 to q

end;
while wrp < #Neighp do

begin receive 〈wakeup〉 ; wrp := wrp + 1 ;
if not wsp then

begin wsp := true ;
forall q ∈ Neighp do send 〈wakeup〉 to q

end

end;



Âûáîðû ëèäåðà íà äåðåâå

(* Çäåñü íà÷èíàåò ðàáîòàòü äðåâåñíûé àëãîðèòì *)
while #{q : ¬recp[q]} > 1 do

begin

receive 〈tok, r〉 from q ; recp[q] := true; vp := min(vp, r)
end;

send 〈tok, vp〉 to q0 with ¬recp[q0] ;
receive 〈tok, r〉 from q0 ;
vp := min(vp, r); (* ïðèíÿòü ðåøåíèå ñ îòâåòîì vp *)
if vp = p then statep := leader else statep := lost ;
forall q ∈ Neighp, q 6= q0 do send 〈tok, vp〉 to q

end



Âûáîðû ëèäåðà íà äåðåâå

Òåîðåìà 8.1.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó î âûáîðàõ íà
äðåâåñíûõ ñåòÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì O(N) îáìåíîâ
ñîîáùåíèÿìè, çàòðà÷èâàÿ ïðè ýòîì O(D) åäèíèö âðåìåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Êîãäà õîòü îäèí ïðîöåññ çàïóñêàåò äàííûé àëãîðèòì, âñå
ïðîöåññû îòïðàâÿò ñîîáùåíèå 〈wakeup〉 âñåì ñâîèì ñîñåäÿì, è
êàæäûé ïðîöåññ çàïóñòèò âûïîëíåíèå äðåâåñíîãî àëãîðèòìà
ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñîîáùåíèÿ 〈wakeup〉 îò êàæäîãî ñîñåäà. Âñå
ïðîöåññû çàâåðøàò âûïîëíåíèå äðåâåñíîãî àëãîðèòìà ñ îäíèì
è òåì æå çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé v , à èìåííî, íàèìåíüøèì
îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì ñðåäè âñåõ ïðîöåññîâ (ïî÷åìó? ). È
åäèíñòâåííûé ïðîöåññ ñ òàêèì ïðèçíàêîì çàâåðøèò ðàáîòó â
ñîñòîÿíèè leader, à âñå ïðî÷èå ïðîöåññû � â ñîñòîÿíèè lost.



Âûáîðû ëèäåðà íà äåðåâå

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî êàæäîìó êàíàëó ïåðåäàþòñÿ äâà ñîîáùåíèÿ 〈wakeup〉 è äâà
ñîîáùåíèÿ 〈tok, r〉, è ïîýòîìó ñëîæíîñòü ïî ÷èñëó îáìåíîâ
ñîîáùåíèÿìè ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé 4N − 4 .

Ïî èñòå÷åíèè D åäèíèö âðåìåíè ïîñëå òîãî, êàê ïåðâûé
ïðîöåññ çàïóñòèë íàø àëãîðèòì, êàæäûé ïðîöåññ óæå îòïðàâèò
ñîîáùåíèÿ 〈wakeup〉 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïóñòÿ D + 1 åäèíèö
âðåìåíè êàæäûé ïðîöåññ óæå çàïóñòèò âîëíó.

Ïåðâîå ðåøåíèå áóäåò ïðèíÿòî ñïóñòÿ D åäèíèö âðåìåíè ïîñëå
íà÷àëà äâèæåíèÿ âîëíû, à ïîñëåäíåå ðåøåíèå áóäåò ïðèíÿòî
ñïóñòÿ D åäèíèö âðåìåíè ïîñëå ïåðâîãî, è ïîýòîìó îáùåå
çàòðà÷åííîå âðåìÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 3D + 1 . �



Âîëíîâûå àëãîðèòìû èçáðàíèÿ ëèäåðà

Çàäà÷è.

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ñëîæíîñòü ïî âðåìåíè àëãîðèòìà èçáðàíèÿ
ëèäåðà íà äåðåâå ñîñòàâëÿåò 2D.

2. Êàêèì îáðàçîì ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì
èçáðàíèÿ ëèäåðà íà äåðåâå, ÷òîáû ÷èñëî îáìåíîâ
ñîîáùåíèÿìè ñóùåñòâåííî óìåíüøèëîñü?

3. Êàê ïðîâåñòè âûáîðû ëèäåðà â ïðîèçâîëüíîé ñåòè ïðè
ïîìîùè ôàçîâîãî àëãîðèòìà? Êàêîâà áóäåò ñëîæíîñòü
òàêîãî àëãîðèòìà èçáðàíèÿ ëèäåðà ïî ÷èñëó îáìåíîâ
ñîîáùåíèÿìè?

4. Êàê ïðîâåñòè âûáîðû ëèäåðà â ïðîèçâîëüíîé ñåòè ïðè
ïîìîùè àëãîðèòìà Ôèííà? Êàêîâà áóäåò ñëîæíîñòü òàêîãî
àëãîðèòìà èçáðàíèÿ ëèäåðà ïî ÷èñëó îáìåíîâ
ñîîáùåíèÿìè?



Âûáîðû ëèäåðà â êîëüöàõ

Çàäà÷à î âûáîðàõ â êîëüöåâûõ ñåòÿõ áûëà âïåðâûå ïîñòàâëåíà
Ëå-Ëàííîì â 1977; åìó óäàëîñü íàéòè åå ðåøåíèå ñî
ñëîæíîñòüþ O(N2) ïî ÷èñëó îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè.
Ýòî ðåøåíèå áûëî óëó÷øåíî ×åíåì è Ðîáåðòñîì â 1979; îíè
ïðåäëîæèëè àëãîðèòì, êîòîðûé èìååò ñëîæíîñòü O(N2) â
íàèõóäøåì ñëó÷àå, è ñëîæíîñòü O(N logN) â ñðåäíåì.
Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìà ñî ñëîæíîñòüþ O(N logN)
â íàèõóäøåì ñëó÷àå îñòàâàëñÿ îòêðûòûì äî 1980, êîãäà òàêîé
àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí Õèðøáåðãîì è Ñèíêëåéðîì
äâóíàïðàâëåííûõ êîëåö. Êàêîå-òî âðåìÿ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
Ω(N2) îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè ñîñòàâëÿþò íèæíþþ îöåíêó äëÿ
îäíîíàïðàâëåííûõ êîëåö, íî Ïåòåðñîí, à òàêæå Äîëåâ, Êëåéâ è
Ðîäå â 1982 íåçàâèñèìî ïðåäëîæèëè ðåøåíèå ñëîæíîñòè
O(N logN) äëÿ îäíîíàïðàâëåííîãî êîëüöà. Íèæíÿÿ îöåíêà
≈ 0.34N logN ñëîæíîñòè ïî ÷èñëó îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè â
íàèõóäøåì ñëó÷àå äëÿ äâóíàïðàâëåííûõ êîëåö áûëà
îáîñíîâàíà Áîäëàåíäýðîì â 1988.



Àëãîðèòì Ëå-Ëàííà

Êàæäûé èíèöèàòîð âû÷èñëÿåò ñïèñîê îòëè÷èòåëüíûõ
ïðèçíàêîâ âñåõ èíèöèàòîðîâ, ïîñëå ÷åãî ëèäåðîì èçáèðàåòñÿ
èíèöèàòîð ñ íàèìåíüøèì ïðèçíàêîì.

Êàæäûé èíèöèàòîð îòïðàâëÿåò ïî êîëüöó ìàðêåð ñî ñâîèì
îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì, è âñå ïðîöåññû ïåðåäàþò äàëåå
ýòîò ìàðêåð. Êàíàëû ïîääåðæèâàþò î÷åðåäíîñòü ñîîáùåíèé.

Êîãäà èíèöèàòîð p ïîëó÷àåò ñâîé ñîáñòâåííûé ìàðêåð îáðàòíî,
ìàðêåðû âñåõ èíèöèàòîðîâ óæå ïðîøëè ÷åðåç p , è p áóäåò
èçáðàí ëèäåðîì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè p �
íàèìåíüøèé ïðîöåññ ñðåäè âñåõ èíèöèàòîðîâ.



Àëãîðèòì Ëå-Ëàííà

var Listp : ìíîæåñòâî èìåí P init {p} ;
statep ;

begin if p is initiator then
begin statep := cand ; send 〈tok, p〉 to Nextp ; receive 〈tok, q〉 ;

while q 6= p do

begin Listp := Listp ∪ {q} ;
send 〈tok, q〉 to Nextp ; receive 〈tok, q〉

end;
if p = min(Listp) then statep := leader

else statep := lost

end

else while true do

begin receive 〈tok, q〉 ; send 〈tok, q〉 to Nextp ;
if statep = sleep then statep := lost

end

end



Àëãîðèòì Ëå-Ëàííà

Òåîðåìà 8.2.

Àëãîðèòì Ëå-Ëàííà ðåøàåò çàäà÷ó î âûáîðàõ íà êîëüöàõ ñ
èñïîëüçîâàíèåì O(N2) îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè çà O(N) åäèíèö
âðåìåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ìàðêåðîâ ïî êîëüöó îñòàåòñÿ
íåèçìåííûì (ïî÷åìó? ), è èíèöèàòîð q îòïðàâëÿåò 〈tok, q〉
ðàíüøå , ÷åì q ïîëó÷àåò 〈tok, p〉, èíèöèàòîð p ïîëó÷àåò
〈tok, q〉 äî òîãî, êàê p ïîëó÷èò 〈tok, p〉 îáðàòíî.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé èíèöèàòîð p çàâåðøàåò ðàáîòó ñî
ñïèñêîì Listp èìåí âñåõ èíèöèàòîðîâ, è èíèöèàòîð ñ
íàèìåíüøèì îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì ñòàíîâèòñÿ ëèäåðîì.



Àëãîðèòì Ëå-Ëàííà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âñåãî èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå N ðàçëè÷íûõ ìàðêåðîâ, è êàæäûé
èç íèõ ñîâåðøàåò N øàãîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëîæíîñòè O(N2)
ïî ÷èñëó îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè.

Ñïóñòÿ ñàìîå ïîçäíåå N − 1 åäèíèö âðåìåíè ïîñëå òîãî, êàê
ïåðâûé èíèöèàòîð îòïðàâèë ñâîé ìàðêåð, êàæäûé èíèöèàòîð
ïðîäåëàåò òîæå ñàìîå.

Ïðè ýòîì êàæäûé èíèöèàòîð ïîëó÷èò ñâîé ìàðêåð îáðàòíî â
òå÷åíèå N åäèíèö âðåìåíè ïîñëå ñîçäàíèÿ ýòîãî ìàðêåðà.
Çíà÷èò, íàø àëãîðèòì çàâåðøèò ðàáîòó íå ïîçäíåå, ÷åì ñïóñòÿ
2N − 1 åäèíèö âðåìåíè. �



Àëãîðèòì ×åíÿ � Ðîáåðòñà

Àëãîðèòì ×åíÿ è Ðîáåðòñà óëó÷øàåò àëãîðèòì Ëå-Ëàííà çà
ñ÷åò òîãî, ÷òî èç êîëüöà èçûìàþòñÿ ìàðêåðû òåõ ïðîöåññîâ,
îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ óæå ñòàëî ÿñíî, ÷òî îíè ïðîèãðàþò
âûáîðû.

À èìåííî, èíèöèàòîð p èçûìàåò ìàðêåð 〈tok, q〉, åñëè q > p .

Èíèöèàòîð p îáðåòàåò ñòàòóñ lost , êàê òîëüêî ïîëó÷àåò ìàðêåð
ñ îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì q < p , è ñòàòóñ leader, êàê òîëüêî
ïîëó÷àåò ìàðêåð ñ îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì p .



Àëãîðèòì ×åíÿ � Ðîáåðòñà

var statep ;

begin if p is initiator then
begin statep := cand ; send 〈tok, p〉 to Nextp ;

while statep 6= leader do

begin receive 〈tok, q〉 ;
if q = p then statep := leader

else if q < p then

begin if statep = cand then statep := lost;
send 〈tok, q〉 to Nextp end

end

end

else while true do

begin receive 〈tok, q〉 ; send 〈tok, q〉 to Nextp ;
if statep = sleep then statep := lost

end

end



Àëãîðèòì ×åíÿ � Ðîáåðòñà

Òåîðåìà 8.3.

Àëãîðèòì ×åíÿ � Ðîáåðòñà ðåøàåò çàäà÷ó î âûáîðàõ íà
êîëüöàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì Θ(N2) îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè â
íàèõóäøåì ñëó÷àå è çà O(N) åäèíèö âðåìåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì p0 èíèöèàòîðà ñ íàèìåíüøèì èìåíåì.

Âñÿêèé äðóãîé ïðîöåññ ìîæåò áûòü ëèáî íå-èíèöèàòîðîì, ëèáî
èíèöèàòîðîì ñ îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì, ïðåâûøàþùèì p0 ,
è ïîýòîìó âñå ïðîöåññû ïåðåäàäóò äàëåå ìàðêåð 〈tok, p0〉
âûïóùåííûé p0 .

Çíà÷èò, p0 ïîëó÷èò ñâîé ìàðêåð îáðàòíî è áóäåò èçáðàí
ëèäåðîì.



Àëãîðèòì ×åíÿ � Ðîáåðòñà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íå-èíèöèàòîðû íå áóäóò èçáðàíû, íî âñå îíè ïåðåéäóò â
ñîñòîÿíèå lost ñàìîå ïîçäíåå ê ìîìåíòó ïåðåäà÷è ìàðêåðà,
êîòîðûé âûïóñòèë p0 .

Èíèöèàòîð p , äëÿ êîòîðîãî p > p0 , íå ñòàíåò ëèäåðîì, ò.ê. p0
íå ïåðåäàñò äàëåå ìàðêåð 〈tok, p〉, è ïîýòîìó p íèêîãäà íå
ïîëó÷èò ñâîé ñîáñòâåííûé ìàðêåð.

Òàêîé èíèöèàòîð p ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå lost ñàìîå ïîçäíåå â
òîò ìîìåíò, êîãäà áóäåò ïåðåäàâàòü äàëåå 〈tok, p0〉.

Ýòî è ñëóæèò îáîñíîâàíèåì òîãî, ÷òî íàø àëãîðèòì ðåøàåò
çàäà÷ó î âûáîðàõ.



Àëãîðèòì ×åíÿ � Ðîáåðòñà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â àëãîðèòìå çàäåéñòâîâàíî íå áîëåå N ðàçëè÷íûõ ìàðêåðîâ, è
êàæäûé ìàðêåð ïåðåäàåòñÿ íå áîëåå N ðàç; ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ
îöåíêà O(N2) ñëîæíîñòè ïî ÷èñëó îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè.

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èíîãäà ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ
ïåðåäàòü Ω(N2) ñîîáùåíèé, ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ
êîíôèãóðàöèþ, â êîòîðîé îòëè÷èòåëüíûå ïðèçíàêè
ðàñïîëîæåíû â êîëüöå ïî âîçðàñòàíèþ, è êàæäûé ïðîöåññ
ÿâëÿåòñÿ èíèöèàòîðîì.



Àëãîðèòì ×åíÿ � Ðîáåðòñà

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Àëãîðèòì ×åíÿ � Ðîáåðòñà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â àëãîðèòìå çàäåéñòâîâàíî íå áîëåå N ðàçëè÷íûõ ìàðêåðîâ, è
êàæäûé ìàðêåð ïåðåäàåòñÿ íå áîëåå N ðàç; ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ
îöåíêà O(N2) ñëîæíîñòè ïî ÷èñëó îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè.

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èíîãäà ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ
ïåðåäàòü Ω(N2) ñîîáùåíèé, ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ
êîíôèãóðàöèþ, â êîòîðîé îòëè÷èòåëüíûå ïðèçíàêè
ðàñïîëîæåíû â êîëüöå ïî âîçðàñòàíèþ, è êàæäûé ïðîöåññ
ÿâëÿåòñÿ èíèöèàòîðîì.

Ìàðêåð êàæäîãî ïðîöåññà èçûìàåòñÿ èç êîëüöà ïðîöåññîì 0 , è
ïîýòîìó ìàðêåð ïðîöåññà i ñîâåðøàåò N − i ïåðåõîäîâ; ýòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ÷èñëî ïåðåäà÷ ñîîáùåíèé áóäåò ðàâíî
N−1∑
i=0

(N − i) = 1
2N(N + 1) .

�



Àëãîðèòì ×åíÿ � Ðîáåðòñà

Òåîðåìà 8.4.

Àëãîðèòìó ×åíÿ�Ðîáåðòñà â ñðåäíåì òðåáóåòñÿ âñåãî ëèøü
≈ 0.69N logN îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè, êîãäà âñå ïðîöåññû
ÿâëÿþòñÿ èíèöèàòîðàìè.

Çàäà÷è.

1. Çàâèñèò ëè êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà ×åíÿ�Ðîáåðòñà îò
î÷åðåäíîñòè ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé â êàíàëàõ?

2. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ×åíÿ�Ðîáåðòñà, ïîëàãàÿ, ÷òî
êàæäûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ èíèöèàòîðîì. Ïðè êàêîì
ðàñïîëîæåíèè îòëè÷èòåëüíûõ ïðèçíàêîâ â êîëüöå
ñëîæíîñòü ïî ÷èñëó îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè áóäåò
ìèíèìàëüíîé, è ñêîëüêî îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè
ïîòðåáóåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå?



Àëãîðèòì Ïåòåðñîíà/Äîëåâà�Êëåéâà�Ðîäå

Â ýòîì àëãîðèòìå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â êàíàëàõ ïîääåðæèâàëàñü
î÷åðåäíîñòü ñîîáùåíèé.

Âíà÷àëå àëãîðèòì âû÷èñëÿåò íàèìåíüøèé îòëè÷èòåëüíûé
ïðèçíàê è äîâîäèò åãî äî ñâåäåíèÿ âñåõ ïðîöåññîâ; çàòåì
ïðîöåññ ñ óêàçàííûì îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì ñòàíîâèòñÿ
ëèäåðîì, à âñå îñòàëüíûå ïðîöåññû ïðèçíàþò ñâîå ïîðàæåíèå
íà âûáîðàõ.

Ñóòü ýòîãî àëãîðèòìà áóäåò ïðîùå ïîíÿòü, åñëè âçãëÿíóòü íà
íåãî òàê, êàê áóäòî àëãîðèòì âûïîëíÿþò íå ñàìè ïðîöåññû, à
èõ îòëè÷èòåëüíûå ïðèçíàêè , êîòîðûå ðàáîòàòþò, êàê ñåòåâûå
áîòû, óïîëíîìî÷åííûå ïðîâîäèòü âûáîðû, íåçàâèñèìî îò òîãî,
â êàêîì óçëå ñåòè âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòì.



Àëãîðèòì Ïåòåðñîíà/Äîëåâà�Êëåéâà�Ðîäå

Ïåðâîíà÷àëüíî êàæäûé îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê ÿâëÿåòñÿ
àêòèâíûì , íî â êàæäîì òóðå èçáèðàòåëüíîé êîìïàíèè
íåêîòîðûå èç íèõ ñòàíîâÿòñÿ ïàññèâíûìè .

Âû÷èñëåíèå ðàçáèòî íà òóðû. Â êàæäîì òóðå âñÿêèé àêòèâíûé
îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíèâàåòñÿ ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè
àêòèâíûìè îòëè÷èòåëüíûìè ïðèçíàêàìè, ðàñïîëîæåííûìè ïî
õîäó è ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Åñëè ýòîò ïðèçíàê áóäåò
ìèíèìàëüíûì èç òðåõ, òî îí ïåðåõîäèò â ñëåäóþùèé òóð, à
èíà÷å îí ñòàíîâèòñÿ ïàññèâíûì .

Òàê êàê âñå îòëè÷èòåëüíûå ïðèçíàêè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òå èç
íèõ, êîòîðûå ðàñïîëîæåííûå ïî îáå ñòîðîíû îò ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà, ñòàíóò ïàññèâíûìè, è ïîýòîìó, õîòÿ áû ïîëîâèíà
îòëè÷èòåëüíûõ ïðèçíàêîâ íå ïåðåéäåò â ñëåäóþùèé òóð.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïóñòÿ ñàìîå áîëüøåå logN òóðîâ, îñòàíåòñÿ
òîëüêî îäèí àêòèâíûé îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê, êîòîðûé è
áóäåò ïðèçíàí ïîáåäèòåëåì.



Àëãîðèòì Ïåòåðñîíà/Äîëåâà�Êëåéâà�Ðîäå
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Ïàññèâíûé ïðîöåññ

Àêòèâíûé ïðîöåññr
q

p

Â îðèåíòèðîâàííûõ êîëüöàõ ñîîáùåíèÿ ìîæíî ïåðåäàâàòü
òîëüêî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, è ýòî çàòðóäíÿåò ïîëó÷åíèå ïåðâîãî
ñîñåäíåãî ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè îòëè÷èòåëüíîãî ïðèçíàêà.
Îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê q íåîáõîäèìî ñðàâíèòü ñ r è p ; íî
åñëè ïðèçíàê r ìîæåò áûòü ëåãêî ïåðåäàí q , òî ïðèçíàê p
âûíóæäåí áûë áû äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì
îðèåíòàöèè êàíàëîâ, ÷òîáû äîñòè÷ü q .



Àëãîðèòì Ïåòåðñîíà/Äîëåâà�Êëåéâà�Ðîäå
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Ïàññèâíûé ïðîöåññ

Àêòèâíûé ïðîöåññr
q

p

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü âîçìîæíûì ïðîâåäåíèå ñðàâíåíèÿ ñ
îáîèìè ïðèçíàêàìè r è p , îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê q
ïåðåäàåòñÿ (ïî íàïðàâëåíèþ êàíàëîâ â êîëüöå) òîìó ïðîöåññó,
êîòîðûé â ýòîò ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ õðàíèòåëåì p , à r
ïåðåïðàâëÿåòñÿ íå òîëüêî ïðîöåññó, õðàíÿùåìó q , íî òàêæå è
äàëåå ïðîöåññó, õðàíÿùåìó p .



Àëãîðèòì Ïåòåðñîíà/Äîëåâà�Êëåéâà�Ðîäå
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Ïàññèâíûé ïðîöåññ

Àêòèâíûé ïðîöåññr
q

p

Åñëè q îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûì àêòèâíûì îòëè÷èòåëüíûì
ïðèçíàêîì â íà÷àëå íåêîòîðîãî òóðà, òî ïåðâûé æå ïðèçíàê,
êîòîðûé áóäåò ïåðåäàí q â ýòîì òóðå, áóäåò ðàâåí q (ò. e. â ýòîì
ñëó÷àå p = q ). Êàê òîëüêî ñëîæèòñÿ òàêàÿ ñèòóàöèÿ, äàííûé
îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê ñòàíîâèòñÿ ïîáåäèòåëåì íà âûáîðàõ.



Àëãîðèòì Ïåòåðñîíà/Äîëåâà�Êëåéâà�Ðîäå
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var cip : P init p ; (* Òåêóùèé ïðèçíàê ïðîöåññà p *)
acnp : P init udef ; (* Ïðèçíàê àêòèâíîãî ñîñåäà*)
winp : P init udef ; (* Ïðèçíàê ïîáåäèòåëÿ *)
statep : (active, passive, leader , lost) init active ;

begin if p is initiator then statep := active else statep := passive ;
while winp = udef do

begin if statep = active then

begin send 〈one, cip〉; receive 〈one, q〉 ; acnp := q;
if acnp = cip then (* acnp ìèíèìàëüíûé *)
begin send 〈small, acnp〉 ; winp := acnp ;

receive 〈small, q〉
end

else (* acnp � òåêóùèé ïðèçíàê ñîñåäà *)
begin send 〈two, acnp〉; receive 〈two, q〉 ;

if acnp < cip and acnp < q
then cip := acnp else statep := passive

end

end
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else (* statep = passive *)
begin receive 〈one, q〉 ; send 〈one, q〉 ;

receive m ; send m ;
(* m � ýòî ëèáî 〈two, q〉, ëèáî 〈small, q〉*)
if m � ýòî ñîîáùåíèå 〈small, q〉 then winp := q

end

end;
if p = winp then statep := leader else statep := lost
end
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Ïðîöåññ p ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì â íåêîòîðîì òóðå, åñëè â íà÷àëå
òóðà îí õðàíèò àêòèâíûé îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê cip . Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå p ÿâëÿåòñÿ ïàññèâíûì è ïðîñòî
ðåòðàíñëèðóåò âñå ñîîáùåíèÿ, êîòîðûå îí ïîëó÷àåò.

Âñÿêèé àêòèâíûé ïðîöåññ îòïðàâëÿåò ñâîé òåêóùèé îòëè÷è-
òåëüíûé ïðèçíàê ñëåäóþùåìó ïî ïîðÿäêó àêòèâíîìó ïðîöåññó è
ïîëó÷àåò òåêóùèé îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê îò ïðåäøåñòâóþùåãî
àêòèâíîãî ïðîöåññà, èñïîëüçóÿ ñîîáùåíèÿ òèïà 〈one〉.

Ïîëó÷åííûé ïðèçíàê ñîõðàíÿåòñÿ â ïàìÿòè (â êà÷åñòâå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé acnp ).
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var cip : P init p ; (* Òåêóùèé ïðèçíàê ïðîöåññà p *)
acnp : P init udef ; (* Ïðèçíàê àêòèâíîãî ñîñåäà *)
winp : P init udef ; (* Ïðèçíàê ïîáåäèòåëÿ *)
statep : (active, passive, leader , lost) init active ;

begin if p is initiator then statep := active else statep := passive ;
while winp = udef do

begin if statep = active then

begin send 〈one, cip〉; receive 〈one, q〉 ; acnp := q ;
if acnp = cip then (* acnp ìèíèìàëüíûé *)
begin send 〈small, acnp〉 ; winp := acnp ;

receive 〈small, q〉
end

else (* acnp � òåêóùèé ïðèçíàê ñîñåäà *)
begin send 〈two, acnp〉; receive 〈two, q〉 ;

if acnp < cip and acnp < q
then cip := acnp else statep := passive

end

end
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Ïîëó÷åííûé ïðèçíàê ñîõðàíÿåòñÿ â ïàìÿòè (â êà÷åñòâå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé acnp ), è åñëè äàííûé ïðèçíàê ïåðåæèâåò
ýòîò òóð, òî îí ñòàíåò òåêóùèì îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì
ïðîöåññà p â ñëåäóþùåì òóðå.

×òîáû îöåíèòü, ïåðåæèâåò ëè îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê acnp
äàííûé òóð, åãî íóæíî ñðàâíèòü êàê ñ cip , òàê è ñ àêòèâíûì
ïðèçíàêîì, ïîëó÷åííûì â ñîîáùåíèè òèïà 〈two〉 .

Ïðîöåññ p îòïðàâëÿåò ñîîáùåíèå 〈two, acpp〉, ÷òîáû
ïðåäîñòàâèòü òàêóþ âîçìîæíîñòü ñëåäóþùåìó ïî ïîðÿäêó
àêòèâíîìó ïðîöåññó.
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var cip : P init p ; (* Òåêóùèé ïðèçíàê ïðîöåññà p *)
acnp : P init udef ; (* Ïðèçíàê àêòèâíîãî ñîñåäà *)
winp : P init udef ; (* Ïðèçíàê ïîáåäèòåëÿ *)
statep : (active, passive, leader , lost) init active ;

begin if p is initiator then statep := active else statep := passive ;
while winp = udef do

begin if statep = active then

begin send 〈one, cip〉; receive 〈one, q〉 ; acnp := q;
if acnp = cip then (* acnp ìèíèìàëüíûé *)
begin send 〈small, acnp〉 ; winp := acnp ;

receive 〈small, q〉
end

else (* acnp � òåêóùèé ïðèçíàê ñîñåäà *)
begin send 〈two, acnp〉; receive 〈two, q〉 ;

if acnp < cip and acnp < q
then cip := acnp else statep := passive

end

end
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Èñêëþ÷èòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî acnp = cip ; òîãäà äàííûé îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê
îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûì àêòèâíûì ïðèçíàêîì, è ñîîáùåíèå
〈small, acnp〉 îïîâåùàåò îá ýòîì âñå ïðîöåññû.
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var cip : P init p ; (* Òåêóùèé ïðèçíàê ïðîöåññà p *)
acnp : P init udef ; (* Ïðèçíàê àêòèâíîãî ñîñåäà *)
winp : P init udef ; (* Ïðèçíàê ïîáåäèòåëÿ *)
statep : (active, passive, leader , lost) init active ;

begin if p is initiator then statep := active else statep := passive ;
while winp = udef do

begin if statep = active then

begin send 〈one, cip〉; receive 〈one, q〉 ; acnp := q;
if acnp = cip then (* acnp ìèíèìàëüíûé *)
begin send 〈small, acnp〉 ; winp := acnp ;

receive 〈small, q〉
end

else (* acnp � òåêóùèé ïðèçíàê ñîñåäà *)
begin send 〈two, acnp〉; receive 〈two, q〉 ;

if acnp < cip and acnp < q
then cip := acnp else statep := passive

end

end
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Òåîðåìà 8.5.

Àëãîðèòì Ïåòåðñîíà/Äîëåâà�Êëåéâà�Ðîäå ðåøàåò çàäà÷ó î
âûáîðàõ äëÿ îäíîíàïðàâëåííûõ êîëåö ñ èñïîëüçîâàíèåì
O(N logN) îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîöåññ ó÷àñòâóåò â i -îì òóðå, åñëè
îñíîâíîé öèêë ýòîãî ïðîöåññà âûïîëíÿåòñÿ i -é ðàç.
Òóðû íå ñèíõðîíèçèðîâàíû, è âîçìîæíà êîíôèãóðàöèÿ, â
êîòîðîé îäèí èç ïðîöåññîâ îïåðåæàåò íà íåñêîëüêî òóðîâ
äðóãîé ïðîöåññ, ðàñïîëîæåííûé â èíîé ÷àñòè êîëüöà.
Íî òàê êàê êàæäûé ïðîöåññ îòïðàâëÿåò è ïîëó÷àåò â êàæäîì
òóðå ðîâíî äâà ñîîáùåíèÿ, è â êàíàëàõ ïîääåðæèâàåòñÿ
î÷åðåäíîñòü ïîñëàíèé, ïîëó÷àòåëü âñÿêîãî ñîîáùåíèÿ áóäåò
ó÷àñòâîâàòü â òîì æå òóðå, ÷òî è åãî îòïðàâèòåëü.
Â ïåðâîì òóðå âñå èíèöèàòîðû àêòèâíû , è êàæäûé àêòèâíûé
ïðîöåññ õðàíèò ñâîé ¾òåêóùèé îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê¿.
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Óòâåðæäåíèå 1.

Åñëè â íà÷àëå i -ãî òóðà èìååòñÿ k > 1 àêòèâíûõ ïðîöåññîâ, è
âñå ¾òåêóùèå îòëè÷èòåëüíûå ïðèçíàêè¿ ci , õðàíèìûå ýòèìè
ïðîöåññàìè, ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî â ñëåäóþùèé òóð ïåðåéäåò
íå ìåíåå îäíîãî è íå áîëåå k/2 ïðîöåññîâ.

Ïî îêîí÷àíèè i -ãî òóðà òåêóùèå îòëè÷èòåëüíûå ïðèçíàêè
àêòèâíûõ ïðîöåññîâ áóäóò âíîâü ïîïàðíî ðàçëè÷íû, è ñðåäè
íèõ áóäåò íàõîäèòüñÿ ñàìûé ìëàäøèé ïðèçíàê.
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.

Ïîñëå îáìåíà ñîîáùåíèÿìè âèäà 〈one, q〉 êàæäûé àêòèâíûé
ïðîöåññ ïîëó÷èò òåêóùèé îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê ñâîåãî
áëèæàéøåãî àêòèâíîãî ñîñåäà, ðàñïîëîæåííîãî ïðîòèâ õîäà
÷àñîâîé ñòðåëêè. Ýòîò ïðèçíàê áóäåò íå ñîâïàäàòü ñ åãî
ñîáñòâåííûì îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé àêòèâíûé ïðîöåññ ïðîäîëæèò ýòîò òóð,
è ïðîèçîéäåò îáìåí ñîîáùåíèÿìè âèäà 〈two, q〉. Ïîýòîìó
êàæäûé àêòèâíûé ïðîöåññ ïîëó÷èò òàêæå òåêóùèé
îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê âòîðîãî ïî áëèçîñòè àêòèâíîãî ñîñåäà,
ðàñïîëîæåííîãî ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Âñå àêòèâíûå ïðîöåññû òåïåðü õðàíÿò ðàçíûå çíà÷åíèÿ acn , à
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññû, âûäåðæàâøèå ýòîò òóð, áóäóò â
êîíöå åãî õðàíèòü ðàçíûå îòëè÷èòåëüíûå ïðèçíàêè.
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.

Ýòîò òóð âûäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, òîò îòëè÷èòåëüíûé
ïðèçíàê, êîòîðûé áûë íàèìåíüøèì â íà÷àëå òóðà, è çíà÷èò,
õîòÿ áû îäèí ïðîöåññ ïåðåéäåò â ñëåäóþùèé òóð.

À ïîñêîëüêó îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê, êîòîðûé ðàñïîëîæåí
âñëåä çà ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì, íå áóäåò ëîêàëüíûì
ìèíèìóìîì, ÷èñëî ïðîöåññîâ, ïåðåøåäøèõ â ñëåäóþùèé òóð,
íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü k/2 . �

Èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî íàñòóïèò è òàêîé òóð (åãî íîìåð
íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü ≤ blogNc+ 1) , â íà÷àëå êîòîðîãî áóäåò
ðîâíî îäèí àêòèâíûé ó÷àñòíèê, à èìåííî ñàìûé ìëàäøèé
ñðåäè îòëè÷èòåëüíûõ ïðèçíàêîâ âñåõ èíèöèàòîðîâ.
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Óòâåðæäåíèå 2.

Åñëè â íà÷àëå òóðà åñòü òîëüêî îäèí àêòèâíûé ïðîöåññ p ñ
òåêóùèì îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì cip , òî ïî îêîí÷àíèè ýòîãî
òóðà àëãîðèòì çàâåðøèò ñâîþ ðàáîòó, è ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî
ïðîöåññà q áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî winq = cip .

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.

Ñîîáùåíèå 〈one, cip〉, îòïðàâëåííîå ïðîöåññîì p , áóäåò
ðåòðàíñëèðîâàíî âñåìè ïðîöåññàìè è â êîíöå êîíöîâ áóäåò
ïîëó÷åíî ñàìèì ïðîöåññîì p .

Ïðîöåññ p óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
acnp = cip , è îòïðàâèò ñîîáùåíèå 〈small, acnp〉 ïî êîëüöó,
âûíóäèâ òåì ñàìûì êàæäûé ïðîöåññ q âûéòè èç îñíîâíîãî
öèêëà, ïðèñâîèâ ïðè ýòîì ïåðåìåííîé winq çíà÷åíèå acnp . �



Àëãîðèòì Ïåòåðñîíà/Äîëåâà�Êëåéâà�Ðîäå

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Äàííûé àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîé âûïîëíåíèå â êàæäîì èç
ïðîöåññîâ, è ïðè ýòîì âñå ïðîöåññû áóäóò ñîãëàñîâàííî
îïîâåùåíû îá îòëè÷èòåëüíîì ïðèçíàêå ëèäåðà (ýòîò ïðèçíàê
ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé winq) .

Ïðîöåññ ñ óêàçàííûì ïðèçíàêîì áóäåò ïðåáûâàòü â ñîñòîÿíèè
leader , à âñå îñòàëüíûå ïðîöåññû � â ñîñòîÿíèè lost.

Ïîòðåáóåòñÿ ñàìîå áîëüøåå blogNc+ 1 òóðîâ, â êàæäîì èç
êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îáìåí ðîâíî 2N ñîîáùåíèÿìè; ýòî è
ñëóæèò îáîñíîâàíèåì îöåíêè ñëîæíîñòè 2N logN + O(N) ïî
÷èñëó îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè. �



Àëãîðèòì Ïåòåðñîíà/Äîëåâà�Êëåéâà�Ðîäå

Çàäà÷è.

1. Ïðèâåäèòå íà÷àëüíóþ êîíôèãóðàöèþ äëÿ àëãîðèòìà
Ïåòåðñîíà/Äîëåâà�Êëåéâà�Ðîäå, ïðè êîòîðîé àëãîðèòìó
äåéñòâèòåëüíî ïîòðåáóåòñÿ ïðîâåñòè blogNc+ 1 òóðîâ.

2. Ïðèâåäèòå òàêæå íà÷àëüíóþ êîíôèãóðàöèþ, ïðè êîòîðîé
ýòîìó àëãîðèòìó ïîòðåáóåòñÿ âñåãî äâà òóðà, íåçàâèñèìî
îò ÷èñëà èíèöèàòîðîâ.

3. Ìîæåò ëè àëãîðèòì çàâåðøèòü ðàáîòó çà îäèí òóð?



Àëãîðèòì Ïåòåðñîíà/Äîëåâà�Êëåéâà�Ðîäå

Òåîðåìà 8.6.

Åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

I êîëüöî � îäíîíàïðàâëåííîå,

I ïðîöåññû íå îñâåäîìëåíû î ðàçìåðàõ êîëüöà,

I â êàíàëàõ ïîääåðæèâàåòñÿ î÷åðåäíîñòü ñîîáùåíèé,

I âñå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ èíèöèàòîðàìè,

òî ñëîæíîñòü â ñðåäíåì âñÿêîãî àëãîðèòìà èçáðàíèÿ ëèäåðà

áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì N ·HN , ãäå HN =
N∑

k=1

1/k .



Àëãîðèòì Ïåòåðñîíà/Äîëåâà�Êëåéâà�Ðîäå

Òåîðåìà 8.7.

Âñÿêèé àëãîðèòì èçáðàíèÿ ëèäåðà íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ñåòåé èìååò ñëîæíîñòü (è â ñðåäíåì, è â
íàèõóäøåì ñëó÷àå) íå ìåíüøóþ, ÷åì Ω(|E |+ N logN) .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñàìîñòîÿòåëüíî

Ñëåäñòâèå.

Âñÿêèé äåöåíòðàëèçîâàííûé âîëíîâîé àëãîðèòì äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ñåòåé áåç ïðåäâàðèòåëüíîé îñâåäîìëåííîñòè î
ñîñåäÿõ èìååò ñëîæíîñòü ïî ÷èñëó îáìåíîâ ñîîáùåíèÿìè, íå
ìåíüøóþ ÷åì Ω(|E |+ N logN) .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñàìîñòîÿòåëüíî



Ýôôåêò óãàñàíèÿ

Àëãîðèòì èçáðàíèÿ ëèäåðà ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðîèçâîëüíîãî
âîëíîâîãî àëãîðèòìà ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè, êîòîðàÿ íîñèò
íàçâàíèå óãàñàíèå .

Êàæäûé èíèöèàòîð çàïóñêàåò îòäåëüíóþ âîëíó. ×òîáû
îòëè÷àòüñÿ îò ñîîáùåíèé äðóãèõ âîëí, ñîîáùåíèÿ, äâèæóùèåñÿ
ïî âîëíå, çàïóùåííîé ïðîöåññîì p , äîëæíû áûòü ïîìå÷åíû
îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì ïðîöåññà p .

Äàííûé àëãîðèòì ãàðàíòèðóåò, ÷òî íåçàâèñèìî îò êîëè÷åñòâà
çàïóùåííûõ âîëí òîëüêî îäíà âîëíà ïðèâåäåò ê ðåøåíèþ, à
èìåííî, òà âîëíà, êîòîðóþ çàïóñòèë èíèöèàòîð ñ ñàìûì
ìëàäøèì îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì. Âñå îñòàëüíûå âîëíû
áóäóò ïðåðâàíû åùå äî òîãî, êàê áóäåò ïðèíÿòî ðåøåíèå.



Ýôôåêò óãàñàíèÿ

Àëãîðèòì èçáðàíèÿ ëèäåðà Ex(A) , ñîîòâåòñòâóþùèé
âîëíîâîìó àëãîðèòìó A , óñòðîåí òàê.

Âñÿêèé ïðîöåññ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè àêòèâåí ïî
îòíîøåíèþ íå áîëåå ÷åì ê îäíîé âîëíå; ýòà âîëíà íàçûâàåòñÿ
åãî òåêóùåé àêòèâíîé âîëíîé , îáîçíà÷àåòñÿ caw è èìååò
ïåðâîíà÷àëüíîå çíà÷åíèå udef .

Èíèöèàòîðû âûáîðîâ ïîñòóïàþò òàê, êàê áóäòî êàæäûé èç íèõ
çàïóñêàåò âîëíó è ïðèäàåò caw ñâîé îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê â
êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ.



Ýôôåêò óãàñàíèÿ

Êàê òîëüêî ñîîáùåíèå íåêîòîðîé âîëíû, çàïóùåííîé
ïðîöåññîì q , äîñòèãàåò ïðîöåññà p , òî p ïðîâîäèò ñëåäóþùèé
àíàëèç ýòîãî ñîîáùåíèÿ.

I Åñëè q > cawp , òî ñîîáùåíèå ïðîñòî èãíîðèðóåòñÿ, ÷òî
íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîëíà, çàïóùåííàÿ
ïðîöåññîì q , óãàñàåò.

I Åñëè q = cawp , òî óêàçàííîå ñîîáùåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ
òàê, êàê ýòî ïðåäïèñàíî âîëíîâûì àëãîðèòìîì.

I Åñëè q < cawp èëè cawp èìååò çíà÷åíèå udef , òî p
ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê âîëíå, çàïóùåííîé ïðîöåññîì q ,
óñòàíàâëèâàÿ â ñâîèõ ïåðåìåííûõ ïåðâîíà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ, à òàêæå âûïîëíÿÿ ïðèñâàèâàíèå cawp := q .

Êîãäà âîëíà, çàïóùåííàÿ ïðîöåññîì q , ïðèâîäèò ê
îñóùåñòâëåíèþ ñîáûòèÿ ðåøåíèÿ (â áîëüøèíñòâå àëãîðèòìîâ
ðåøåíèå âñåãäà ïðèíèìàåò ñàì ïðîöåññ q ), ïðîöåññ q áóäåò
ñ÷èòàòüñÿ èçáðàííûì.



Ýôôåêò óãàñàíèÿ

Çàäà÷è.

1. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì èçáðàíèÿ ëèäåðà â ïðîèçâîëüíîé
ñåòè íà îñíîâå ýôôåêòà óãàñàíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê
âîëíîâîìó àëãîðèòìó ýõà. Îöåíèòå ñëîæíîñòü ïî ÷èñëó
ñîîáùåíèé ïîñòðîåííîãî Âàìè àëãîðèòìà. Îáîñíóéòå åãî
êîððåêòíîñòü.

2. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì èçáðàíèÿ ëèäåðà â êîëüöåâîé ñåòè
ñåòè íà îñíîâå ýôôåêòà óãàñàíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê
âîëíîâîìó àëãîðèòìó â êîëüöàõ. Ñðàâíèòå ïîñòðîåííûé
Âàìè àëãîðèòì ñ àëãîðèòìîì ×åíÿ�Ðîáåðòñà. Â ÷åì
ñîñòîèò ñõîäñòâî è îòëè÷èå ýòèõ äâóõ àëãîðèòìîâ?



ÊÎÍÅÖ ËÅÊÖÈÈ 8.


