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Ëåêöèÿ 10.

1. Êîíå÷íûå àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè
2. Ðàöèîíàëüíûå îòíîøåíèÿ è èõ
ñâîéñòâà

3. Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû äëÿ
àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé

4. Äåòåðìèíèðîâàííûå
àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Àâòîìàòû ìîãóò íå òîëüêî ðàñïîçíàâàòü ÿçûêè,
íî è ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà îäíîãî ÿçûêà â ñëîâà
äðóãîãî.
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Àâòîìàòû ìîãóò íå òîëüêî ðàñïîçíàâàòü ÿçûêè,
íî è ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà îäíîãî ÿçûêà â ñëîâà
äðóãîãî.
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ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Àâòîìàòû ìîãóò íå òîëüêî ðàñïîçíàâàòü ÿçûêè,
íî è ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà îäíîãî ÿçûêà â ñëîâà
äðóãîãî.
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ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Àâòîìàòû ìîãóò íå òîëüêî ðàñïîçíàâàòü ÿçûêè,
íî è ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà îäíîãî ÿçûêà â ñëîâà
äðóãîãî.
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σ2rrr
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Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì âïîëíå
ïîäõîäÿò àâòîìàòû Ìóðà è Ìèëÿ, ñõåìû èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ çàäåðæêîé è ïð.



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Íî ýòè àâòîìàòíûå ìîäåëè ïðèãîäíû íå äëÿ âñåõ
çàäà÷. Ïîïðîáóåì ñîçäàòü óñòðîéñòâî îçâó÷èâàíèÿ
òåêñòà. Îíî äîëæíî âûïîëíÿòü òðàíñêðèïöèþ
òåêñòà, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîíåì.

Íàïðèìåð, ¾this phrase¿ =⇒ Disfreiz .

Ïðåäñòàâèì ñåáå ðàáîòó âîîáðàæàåìîãî àâòîìàòà.

u - ut



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Íî ýòè àâòîìàòíûå ìîäåëè ïðèãîäíû íå äëÿ âñåõ
çàäà÷. Ïîïðîáóåì ñîçäàòü óñòðîéñòâî îçâó÷èâàíèÿ
òåêñòà. Îíî äîëæíî âûïîëíÿòü òðàíñêðèïöèþ
òåêñòà, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîíåì.

Íàïðèìåð, ¾this phrase¿ =⇒ Disfreiz .

Ïðåäñòàâèì ñåáå ðàáîòó âîîáðàæàåìîãî àâòîìàòà.

u - ut
?



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Íî ýòè àâòîìàòíûå ìîäåëè ïðèãîäíû íå äëÿ âñåõ
çàäà÷. Ïîïðîáóåì ñîçäàòü óñòðîéñòâî îçâó÷èâàíèÿ
òåêñòà. Îíî äîëæíî âûïîëíÿòü òðàíñêðèïöèþ
òåêñòà, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîíåì.

Íàïðèìåð, ¾this phrase¿ =⇒ Disfreiz .

Ïðåäñòàâèì ñåáå ðàáîòó âîîáðàæàåìîãî àâòîìàòà.

u - ut
ε



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Íî ýòè àâòîìàòíûå ìîäåëè ïðèãîäíû íå äëÿ âñåõ
çàäà÷. Ïîïðîáóåì ñîçäàòü óñòðîéñòâî îçâó÷èâàíèÿ
òåêñòà. Îíî äîëæíî âûïîëíÿòü òðàíñêðèïöèþ
òåêñòà, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîíåì.

Íàïðèìåð, ¾this phrase¿ =⇒ Disfreiz .

Ïðåäñòàâèì ñåáå ðàáîòó âîîáðàæàåìîãî àâòîìàòà.

u - ut
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ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Íî ýòè àâòîìàòíûå ìîäåëè ïðèãîäíû íå äëÿ âñåõ
çàäà÷. Ïîïðîáóåì ñîçäàòü óñòðîéñòâî îçâó÷èâàíèÿ
òåêñòà. Îíî äîëæíî âûïîëíÿòü òðàíñêðèïöèþ
òåêñòà, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîíåì.

Íàïðèìåð, ¾this phrase¿ =⇒ Disfreiz .
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çàäà÷. Ïîïðîáóåì ñîçäàòü óñòðîéñòâî îçâó÷èâàíèÿ
òåêñòà. Îíî äîëæíî âûïîëíÿòü òðàíñêðèïöèþ
òåêñòà, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîíåì.
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Íî ýòè àâòîìàòíûå ìîäåëè ïðèãîäíû íå äëÿ âñåõ
çàäà÷. Ïîïðîáóåì ñîçäàòü óñòðîéñòâî îçâó÷èâàíèÿ
òåêñòà. Îíî äîëæíî âûïîëíÿòü òðàíñêðèïöèþ
òåêñòà, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà â
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çàäà÷. Ïîïðîáóåì ñîçäàòü óñòðîéñòâî îçâó÷èâàíèÿ
òåêñòà. Îíî äîëæíî âûïîëíÿòü òðàíñêðèïöèþ
òåêñòà, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà â
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Íî ýòè àâòîìàòíûå ìîäåëè ïðèãîäíû íå äëÿ âñåõ
çàäà÷. Ïîïðîáóåì ñîçäàòü óñòðîéñòâî îçâó÷èâàíèÿ
òåêñòà. Îíî äîëæíî âûïîëíÿòü òðàíñêðèïöèþ
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ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Íî ýòè àâòîìàòíûå ìîäåëè ïðèãîäíû íå äëÿ âñåõ
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ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ
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çàäà÷. Ïîïðîáóåì ñîçäàòü óñòðîéñòâî îçâó÷èâàíèÿ
òåêñòà. Îíî äîëæíî âûïîëíÿòü òðàíñêðèïöèþ
òåêñòà, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà â
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ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Íî ýòè àâòîìàòíûå ìîäåëè ïðèãîäíû íå äëÿ âñåõ
çàäà÷. Ïîïðîáóåì ñîçäàòü óñòðîéñòâî îçâó÷èâàíèÿ
òåêñòà. Îíî äîëæíî âûïîëíÿòü òðàíñêðèïöèþ
òåêñòà, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà â
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ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Íî ýòè àâòîìàòíûå ìîäåëè ïðèãîäíû íå äëÿ âñåõ
çàäà÷. Ïîïðîáóåì ñîçäàòü óñòðîéñòâî îçâó÷èâàíèÿ
òåêñòà. Îíî äîëæíî âûïîëíÿòü òðàíñêðèïöèþ
òåêñòà, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîíåì.

Íàïðèìåð, ¾this phrase¿ =⇒ Disfreiz .
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ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ôîðìàëüíî, êîíå÷íûé àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü �
ýòî ñèñòåìà A = (Σ,∆, S , I ,F ,T ) , ãäå

I Σ � êîíå÷íûé âõîäíîé àëôàâèò ;

I ∆ � êîíå÷íûé âûõîäíîé àëôàâèò ;

I S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ;

I I � ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé , I ⊆ S ;

I F � ìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé , F⊆S ;

I T � îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ ,
T ⊆ S × (Σ ∪ {ε})× S ×∆∗ .



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

×åòâåðêè (s ′, x , s ′′, β) èç îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ T
áóäåì íàçûâàòü ïåðåõîäàìè è èçîáðàæàòü èõ

çàïèñÿìè âèäà s ′
x ,β−→ s ′′ .

Âû÷èñëåíèåì àâòîìàòà A èç ñîñòîÿíèÿ s0 â
ñîñòîÿíèå sn íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ êîíå÷íàÿ (â ò.÷.
ïóñòàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ

run = s0
x1,β1−→ s1

x2,β2−→ · · · xn,βn−→ sn .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âû÷èñëåíèå run òðàíñëèðóåò
ñëîâî w = x1x2 . . . xn â ñëîâî α = β1β2 . . . βn , è
óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ýòî âû÷èñëåíèå çàïèñüþ
s0

w ,α−→∗ sn .



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Êîíå÷íûé àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü
A = (Σ,∆, S , I ,F ,T ) ðåàëèçóåò îòíîøåíèå
R(A) ⊆ Σ∗ ×∆∗

R(A) = {(w , α) : s0
w ,α−→∗ sn, s0 ∈ I , sn ∈ F}

Îòíîøåíèå R ⊆ Σ∗×∆∗ íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëü-
íûì îòíîøåíèåì íàä àëôàâèòàìè Σ,∆ , åñëè
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü,
ðåàëèçóþùèé ýòî îòíîøåíèå, ò.å. R = R(A) .



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü ñëîâ â øàáëîíû
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ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü ñëîâ â øàáëîíû
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ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü øàáëîíîâ â ñëîâà
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ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü øàáëîíîâ â ñëîâà
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ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñëîâàðíûõ
îòíîøåíèé

I R= = {(w ,w) : w ∈ Σ∗}
I R 6= = {(w , u) : w , u ∈ Σ∗, u 6= w}
I R×2 = {(w ,ww) : w ∈ Σ∗}
I Rrev = {(w ,w−1) : w ∈ Σ∗}

Êàêèå èç ýòèõ îòíîøåíèé ðàöèîíàëüíûå, à êàêèå
� íåò?



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñëîâàðíûõ
îòíîøåíèé

I R= = {(w ,w) : w ∈ Σ∗} � ðàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå;

I R 6= = {(w , u) : w , u ∈ Σ∗, u 6= w} �
ðàöèîíàëüíîå îòíîøåíèå;

I R×2 = {(w ,ww) : w ∈ Σ∗} � èððàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå;

I Rrev = {(w ,w−1) : w ∈ Σ∗} � èððàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå.



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñëîâàðíûõ
îòíîøåíèé

I R= = {(w ,w) : w ∈ Σ∗} � ðàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå;

I R 6= = {(w , u) : w , u ∈ Σ∗, u 6= w} �
ðàöèîíàëüíîå îòíîøåíèå;

I R×2 = {(w ,ww) : w ∈ Σ∗} � èððàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå;

I Rrev = {(w ,w−1) : w ∈ Σ∗} � èððàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå.

À êàê â ýòîì óáåäèòüñÿ?



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ó íàñ óæå åñòü îïûò è ìåòîäèêà.

I Ïðîâåðèòü ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè êëàññà
ðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé.

I Îòûñêàòü àëãåáðàè÷åñêèé ñïîñîá îïèñàíèÿ
ðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé è àëãîðèòì
òðàíñëÿöèè àëãåáðàè÷åñêèõ îïèñàíèé â
àâòîìàòû- ïðåîáðàçîâàòåëè.

I Îáíàðóæèòü àíàëîã òåîðåìû î ðàçðàñòàíèè
ÿçûêîâ.

I Ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû ïðîâåðêè
ýêâèâàëåíòíîñòè è ìèíèìèçàöèè
àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëè.



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Äëÿ âñÿêîãî îòíîøåíèÿ R ,R ⊆ Σ∗ ×∆∗, åãî
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ÿçûê
Dom(R) = {w : ∃α(w , α) ∈ R} , à ìíîæåñòâîì
çíà÷åíèé � ÿçûê Range(R)={α : ∃w(w , α)∈R} .

Óòâåðæäåíèå 10.1. Åñëè R � ðàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå íàä àëôàâèòàìè Σ,∆ , òî åãî îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ Dom(R) è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
Range(R) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ÿçûêàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü,
ðåàëèçóþùèé îòíîøåíèå R , ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ
â êîíå÷íûå àâòîìàòû, ðàñïîçíàþùèå ÿçûêè
Dom(R) è Range(R) . QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Äëÿ âñÿêîãî îòíîøåíèÿ R ,R ⊆ Σ∗ ×∆∗, åãî
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ÿçûê
Dom(R) = {w : ∃α(w , α) ∈ R} , à ìíîæåñòâîì
çíà÷åíèé � ÿçûê Range(R)={α : ∃w(w , α)∈R} .
Óòâåðæäåíèå 10.1. Åñëè R � ðàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå íàä àëôàâèòàìè Σ,∆ , òî åãî îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ Dom(R) è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
Range(R) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ÿçûêàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü,
ðåàëèçóþùèé îòíîøåíèå R , ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ
â êîíå÷íûå àâòîìàòû, ðàñïîçíàþùèå ÿçûêè
Dom(R) è Range(R) . QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Äëÿ âñÿêîãî îòíîøåíèÿ R ,R ⊆ Σ∗ ×∆∗, åãî
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ÿçûê
Dom(R) = {w : ∃α(w , α) ∈ R} , à ìíîæåñòâîì
çíà÷åíèé � ÿçûê Range(R)={α : ∃w(w , α)∈R} .
Óòâåðæäåíèå 10.1. Åñëè R � ðàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå íàä àëôàâèòàìè Σ,∆ , òî åãî îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ Dom(R) è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
Range(R) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ÿçûêàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü,
ðåàëèçóþùèé îòíîøåíèå R , ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ
â êîíå÷íûå àâòîìàòû, ðàñïîçíàþùèå ÿçûêè
Dom(R) è Range(R) . QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Óòâåðæäåíèå 10.2. Åñëè R � ðàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå íàä àëôàâèòàìè Σ,∆ , òî ÿçûê
LR = {wα−1 : (w , α) ∈ R} ÿâëÿåòñÿ ÊÑ-ÿçûêîì â
àëôàâèòå Σ ∪∆ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü,
ðåàëèçóþùèé îòíîøåíèå R , ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ
â ìàãàçèííûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé ñëîâà

ÿçûêà LR : íà êàæäîì ïåðåõîäå s ′
(x ,β)−→ s ′′ îí

çàïèñûâàåò ñëîâî β−1 â ìàãàçèí, è ïîñëå òîãî, êàê
áóäåò ïðî÷òåíî ñëîâî w , ïðîäîëæàåò
ðàñïîçíàâàíèå ñëîâà α−1 , èñïîëüçóÿ íàêîïëåííîå
ñîäåðæèìîå ìàãàçèíà. QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Óòâåðæäåíèå 10.2. Åñëè R � ðàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå íàä àëôàâèòàìè Σ,∆ , òî ÿçûê
LR = {wα−1 : (w , α) ∈ R} ÿâëÿåòñÿ ÊÑ-ÿçûêîì â
àëôàâèòå Σ ∪∆ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü,
ðåàëèçóþùèé îòíîøåíèå R , ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ
â ìàãàçèííûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé ñëîâà

ÿçûêà LR : íà êàæäîì ïåðåõîäå s ′
(x ,β)−→ s ′′ îí

çàïèñûâàåò ñëîâî β−1 â ìàãàçèí, è ïîñëå òîãî, êàê
áóäåò ïðî÷òåíî ñëîâî w , ïðîäîëæàåò
ðàñïîçíàâàíèå ñëîâà α−1 , èñïîëüçóÿ íàêîïëåííîå
ñîäåðæèìîå ìàãàçèíà. QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Òàêèì îáðàçîì,

îòíîøåíèå R×2 = {(w ,ww) : w ∈ Σ∗} íå ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì, ïîñêîëüêó
Range(R) = {ww : w ∈ Σ∗} íå ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì ÿçûêîì;

îòíîøåíèå Rrev = {(w ,w−1) : w ∈ Σ∗} íå
ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, ïîñêîëüêó
LRrev

= {ww : w ∈ Σ∗} íå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ-ÿçûêîì.



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Òåîðåìà î íàêà÷êå òîæå èìååò ìåñòî.

Óòâåðæäåíèå 10.3. Ïóñòü R � ðàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå íàä àëôàâèòàìè Σ,∆ . Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî N ,
÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû ñëîâ (w , α), (w , α) ∈ R ,
ñóììàðíîé äëèíû íå ìåíåå N ñóùåñòâóþò òàêèå
ðàçáèåíèÿ ýòèõ ñëîâ w = xyz , α = ηβθ , ãäå
|xy | ≤ N , |ηβ| ≤ N è yβ 6= ε , äëÿ êîòîðûõ
âêëþ÷åíèå (xy iz , ηβ iθ)∈R âåðíî äëÿ âñåõ i , i≥0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ðàçðàñòàíèè äëÿ
àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Òåîðåìà î íàêà÷êå òîæå èìååò ìåñòî.

Óòâåðæäåíèå 10.3. Ïóñòü R � ðàöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå íàä àëôàâèòàìè Σ,∆ . Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî N ,
÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû ñëîâ (w , α), (w , α) ∈ R ,
ñóììàðíîé äëèíû íå ìåíåå N ñóùåñòâóþò òàêèå
ðàçáèåíèÿ ýòèõ ñëîâ w = xyz , α = ηβθ , ãäå
|xy | ≤ N , |ηβ| ≤ N è yβ 6= ε , äëÿ êîòîðûõ
âêëþ÷åíèå (xy iz , ηβ iθ)∈R âåðíî äëÿ âñåõ i , i≥0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ðàçðàñòàíèè äëÿ
àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Äëÿ ñëîâàðíûõ îòíîøåíèé ìîæíî îïðåäåëÿòü
ðàçíîîáðàçíûå îïåðàöèè.

Êîíêàòåíàöèåé îòíîøåíèé P ,Q íàä àëôàâèòàìè
Σ,∆ íàçûâàåòñÿ òàêîå ñëîâàðíîå îòíîøåíèå
R = PQ íàä òåìè æå àëôàâèòàìè, êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

R = {(w , α) : w = w1w2, α = α1α2,
(w1, α1) ∈ P , (w2, α2) ∈ Q}.

Èòåðàöèÿ îòíîøåíèÿ P îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

P∗ =
∞⋃
k=0

Pk .



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Êîìïîçèöèåé îòíîøåíèé P ,Q íàä àëôàâèòàìè
Σ,∆ è ∆, Γ ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàåòñÿ òàêîå
ñëîâàðíîå îòíîøåíèå R = P ◦ Q íàä àëôàâèòàìè
Σ, Γ , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

R = {(w , u) : ∃α((w , α) ∈ P ∧ (α, u) ∈ Q)}.

Îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è äîïîëíåíèå
ñëîâàðíûõ îòíîøåíèé ââîäÿòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì.



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Óòâåðæäåíèå 10.4. Êëàññ ðàöèîíàëüíûõ
îòíîøåíèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
îáúåäèíåíèÿ, êîíêàòåíàöèè, èòåðàöèè è
êîìïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î çàìêíóòîñòè êëàññà
àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ. Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè êîìïîçèöèè äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî .
QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Óòâåðæäåíèå 10.4. Êëàññ ðàöèîíàëüíûõ
îòíîøåíèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
îáúåäèíåíèÿ, êîíêàòåíàöèè, èòåðàöèè è
êîìïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î çàìêíóòîñòè êëàññà
àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ. Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè êîìïîçèöèè äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî .
QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

À åñòü ëè çàìêíóòîñòü ðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé
îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ?

Óâû, åå íåò!

Óòâåðæäåíèå 10.5. Êëàññ ðàöèîíàëüíûõ
îòíîøåíèé íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëîâàðíûå
îòíîøåíèÿ P = {(anbm, cn) : m, n ≥ 0} è
Q = {(ambn, cn) : m, n ≥ 0} . Íåòðóäíî ïîñòðîèòü
àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè, ðåàëèçóþùèå ýòè
îòíîøåíèÿ. Îäíàêî èõ ïåðåñå÷åíèå
P ∩Q = {(anbn, cn) : n ≥ 0} î÷åâèäíî íå ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì îòíîøåíèåì. QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

À åñòü ëè çàìêíóòîñòü ðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé
îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ? Óâû, åå íåò!

Óòâåðæäåíèå 10.5. Êëàññ ðàöèîíàëüíûõ
îòíîøåíèé íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëîâàðíûå
îòíîøåíèÿ P = {(anbm, cn) : m, n ≥ 0} è
Q = {(ambn, cn) : m, n ≥ 0} . Íåòðóäíî ïîñòðîèòü
àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè, ðåàëèçóþùèå ýòè
îòíîøåíèÿ. Îäíàêî èõ ïåðåñå÷åíèå
P ∩Q = {(anbn, cn) : n ≥ 0} î÷åâèäíî íå ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì îòíîøåíèåì. QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

À åñòü ëè çàìêíóòîñòü ðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé
îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ? Óâû, åå íåò!

Óòâåðæäåíèå 10.5. Êëàññ ðàöèîíàëüíûõ
îòíîøåíèé íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëîâàðíûå
îòíîøåíèÿ P = {(anbm, cn) : m, n ≥ 0} è
Q = {(ambn, cn) : m, n ≥ 0} . Íåòðóäíî ïîñòðîèòü
àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè, ðåàëèçóþùèå ýòè
îòíîøåíèÿ. Îäíàêî èõ ïåðåñå÷åíèå
P ∩Q = {(anbn, cn) : n ≥ 0} î÷åâèäíî íå ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì îòíîøåíèåì. QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Ðàöèîíàëüíûå îòíîøåíèÿ ìîæíî çàäàâàòü ïðè
ïîìîùè ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé:

I êîíñòàíòàìè îáúÿâëÿþòñÿ âñå ïàðû
(x , ε), x ∈ Σ ∪ {ε} , è (ε, y), y ∈ ∆ ∪ {ε} ;

I åñëè P1 è P2 � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, òî
(P1 + P2) , (P1 · P2) è (P∗1 ) � òàêæå
ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ.

Çíà÷åíèå R(P) ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ P
îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè îïåðàöèé
îáúåäèíåíèÿ, êîíêàòåíàöèè è èòåðàöèè äëÿ
ñëîâàðíûõ îòíîøåíèé òàê æå, êàê è äëÿ ÿçûêîâ.



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Äëÿ ââåäåííûõ òàêèì îáðàçîì ðåãóëÿðíûõ
âûðàæåíèé ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû Êëèíè.

Óòâåðæäåíèå 10.6. Ñëîâàðíîå îòíîøåíèå
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Êëèíè äëÿ êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ-ðàñïîçíàâàòåëåé. QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Äëÿ ââåäåííûõ òàêèì îáðàçîì ðåãóëÿðíûõ
âûðàæåíèé ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû Êëèíè.

Óòâåðæäåíèå 10.6. Ñëîâàðíîå îòíîøåíèå
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Êëèíè äëÿ êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ-ðàñïîçíàâàòåëåé. QED



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Ïðèìåð. Ñëîâàðíîå îòíîøåíèå
R 6= = {(w , u) : w , u ∈ Σ∗, u 6= w} ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé ïàðû áóêâ x , y
áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü (x , y) äëÿ îáîçíà÷å-
íèÿ ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ (x , ε) · (ε, y) .
Òîãäà R6= = R(F1 + F2 + F3) , ãäå

I F1 = (
∑
x∈Σ

(x , x))∗ · (
∑
x 6=y

(x , y)) · (
∑

x ,y∈Σ

(x , y))∗ ,

I F2 = (
∑

x ,y∈Σ

(x , y))∗ · (
∑
x∈Σ

(x , ε)) · (
∑
x∈Σ

(x , ε))∗ ,

I F3 = (
∑

x ,y∈Σ

(x , y))∗ · (
∑
y∈Σ

(ε, y)) · (
∑
y∈Σ

(ε, y))∗ .



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ
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ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Çàäà÷à 1. Ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ
àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé, ðåàëèçóþùèõ
îòíîøåíèÿ R1 è R2 , ñòðîèò àâòîìàò,
ðåàëèçóþùèé èõ êîìïîçèöèþ R1 ◦ R2 . Êàêîâà
îöåíêà ðàçìåðà ýòîãî àâòîìàòà?

Çàäà÷à 2. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêîå ñëîâàðíîå
îòíîøåíèå P , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

1. Dom(P) è Range(P) � ðåãóëÿðíûå ÿçûêè,

2. L = {wu−1 : (w , u) ∈ P} � ÊÑ-ÿçûê

ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.



ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß È ÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Çàäà÷à 3. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ðàöèîíàëüíîãî îòíîøåíèÿ R , ñëîâàðíîå
îòíîøåíèå R−1 = {(u,w) : (w , u) ∈ R} òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì?

Çàäà÷à 4. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ðàöèîíàëüíîãî îòíîøåíèÿ R , ñëîâàðíîå
îòíîøåíèå R rev = {(w−1, u−1) : (w , u) ∈ R} òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì?



ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ

À êàê îáñòîèò äåëî ñ àëãîðèòìè÷åñêèìè
ïðîáëåìàìè?

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîáëåìà ïóñòîòû äëÿ
ðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé R(A) = ∅? ðàçðåøèìà.
Ïî÷åìó?

Èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ äðóãèìè çàäà÷àìè.

Óòâåðæäåíèå 10.7. Ïðîáëåìà òîòàëüíîñòè äëÿ
ðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé R(A) = Σ∗ ×∆∗?
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.



ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ
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ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ
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ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî Ïðîáëåìà
ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà (ÏÑÏ) ñâîäèìà ê ïðîáëåìå
òîòàëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé.

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà ïàð ñëîâ
P = {(u1, v1), (u2, v2), . . . , (uk , vk)} â àëôàâèòå ∆ .
Äëÿ ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëèì äâà îòíîøåíèÿ íàä
àëôàâèòàìè Σ = {1, 2, . . . , k} è ∆ :

R1
P = {(i1i2 . . . in, ui1ui2 . . . uin) : n ≥ 1},

R2
P = {(j1j2 . . . jm, vj1vj2 . . . vjm) : m ≥ 1}.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáà ýòè îòíîøåíèÿ �
ðàöèîíàëüíûå.



ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Çíà÷èò, ðàöèîíàëüíûì ÿâëÿåòñÿ è îòíîøåíèå

RP = (R1
P ◦ R 6=) + (R2

P ◦ R 6=).

Íî òîãäà ÏÑÏ äëÿ P èìååò ðåøåíèå i1, i2, . . . , in
⇐⇒

ui1ui2 . . . uin = vi1vi1 . . . vin = w
⇐⇒

(i1i2 . . . in,w) /∈ R1
P ◦ R6=, (i1i2 . . . in,w) /∈ R2

P ◦ R 6=
⇐⇒

RP 6= Σ∗ ×∆∗ . QED
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ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Ñëåäñòâèå. Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñèëüíî çàòðóäíÿåò
îïòèìèçàöèþ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé.

Çàäà÷à 5. ßâëÿåòñÿ ëè àëãîðèòìè÷åñêè
ðàçðåøèìîé ïðîáëåìà âêëþ÷åíèÿ (w , u) ∈ R(A)
äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé?

Çàäà÷à 6. ßâëÿåòñÿ ëè àëãîðèòìè÷åñêè
ðàçðåøèìîé ïðîáëåìà ïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ
R(A) ∩ R(B) = ∅ äëÿ êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé?



ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ
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ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

À êàê îáñòîèò äåëî ñ àëãîðèòìè÷åñêèìè
ïðîáëåìàìè äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ
àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé?

Êîíå÷íûé àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü
A = (Σ,∆, S , I ,F ,T ) íàçûâàåòñÿ
äåòåðìèíèðîâàííûì , åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

I |I | ≤ 1 , ò.å. èìååò íå áîëåå îäíîãî íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ;

I îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ T ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
T : S × Σ→ S ×∆∗ .



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ
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ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò äîëæåí çíàòü, ãäå
îêàí÷èâàåòñÿ òðàíñëèðóåìîå ñëîâî. Ïîýòîìó ê
âõîäíîìó àëôàâèòó Σ ïðèëàãàåòñÿ ñïåöèàëüíûé
ìàðêåð êîíöà ñëîâà a .

Äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü
A = (Σ,∆, S , I ,F ,T ) ðåàëèçóåò ÷àñòè÷íóþ
ôóíêöèþ RA : Σ∗ → ∆∗ , çíà÷åíèå êîòîðîé äëÿ
êàæäîãî âõîäíîãî ñëîâà w îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

RA(w) = α ⇔ s0
(wa,α)−→ ∗ sn, s0 ∈ I , sn ∈ F .



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü
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Òåîðåìà 10.8. Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè
RA1

= RA2
? äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ

àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àâòîìàòû-ïðåîá-
ðàçîâàòåëè A1,A2 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

1. Dom(RA1
) = Dom(RA2

)
(èíà÷å A1 è A2 î÷åâèäíî íåýêâèâàëåíòíû);

2. A1 è A2 íå èìåþò áåñïîëåçíûõ ñîñòîÿíèé
(ýòè ñîñòîÿíèÿ ìîæíî îáíàðóæèòü è óäàëèòü).



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Òåîðåìà 10.8. Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè
RA1

= RA2
? äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ

àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àâòîìàòû-ïðåîá-
ðàçîâàòåëè A1,A2 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

1. Dom(RA1
) = Dom(RA2

)
(èíà÷å A1 è A2 î÷åâèäíî íåýêâèâàëåíòíû);

2. A1 è A2 íå èìåþò áåñïîëåçíûõ ñîñòîÿíèé
(ýòè ñîñòîÿíèÿ ìîæíî îáíàðóæèòü è óäàëèòü).
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ÈÄÅß ÀËÃÎÐÈÒÌÀ.

Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s êàæäîãî èç àâòîìà-
òîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé Ai , i = 1, 2, ââåäåì
ïåðåìåííóþ Xs è ñîñòàâèì ñèñòåìó àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ ôóíêöèè
òðàíñëÿöèè, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ â êàæäîì
ñîñòîÿíèè ýòèõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé.

Äîáàâèì ê ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèå Xs11
= Xs21

, ãäå
s1

1 , s
2
1 � íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòîâ A1 è A2 ,

è ïðîâåðèì ðàçðåøèìîñòü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, êàê
ýòî äåëàåòñÿ â ëèíåéíîé àëãåáðå.
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ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

ÈÄÅß ÀËÃÎÐÈÒÌÀ.

Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s êàæäîãî èç àâòîìà-
òîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé Ai , i = 1, 2, ââåäåì
ïåðåìåííóþ Xs è ñîñòàâèì ñèñòåìó àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ ôóíêöèè
òðàíñëÿöèè, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ â êàæäîì
ñîñòîÿíèè ýòèõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé.

Äîáàâèì ê ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèå Xs11
= Xs21

, ãäå
s1

1 , s
2
1 � íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòîâ A1 è A2 ,

è ïðîâåðèì ðàçðåøèìîñòü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, êàê
ýòî äåëàåòñÿ â ëèíåéíîé àëãåáðå.
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Ïóñòü èìååòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò-ïðå-
îáðàçîâàòåëü A = (Σ,∆, S , {s1},F ,T ) ñ
ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ T : S × Σ→ S ×∆∗ .
Òîãäà äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s ∈ S ñôîðìèðóåì
ìíîæåñòâî òðîåê Out(A, s) = {(x , s ′, β) :
T (s, x) = (s ′, β), x ∈ Σ, s ′ ∈ S , β ∈ ∆∗} è
ïîñòðîèì óðàâíåíèå

Eq(A, s) : Xs =
∑

(x ,s ′,β)∈Out(A,s)

(x , β) · Xs ′ + cs ,

ãäå cs =

{
(ε, ε), åñëè s ∈ F ,

0, åñëè s /∈ F .



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ
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Xs1 = (a, ε) · Xs6 + (a; a) · Xs2 + (b;b) · Xs4 ,

Xs2 = (a, ε) · Xs6 + (a; ∗) · Xs3 + (b;b) · Xs4 , . . . Xs6 = (ε, ε)
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Ïðåîáðàçîâàòåëü A = (Σ,∆, S , {s1},F ,T ) ìîæíî
îïèñàòü ñèñòåìîé óðàâíåíèé

EA = {Eq(A, s) : s ∈ S}.

Ëåììà 1.
Äëÿ ëþáîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ
A ñèñòåìà óðàâíåíèé EA èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå Xs = {(w , α) : s

w ,α−→∗ sn, sn ∈ F}, s ∈ S .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èíäóêöèåé ïî äëèíå âõîäíîãî ñëîâà w äëÿ âñåõ
ñîñòîÿíèé s ∈ S .



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ñëåäñòâèå.
Ïðåîáðàçîâàòåëè A1 = (Σ,∆, S1, {s1

1},F1,T1) è
A2 = (Σ,∆, S2, {s2

1},F2,T2) ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ðåøåíèå ñèñòåìà
óðàâíåíèé

EA1
∪ EA2

∪ {Xs11
= Xs21

}

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè
ïðåîáðàçîâàòåëåé íóæíî íàó÷èòüñÿ ïðîâåðÿòü
ðàçðåøèìîñòü ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
óêàçàííîãî âèäà.
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà

EA ∪ {(ε, β′1) · Xi1 = (ε, β′′1 ) · Xj1 , . . . , (ε, β
′
k) · Xik = (ε, β′′k ) · Xjk},

ãäå A � äåòåðìèíèðîâàííûé ïðåîáðàçîâàòåëü, β′i , β
′′
j ∈ ∆∗ .

Íåêîòîðûå èç òàêèõ ñèñòåì íàâåðíÿêà èìåþò ðåøåíèå.

Ëåììà 2.
Åñëè ïåðåìåííûå Xj1 , . . . ,Xjk ñîäåðæàòñÿ â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû

EA , à ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå Y1, . . . ,Yk íå

ñîäåðæàòñÿ â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû EA , òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

EA ∪ {Y1 = (ε, β1) · Xj1 , . . . ,Yk = (ε, βk) · Xjk}
èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñîãëàñíî Ëåììå 1 ñèñòåìà óðàâíåíèé EA èìååò ðåøåíèå

X1 = R1, . . . ,Xn = Rn , à çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ Y1, . . . ,Yk

âû÷èñëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ïî çíà÷åíèÿì Xj1 , . . . ,Xjk . QED
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Íî åñòü òàêæå è òàêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðûå íå èìåþò

ðåøåíèé.

Ëåììà 3.
Äëÿ ëþáîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ A ñèñòåìà óðàâíåíèé

EA ∪ {Xi = (ε, β) · Xi},

íå èìååò ðåøåíèÿ ïðè β 6= ε .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñîãëàñíî Ëåììå 1 ñèñòåìà óðàâíåíèé EA èìååò ðåøåíèå

X1 = R1, . . . ,Xn = Rn . Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøåå ñëîâî α â

ìíîæåñòâå ñëîâ Range(Ri ) . Òîãäà βα áóäåò ñëîâîì

íàèìåíüøåé äëèíû â ìíîæåñòâå ñëîâ Range((ε, β) · Ri ) . Òîãäà
èç |βα| > |α| ñëåäóåò Ri 6= (ε, β) · Ri . QED



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
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Ëåììà 4.
Äëÿ ëþáîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ A ñèñòåìà óðàâíåíèé

EA ∪ {(ε, β′) · Xi = (ε, β′′) · Xj},

íå èìååò ðåøåíèÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà β′ íå ÿâëÿåòñÿ
ïðåôèêñîì β′′ , è β′′ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì β′ .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñîãëàñíî Ëåììå 1 ñèñòåìà óðàâíåíèé EA èìååò ðåøåíèå

X1 = R1, . . . ,Xn = Rn . Òîãäà ðàâåíñòâî (ε, β′) · Ri = (ε, β′′) · Rj

âëå÷åò ðàâåíñòâî β′ · Range(Ri ) = β′′ · Range(Rj) . Ïîñëåäíåå
âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè îäíî èç ñëîâ β′ èëè β′′

ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì äðóãîãî ñëîâà QED
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Äëÿ ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåîáðàçîâàòåëåé

A1 = (Σ,∆, S1, {s11},F1,T1) è A2 = (Σ,∆, S2, {s21},F2,T2)
áóäåì ïðèìåíÿòü ïðàâèëà ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê

èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé

EA1 ∪ EA2 ∪ {Xs11
= Xs21

} (∗)

äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðàÿ

I ëèáî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëåììû 2 : òîãäà ñèñòåìà

óðàâíåíèé (*) èìååò ðåøåíèå , è A1 ∼ A2 ;

I ëèáî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëåììû 3 : òîãäà ñèñòåìà

óðàâíåíèé (*) íå èìååò ðåøåíèÿ , è A1 6∼ A2 ,

I ëèáî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëåììû 4 : òîãäà ñèñòåìà

óðàâíåíèé (*) íå èìååò ðåøåíèÿ , è A1 6∼ A2 .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

E = EA∪{(ε, β′1) ·Xi1 = (ε, β′′1 ) ·Xj1 , . . . , (ε, β
′
k) ·Xik = (ε, β′′k ) ·Xjk},

íå ïîäïàäàåò ïîä óñëîâèÿ Ëåìì 2, 3, 4. Òîãäà ïðèìåíèì ê

ñèñòåìå óðàâíåíèé E ñëåäóþùèå äâà òèïà ïðåîáðàçîâàíèé.

1. Ñîêðàùåíèå ìíîæèòåëåé.

Åñëè â ñèñòåìå E åñòü óðàâíåíèÿ âèäà

(ε, β) · Xi = (ε, βγ) · Xj (èëè (ε, βγ) · Xi = (ε, β) · Xj ),

òî çàìåíèì êàæäîå èç òàêèõ óðàâíåíèé íà óðàâíåíèå

Xi = (ε, γ) · Xj (èëè Xj = (ε, γ) · Xi ).

Ïîñëå ¾ñîêðàùåíèÿ îáùèõ ìíîæèòåëåé¿ âî âñåõ òàêèõ

óðàâíåíèÿõ ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé E ′, â
êîòîðîé ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé èìåþò òîëüêî åäèíè÷íûé

ìíîæèòåëü.
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2. Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ.

Åñëè â ñèñòåìå E åñòü óðàâíåíèå âèäà Xi = (ε, β) · Xj , è ïðè

ýòîì Xi 6= Xj , òî çàìåíèì âñå ïðî÷èå âõîæäåíèÿ Xi íà

âûðàæåíèå (ε, β) · Xj . Ïåðåìåííàÿ Xi ñòàíîâèòñÿ, òàêèì

îáðàçîì, ¾èñêëþ÷åííîé¿ .

Íî ïðè òàêîé çàìåíå ïåðåìåííîé Xi íà (ε, β) · Xj ìîæåò

íàðóøèòüñÿ óñòðîéñòâî óðàâíåíèé ïîäñèñòåìû EA : óðàâíåíèÿ

Xi = (ai1 , β
′
1) · Xi1 + · · ·+ (air , β

′
r ) · Xi + · · ·+ (aim , β

′
m) · Xim ,

Xj = (aj1 , β
′′
1 ) · Xj1 + · · ·+ (ajp , β

′′
p ) · Xi + · · ·+ (ajn , β

′′
n ) · Xjn

ïðèìóò âèä

(ε, β)Xj = (ai1 , β
′
1) · X ′i1 + · · ·+ (air , β

′
rβ) · Xj + · · ·+ (aim , β

′
m) · X ′im ,

Xj = (aj1 , β
′′
1 ) · X ′′j1 + · · ·+ (ajp , β

′′
pβ) · Xj + · · ·+ (ajn , β

′′
n ) · X ′′jn .

Èñïðàâèì íàðóøåíèÿ óñòðîéñòâà ýòèõ óðàâíåíèé.
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2. Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ.

Åñëè â ñèñòåìå E åñòü óðàâíåíèå âèäà Xi = (ε, β) · Xj , è ïðè

ýòîì Xi 6= Xj , òî çàìåíèì âñå ïðî÷èå âõîæäåíèÿ Xi íà

âûðàæåíèå (ε, β) · Xj . Ïåðåìåííàÿ Xi ñòàíîâèòñÿ, òàêèì

îáðàçîì, ¾èñêëþ÷åííîé¿ .

Íî ïðè òàêîé çàìåíå ïåðåìåííîé Xi íà (ε, β) · Xj ìîæåò

íàðóøèòüñÿ óñòðîéñòâî óðàâíåíèé ïîäñèñòåìû EA : óðàâíåíèÿ

Xi = (ai1 , β
′
1) · Xi1 + · · ·+ (air , β

′
r ) · Xi + · · ·+ (aim , β

′
m) · Xim ,

Xj = (aj1 , β
′′
1 ) · Xj1 + · · ·+ (ajp , β

′′
p ) · Xi + · · ·+ (ajn , β

′′
n ) · Xjn

ïðèìóò âèä

(ε, β)Xj = (ai1 , β
′
1) · X ′i1 + · · ·+ (air , β

′
rβ) · Xj + · · ·+ (aim , β

′
m) · X ′im ,

Xj = (aj1 , β
′′
1 ) · X ′′j1 + · · ·+ (ajp , β

′′
pβ) · Xj + · · ·+ (ajn , β

′′
n ) · X ′′jn .

Èñïðàâèì íàðóøåíèÿ óñòðîéñòâà ýòèõ óðàâíåíèé.
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2. Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ.

Åñëè â ñèñòåìå E åñòü óðàâíåíèå âèäà Xi = (ε, β) · Xj , è ïðè

ýòîì Xi 6= Xj , òî çàìåíèì âñå ïðî÷èå âõîæäåíèÿ Xi íà

âûðàæåíèå (ε, β) · Xj . Ïåðåìåííàÿ Xi ñòàíîâèòñÿ, òàêèì

îáðàçîì, ¾èñêëþ÷åííîé¿ .

Íî ïðè òàêîé çàìåíå ïåðåìåííîé Xi íà (ε, β) · Xj ìîæåò

íàðóøèòüñÿ óñòðîéñòâî óðàâíåíèé ïîäñèñòåìû EA : óðàâíåíèÿ

Xi = (ai1 , β
′
1) · Xi1 + · · ·+ (air , β

′
r ) · Xi + · · ·+ (aim , β

′
m) · Xim ,

Xj = (aj1 , β
′′
1 ) · Xj1 + · · ·+ (ajp , β

′′
p ) · Xi + · · ·+ (ajn , β

′′
n ) · Xjn

ïðèìóò âèä

(ε, β)Xj = (ai1 , β
′
1) · X ′i1 + · · ·+ (air , β

′
rβ) · Xj + · · ·+ (aim , β

′
m) · X ′im ,

Xj = (aj1 , β
′′
1 ) · X ′′j1 + · · ·+ (ajp , β

′′
pβ) · Xj + · · ·+ (ajn , β

′′
n ) · X ′′jn .

Èñïðàâèì íàðóøåíèÿ óñòðîéñòâà ýòèõ óðàâíåíèé.



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

3. Èñïðàâëåíèå óðàâíåíèé.

Åñëè â ïîäñèñòåìå EA âîçíèêëè óðàâíåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè

ïåðåìåííûìè â ëåâûõ ÷àñòÿõ:

(ε, β)Xj = (ai1 , β
′
1) · X ′i1 + · · ·+ (air , β

′
rβ) · Xj + · · ·+ (aim , β

′
m) · X ′im ,

Xj = (aj1 , β
′′
1 ) · X ′′j1 + · · ·+ (ajp , β

′′
pβ) · Xj + · · ·+ (ajn , β

′′
n ) · X ′′jn ,

òî ñðàâíèì ìíîæåñòâà áóêâ

Σ′ = {ai1 , . . . , air , . . . , aim} è Σ′′ = {aj1 , . . . , ajp , . . . , ajn .} .
Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

Âàðèàíò 3.1.

Åñëè Σ′ 6= Σ′′ , òî ýòè äâà óðàâíåíèÿ íåñîâìåñòíû, è,

ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ ýòè äâà óðàâíåíèÿ, íå

èìååò ðåøåíèé.



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

3. Èñïðàâëåíèå óðàâíåíèé.

Åñëè â ïîäñèñòåìå EA âîçíèêëè óðàâíåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè

ïåðåìåííûìè â ëåâûõ ÷àñòÿõ:

(ε, β)Xj = (ai1 , β
′
1) · X ′i1 + · · ·+ (air , β

′
rβ) · Xj + · · ·+ (aim , β

′
m) · X ′im ,

Xj = (aj1 , β
′′
1 ) · X ′′j1 + · · ·+ (ajp , β

′′
pβ) · Xj + · · ·+ (ajn , β

′′
n ) · X ′′jn ,

òî ñðàâíèì ìíîæåñòâà áóêâ

Σ′ = {ai1 , . . . , air , . . . , aim} è Σ′′ = {aj1 , . . . , ajp , . . . , ajn .} .
Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

Âàðèàíò 3.1.

Åñëè Σ′ 6= Σ′′ , òî ýòè äâà óðàâíåíèÿ íåñîâìåñòíû, è,

ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ ýòè äâà óðàâíåíèÿ, íå

èìååò ðåøåíèé.



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

3. Èñïðàâëåíèå óðàâíåíèé.

Åñëè â ïîäñèñòåìå EA âîçíèêëè óðàâíåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè

ïåðåìåííûìè â ëåâîé ÷àñòè:

(ε, β)Xj = (ai1 , β
′
1) · X ′i1 + · · ·+ (air , β

′
rβ) · Xj + · · ·+ (aim , β

′
m) · X ′im ,

Xj = (aj1 , β
′′
1 ) · X ′′j1 + · · ·+ (ajp , β

′′
pβ) · Xj + · · ·+ (ajn , β

′′
n ) · X ′′jn ,

òî ñðàâíèì ìíîæåñòâà áóêâ

Σ′ = {ai1 , . . . , air , . . . , aim} è Σ′′ = {aj1 , . . . , ajp , . . . , ajn .} .
Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

Âàðèàíò 3.2.

Åñëè Σ′ = Σ′′ (ò.å. ai1 = aj1 , . . . , ain = ajm ), òî
I óäàëèì èç ñèñòåìû ïåðâîå èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé,
I äîáàâèì â ñèñòåìó íîâûå óðàâíåíèÿ:

(ε, β′1) · X ′i1 = (ε, ββ′′1 ) · X ′′j1 , . . . , (ε, β
′
m) · X ′im = (ε, ββ′′n ) · X ′′jn .



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïîñëå Èñïðàâëåíèÿ óðàâíåíèé ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé, â êîòîðîé ñòàëî íà îäíó ¾èñêëþ÷åííóþ¿

ïåðåìåííóþ áîëüøå.

Ò.ê. â èñõîäíîé ñèñòåìå áûëî êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ, è

ïîñëå êàæäîãî ðàóíäà ïðåîáðàçîâàíèé êîëè÷åñòâî

¾èñêëþ÷åííûõ¿ ïåðåìåííûõ âîçðàñòàåò, ñïóñòÿ íåêîòîðîå

÷èñëî ðàóíäîâ

I ëèáî áóäåò ïîëó÷åíà ðàâíîñèëüíàÿ ñèñòåìà â êîòîðîé âñå

ïåðåìåííûå ¾èñêëþ÷åííûå¿ (çäåñü ïðèìåíèìà Ëåììà 2);

I ëèáî áóäåò îáíàðóæåíà íåðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû íà

îñíîâàíèè Ëåìì 3, 4, à òàêæå Âàðèàíòà 3.1.

QED



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

A1 ��������s11 -0, abbaab
-

1, abb
����s12 -0, aa

�

6

1, bab

��������s11

A2 ��������s21
� -0, abba

� -
1, ab

����s22�
�

-
1,
bb

�
��

1,
abba

����s23
�
?

0, abaa

�6
0, baa

��������s24

X11 = X21

X11=(0, abbaab) · X12+(1, abb) · X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X21=(0, abba) · X22+(1, ab) · X23

X22=(0, abaa) · X24+(1, abba) · X23

X23=(0, baa) · X24+(1, bb) · X22

X24=(ε, ε)



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

A1 ��������s11 -0, abbaab
-

1, abb
����s12 -0, aa

�

6

1, bab

��������s11

A2 ��������s21
� -0, abba

� -
1, ab

����s22�
�

-
1,
bb

�
��

1,
abba

����s23
�
?

0, abaa

�6
0, baa

��������s24
X11 = X21

X11=(0, abbaab) · X12+(1, abb) · X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X21=(0, abba) · X22+(1, ab) · X23

X22=(0, abaa) · X24+(1, abba) · X23

X23=(0, baa) · X24+(1, bb) · X22

X24=(ε, ε)



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X11=(0, abbaab) · X12+(1, abb) · X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X21=(0, abba) · X22+(1, ab) · X23

X22=(0, abaa) · X24+(1, abba) · X23

X23=(0, baa) · X24+(1, bb) · X22

X24=(ε, ε)

Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X21=(0, abba) · X22+(1, ab) · X23

X22=(0, abaa) · X24+(1, abba) · X23

X23=(0, baa) · X24+(1, bb) · X22

X24=(ε, ε)

Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X21 = (0, abba) · X22+(1, ab) · X23

X22=(0, abaa) · X24+(1, abba) · X23

X23=(0, baa) · X24+(1, bb) · X22

X24=(ε, ε)

Èñïðàâëåíèå óðàâíåíèé



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X22=(0, abaa) · X24+(1, abba) · X23

X23=(0, baa) · X24+(1, bb) · X22

X24=(ε, ε)

(ε, abbaab) · X12 = (ε, abba) · X22

(ε, abb) · X12 = (ε, ab) · X23

Èñïðàâëåíèå óðàâíåíèé



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X22=(0, abaa) · X24+(1, abba) · X23

X23=(0, baa) · X24+(1, bb) · X22

X24=(ε, ε)

(ε, abbaab) · X12 = (ε, abba) · X22

(ε, abb) · X12 = (ε, ab) · X23

Ñîêðàùåíèå ìíîæèòåëåé



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X22=(0, abaa) · X24+(1, abba) · X23

X23=(0, baa) · X24+(1, bb) · X22

X24=(ε, ε)

(ε, ab) · X12 = X22

(ε, b) · X12 = X23

Ñîêðàùåíèå ìíîæèòåëåé



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X22 = (0, abaa) · X24+(1, abba) · X23

X23 = (0, baa) · X24+(1, bb) · X22

X24=(ε, ε)

(ε, ab) · X12 = X22

(ε, b) · X12 = X23

Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

(ε, ab) · X12 = (0, abaa) · X24+(1, abba) · (ε, b) · X12

(ε, b) · X12 = (0, baa) · X24+(1, bb) · (ε, ab) · X12

X24=(ε, ε)

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

(ε, ab) · X12 = (0, abaa) · X24+(1, abbab) · X12

(ε, b) · X12 = (0, baa) · X24+(1, bbab) · X12

X24=(ε, ε)

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

Ñîêðàùåíèå ìíîæèòåëåé



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X12 = (0, aa) · X24+(1, bab) · X12

X12 = (0, aa) · X24+(1, bab) · X12

X24=(ε, ε)

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

Ñîêðàùåíèå ìíîæèòåëåé



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X12 = (0, aa) · X24+(1, bab) · X12 � óðàâíåíèÿ-äóáëèêàòû

X12 = (0, aa) · X24+(1, bab) · X12 � óðàâíåíèÿ-äóáëèêàòû

X24=(ε, ε)

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

Óäàëåíèå óðàâíåíèé-äóáëèêàòîâ



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X12 = (0, aa) · X24+(1, bab) · X12

X24=(ε, ε)

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

Óäàëåíèå óðàâíåíèé-äóáëèêàòîâ



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12 = (0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X12 = (0, aa) · X24+(1, bab) · X12

X24=(ε, ε)

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

Èñïðàâëåíèå óðàâíåíèé



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X24=(ε, ε)

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

(ε, aa) · X13 = (ε, aa) · X24

(ε, bab) · X12 = (ε, bab) · X12

Èñïðàâëåíèå óðàâíåíèé



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X24=(ε, ε)

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

(ε, aa) · X13 = (ε, aa) · X24

(ε, bab) · X12 = (ε, bab) · X12

Ñîêðàùåíèå ìíîæèòåëåé



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13+(1, bab) · X12

X13=(ε, ε)

X24=(ε, ε)

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

X13 = X24

X12 = X12

Ñîêðàùåíèå ìíîæèòåëåé



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X13 + (1, bab) · X12

X13 = (ε, ε)

X24=(ε, ε)

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

X13 = X24

X12 = X12 � òîæäåñòâî, ìîæíî óäàëèòü

Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X24+(1, bab) · X12

X24 = (ε, ε)

X24=(ε, ε)

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

X13 = X24

Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X24+(1, bab) · X12

X24 = (ε, ε)X24 = (ε, ε) � óðàâíåíèÿ-äóáëèêàòû

X24=(ε, ε) � óðàâíåíèÿ-äóáëèêàòû

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

X13 = X24

Óäàëåíèå óðàâíåíèé-äóáëèêàòîâ



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Ïðèìåð.

X11 = X21

X21 = (0, abbaab)·X12+(1, abb)·X12

X12=(0, aa) · X24+(1, bab) · X12

X24 = (ε, ε)

X22 = (ε, ab) · X12

X23 = (ε, b) · X12

X13 = X24

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîäïàäàåò
ïîä óñëîâèÿ Ëåììû 2. Çíà÷èò, A1 ∼ A2 .



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Âîïðîñ. Ãäå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 10.8 (î
ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé)
ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî
äåòåðìèíèðîâàííîñòè ïðåîáðàçîâàòåëåé?



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Çàäà÷à 7. Êàêîâà ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïðîâåð-
êè ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ
àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé?

Íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü
A íàçûâàåòñÿ ôóííêöèîíàëüíûì , åñëè ðåàëè-
çóåìîå èì îòíîøåíèå RA ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ò.å.
äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ñëîâà w ñóùåñòâóåò íå áîëåå
îäíîé òàêîé ñòðîêè α , ÷òî (w , α) ∈ RA .

Çàäà÷à 8 [Òðóäíàÿ]. Cóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì
ïðîâåðêè ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëüíîñòè äëÿ
êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé?



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Çàäà÷à 7. Êàêîâà ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïðîâåð-
êè ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ
àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé?

Íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü
A íàçûâàåòñÿ ôóííêöèîíàëüíûì , åñëè ðåàëè-
çóåìîå èì îòíîøåíèå RA ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ò.å.
äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ñëîâà w ñóùåñòâóåò íå áîëåå
îäíîé òàêîé ñòðîêè α , ÷òî (w , α) ∈ RA .

Çàäà÷à 8 [Òðóäíàÿ]. Cóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì
ïðîâåðêè ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëüíîñòè äëÿ
êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé?



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

ÈÒÎÃÈ.
Êîíå÷íûå àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè çàíèìàþò
ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó àâòîìàòàìè-
ðàñïîçíàâàòåëÿìè è ìàãàçèííûìè àâòîìàòàìè.

Äëÿ ðàçðåøèìûõ çàäà÷ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ
àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü
òàêèå æå ìåòîäû, êàê è äëÿ àíàëèçà êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ-ðàñïîçíàâàòåëåé.

À äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè ìîæíî
ïðèìåíÿòü òå æå ïðèåìû, êîòîðûå áûëè
èñïîëüçîâàíû äëÿ ìàãàçèííûõ àâòîìàòîâ.

Âñå ýòè ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ
ìíîãîðàçîâûìè!



ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

ÈÒÎÃÈ.
Êîíå÷íûå àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè çàíèìàþò
ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó àâòîìàòàìè-
ðàñïîçíàâàòåëÿìè è ìàãàçèííûìè àâòîìàòàìè.

Äëÿ ðàçðåøèìûõ çàäà÷ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ
àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü
òàêèå æå ìåòîäû, êàê è äëÿ àíàëèçà êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ-ðàñïîçíàâàòåëåé.

À äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè ìîæíî
ïðèìåíÿòü òå æå ïðèåìû, êîòîðûå áûëè
èñïîëüçîâàíû äëÿ ìàãàçèííûõ àâòîìàòîâ.

Âñå ýòè ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ
ìíîãîðàçîâûìè!



ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

Çàäà÷à 9 [Òðóäíàÿ]. À êàê ïîñòðîèòü
àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè êîíå÷íûõ
äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé?
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