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ÑÏÎÑÎÁÛ ÎÏÈÑÀÍÈß ßÇÛÊÎÂ

Íàì óæå èçâåñòíû ðàçíûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ
ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ:

I àâòîìàòíûé: ÿçûê ñîñòîèò èç ñëîâ,
ðàñïîçíàâàåìûõ íåêîòîðûì âû÷èñëèòåëüíûì
óñòðîéñòâîì (àâòîìàòîì);

I ãðàììàòè÷åñêèé : ÿçûê ñîñòîèò èç ñëîâ,
êîíñòðóèðóåìûõ ïðè ïîìîùè ãðàììàòè÷åñêèõ
ïðàâèë;

I àëãåáðàè÷åñêèé : ÿçûê ñîñòîèò èç ñëîâ,
âû÷èñëÿåìûõ ïðè ïîìîùè àëãåáðàè÷åñêèõ
îïåðàöèé.

Íî áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà íè îäèí èç ýòèõ ñïîñîáîâ
íå ïîäõîäèò äëÿ îïèñàíèÿ íóæíîãî ÿçûêà.
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ÑÏÎÑÎÁÛ ÎÏÈÑÀÍÈß ßÇÛÊÎÂ

Êàê, íàïðèìåð, ôîðìàëüíî îïèñàòü ÿçûê, ñîñòî-
ÿùèé èç âñåõ ñëîâ, â êîòîðûõ ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ âõîæäåíèÿìè áóêâ a è b èìååòñÿ õîòÿ áû
îäíî âõîæäåíèå áóêâû c , à ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
âõîæäåíèÿìè áóêâ c è b èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî
âõîæäåíèå áóêâû a ?

Çäåñü, âåðîÿòíî, áûë áû óìåñòåí íå îïåðàöèîí-
íûé ñïîñîá çàäàíèÿ, êîòîðûé èíñòðóêòèðóåò, êàê
ïîñòðîèòü íóæíûå ñëîâà, à äåêëàðàòèâíûé
ñïîñîá çàäàíèÿ, êîòîðûé îïèñûâàåò, êàêèì
òðåáîâàíèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü èíòåðåñó-
þùèå íàñ ñëîâà.



ÑÏÎÑÎÁÛ ÎÏÈÑÀÍÈß ßÇÛÊÎÂ
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ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÎÏÈÑÀÍÈß
ßÇÛÊÎÂ

Â êà÷åñòâå ñðåäñòâà äåêëàðàòèâíîãî çàäàíèÿ
ÿçûêîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû.

Íî êàê ïðèñïîñîáèòü ëîãèêó äëÿ îïèñàíèÿ
óñòðîéñòâà ñëîâ?

Êàêîå ìíîæåñòâî íóæíî âûáðàòü ïðåäìåòíîé
îáëàñòüþ?

Êàêèå ïðåäèêàòû öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü?
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ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÎÏÈÑÀÍÈß
ßÇÛÊÎÂ

Ïîïðîáóåì ðàññóæäàòü òàê.

ω-ñëîâî � ýòî ôóíêöèÿ α : N→ Σ .

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïðåäìåòíîé îáëàñòè ìîæíî
èñïîëüçîâàòü íàòóðàëüíûé ðÿä N , ðàññìàòðèâàÿ
÷èñëà êàê íîìåðà ïîçèöèé â ñëîâå.

Êàæäàÿ áóêâà àëôàâèòà Σ ìîæåò âîñïðèíèìàòüñÿ
êàê îïðåäåëåííîå ñâîéñòâî ïîçèöèè â ñëîâå.

À ñàìè ïîçèöèè ìîæíî ñðàâíèâàòü ïî îòíîøåíèþ
ïîðÿäêà êàê íàòóðàëüíûå ÷èñëà.



ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÎÏÈÑÀÍÈß
ßÇÛÊÎÂ

Òîãäà òðåáîâàíèå ¾Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
âõîæäåíèÿìè áóêâ a è b èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî
âõîæäåíèå áóêâû c ¿ ìîæíî ôîðìàëüíî çàäàòü
ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

∀x∀y(A(x)∧B(y)∧(x<y)→ ∃z((x<z)∧(z<y)∧C (z))).

À êàê ïîñòóïèòü, èìåÿ äåëî ñ òàêèì òðåáîâàíèåì:
¾Áóêâà a ìîæåò áûòü òîëüêî â ïîçèöèÿõ ñ
÷åòíûìè íîìåðàìè, à â êàæäîé ñåäüìîé ïîçèöèè
äîëæíà áûòü áóêâà b ¿?

Çíà÷èò, â ëîãèêå äîëæíû áûòü ñ÷åò÷èê ïîçèöèé.
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âõîæäåíèÿìè áóêâ a è b èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî
âõîæäåíèå áóêâû c ¿ ìîæíî ôîðìàëüíî çàäàòü
ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

∀x∀y(A(x)∧B(y)∧(x<y)→ ∃z((x<z)∧(z<y)∧C (z))).

À êàê ïîñòóïèòü, èìåÿ äåëî ñ òàêèì òðåáîâàíèåì:
¾Áóêâà a ìîæåò áûòü òîëüêî â ïîçèöèÿõ ñ
÷åòíûìè íîìåðàìè, à â êàæäîé ñåäüìîé ïîçèöèè
äîëæíà áûòü áóêâà b ¿?

Çíà÷èò, â ëîãèêå äîëæíû áûòü ñ÷åò÷èê ïîçèöèé.



ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÎÏÈÑÀÍÈß
ßÇÛÊÎÂ

À êàê ïîñòóïàòü, êîãäà íóæíî çàäàòü òðåáîâàíèå
¾Áóêâà a ðàñïîëàãàåòñÿ â ÷åòíîì ÷èñëå
ïîçèöèé¿?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûðàçèòåëüíûõ ñðåäñòâ ëîãèêè
ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî òðåáîâàíèÿ
óæå íåäîñòàòî÷íî.



ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÎÏÈÑÀÍÈß
ßÇÛÊÎÂ

À êàê ïîñòóïàòü, êîãäà íóæíî çàäàòü òðåáîâàíèå
¾Áóêâà a ðàñïîëàãàåòñÿ â ÷åòíîì ÷èñëå
ïîçèöèé¿?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûðàçèòåëüíûõ ñðåäñòâ ëîãèêè
ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî òðåáîâàíèÿ
óæå íåäîñòàòî÷íî.



ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÎÏÈÑÀÍÈß
ßÇÛÊÎÂ

Âûÿñíèëîñü, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ðàññìîòðåííûõ
óòâåðæäåíèé ïîäõîäèò ìîíàäè÷åñêàÿ ëîãèêà
ïðåäèêàòîâ 2-ãî ïîðÿäêà ñ îäíîé
ôóíêöèåé ñëåäîâàíèÿ (S1S � S econd-order
logic with 1 S uccessor).

Òåðìèí ìîíàäè÷åñêàÿ îçíà÷àåò, ÷òî â
ôîðìóëàõ ýòîé ëîãèêå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî
îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû.
Òàêèå ïðåäèêàòû ìîæíî èñòîëêîâûâàòü êàê
ìíîæåñòâà ïîçèöèé, è çàïèñü P(x) îáîçíà÷àåò
îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ x ∈ P .



ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÎÏÈÑÀÍÈß
ßÇÛÊÎÂ

Òåðìèí 2-ãî ïîðÿäêà îçíà÷àåò, ÷òî â ôîðìóëàõ
ýòîé ëîãèêå ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
ïåðåìåííûå äâóõ òèïîâ:

1. ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå , çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ íîìåðà ïîçèöèé â ñëîâå;

2. ïðåäèêàòíûå ïåðåìåííûå , çíà÷åíèÿìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ íà íîìåðàõ
ïîçèöèé â ñëîâå.

Ïðè ýòîì êâàíòîðû ðàçðåøàåòñÿ ïðèìåíÿòü ê
ïåðåìåííûì îáîèõ òèïîâ.



ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÎÏÈÑÀÍÈß
ßÇÛÊÎÂ

Òåðìèí 1 ôóíêöèÿ ñëåäîâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî
â ôîðìóëàõ ýòîé ëîãèêå ðàçðåøàåòñÿ èñïîëü-
çîâàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ êàæäîé ïîçèöèè â
ñëîâå âû÷èñëÿåò íîìåð ñëåäóþùåé ïîçèöèè.

Ñóùåñòâóþò òàêæå ìîíàäè÷åñêèå ëîãèêè âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ íåñêîëüêèìè ôóíêöèÿìè ñëåäîâàíèÿ
(SnS), êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ
äðåâåñíûõ ÿçûêîâ � äåðåâüåâ, âåðøèíû êîòîðûõ
ïîìå÷åíû áóêâàìè.



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ñèíòàêñèñ.
Àëôàâèò ëîãèêè S1S ñîñòîèò èç

I Ñ÷åòíî-áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðåäìåòíûõ
ïåðåìåííûõ Var = {x1, x2, . . . , } ;

I Ñ÷åòíî-áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îäíîìåñòíûõ
ïåðåìåííûõ-ïðåäèêàòîâ Set = {X1,X2, . . . , } ;

I Îäíîìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà s .

Òåðìû ëîãèêè S1S � ýòî âûðàæåíèÿ, óñòðîéñòâî
êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

I âñÿêàÿ ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ x , x ∈ Var ,
ÿâëÿåòñÿ òåðìîì;

I Åñëè t � òåðì, òî âûðàæåíèå s(t) � ýòî òåðì.

Ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ îáîçíà÷èì çàïèñüþ Term .
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Òåðìû ëîãèêè S1S � ýòî âûðàæåíèÿ, óñòðîéñòâî
êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

I âñÿêàÿ ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ x , x ∈ Var ,
ÿâëÿåòñÿ òåðìîì;

I Åñëè t � òåðì, òî âûðàæåíèå s(t) � ýòî òåðì.

Ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ îáîçíà÷èì çàïèñüþ Term .



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ñèíòàêñèñ.
Ôîðìóëû ëîãèêè S1S � ýòî âûðàæåíèÿ, óñòðîéñò-
âî êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè

I Åñëè X ∈ Set è t ∈ Term , òî X (t) � ôîðìóëà
(àòîìàðíàÿ ôîðìóëà );

I Åñëè ϕ1 è ϕ2 � ôîðìóëû, òî âûðàæåíèÿ
(¬ϕ1) è (ϕ1 ∧ ϕ2) � ôîðìóëû;

I Åñëè ϕ � ôîðìóëà è x ∈ Var , òî âûðàæåíèå
(∃xϕ) � ôîðìóëà;

I Åñëè ϕ � ôîðìóëà è X ∈ Set , òî âûðàæåíèå
(∃Xϕ) � ôîðìóëà.

×òîáû èçáàâèòüñÿ îò èçáûòêà ñêîáîê, âîñïîëü-
çóåìñÿ ñîãëàøåíèåì î ïðèîðèòåòå ñâÿçîê.



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ñåìàíòèêà.
Çíà÷åíèÿ òåðìîâ è ôîðìóë ëîãèêè S1S îïðåäåëÿ-
þòñÿ íà èíòåðïðåòàöèÿõ I , ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ
êîòîðûõ ñëóæèò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N .
Êàæäàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé
îöåíîê (σ1, σ2) , ãäå
σ1 : Var → N (îöåíêà ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ);
σ2 : Set → 2N (îöåíêà ïåðåìåííûõ-ìíîæåñòâ).

Çíà÷åíèåì êàæäîé ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé
ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî (ïîçèöèÿ â ñëîâå).
Çíà÷åíèåì êàæäîé ïåðåìåííîé-ìíîæåñòâà
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
(ìíîæåñòâî ïîçèöèé â ñëîâå).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ñåìàíòèêà.
Çíà÷åíèÿ òåðìîâ è ôîðìóë ëîãèêè S1S îïðåäåëÿ-
þòñÿ íà èíòåðïðåòàöèÿõ I , ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ
êîòîðûõ ñëóæèò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N .
Êàæäàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé
îöåíîê (σ1, σ2) , ãäå
σ1 : Var → N (îöåíêà ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ);
σ2 : Set → 2N (îöåíêà ïåðåìåííûõ-ìíîæåñòâ).
Çíà÷åíèåì êàæäîé ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé
ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî (ïîçèöèÿ â ñëîâå).
Çíà÷åíèåì êàæäîé ïåðåìåííîé-ìíîæåñòâà
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
(ìíîæåñòâî ïîçèöèé â ñëîâå).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ñåìàíòèêà.
Äëÿ êàæäîãî òåðìà t åãî çíà÷åíèå [t]I â
èíòåðïðåòàöèè I = (σ1, σ2) îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. [x ]I = σ1(x) äëÿ âñÿêîé ïðåäìåòíîé
ïåðåìåííîé x ;

2. [s(t)]I = [t]I + 1 .



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ñåìàíòèêà.
Óñëîâèìñÿ èñïîëüçîâàòü çàïèñü I [n/y ] , ãäå
I = (σ1, σ2), y ∈ Var , n ∈ N , äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
èíòåðïðåòàöèè I ′ = (σ′1, σ2) , â êîòîðîé

σ′1(x) =

{
σ1(x), åñëè x 6= y ,

n, åñëè x = y .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ è ñìûñë
çàïèñè I [N/Y ] , ãäå Y ∈ Set,N ⊆ N .



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ñåìàíòèêà.
Óñëîâèìñÿ èñïîëüçîâàòü çàïèñü I [n/y ] , ãäå
I = (σ1, σ2), y ∈ Var , n ∈ N , äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
èíòåðïðåòàöèè I ′ = (σ′1, σ2) , â êîòîðîé

σ′1(x) =

{
σ1(x), åñëè x 6= y ,

n, åñëè x = y .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ è ñìûñë
çàïèñè I [N/Y ] , ãäå Y ∈ Set,N ⊆ N .



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ñåìàíòèêà.
Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ϕ åå âûïîëíèìîñòü â
èíòåðïðåòàöèè I = (σ1, σ2) îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. I |= X (t)⇔ [t]I ∈ σ2(X ) ;

2. I |= ¬ϕ⇔ I 6|= ϕ ;

3. I |= ϕ1 ∧ ϕ2 ⇔ I |= ϕ1 è I |= ϕ2 ;

4. I |=∃xϕ⇔ ñóùåñòâóåò òàêîå n, ÷òî I [n/x ]|=ϕ;
5. I |= ∃Xϕ⇔

ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî I [N/X ] |= ϕ .



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ñåìàíòèêà.
Ìîæíî ââåñòè è äðóãèå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè è
ñâÿçêè:

ϕ ∨ ψ ⇔ ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ);
ϕ→ ψ ⇔ ¬ϕ ∨ ψ;
ϕ ≡ ψ ⇔ (ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ);
∀xϕ ⇔ ¬∃x¬ϕ;
∀Xϕ ⇔ ¬∃X¬ϕ.



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ôîðìóëàìè ëîãèêè S1S ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèå
îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

x = y :

∀X (X (x) ≡ X (y));

x = 0 :

∀y¬(s(y) = x);

x = n :

∃y(y = 0 ∧ x = ss . . . s︸ ︷︷ ︸
n ðàç

(y));

Up(X ) :

∀z(X (z)→ X (s(z)));

Down(X ) :

∀z(X (s(z))→ X (z));

x ≤ y :

∀X (X (x) ∧ Up(X )→ X (y));

X ⊆ Y :

∀x(X (x)→ Y (x));

X = Y :

X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X ;

X = ∅ :

∀x¬X (x).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ôîðìóëàìè ëîãèêè S1S ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèå
îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

x = y : ∀X (X (x) ≡ X (y));
x = 0 :

∀y¬(s(y) = x);

x = n :

∃y(y = 0 ∧ x = ss . . . s︸ ︷︷ ︸
n ðàç

(y));

Up(X ) :

∀z(X (z)→ X (s(z)));

Down(X ) :

∀z(X (s(z))→ X (z));

x ≤ y :

∀X (X (x) ∧ Up(X )→ X (y));

X ⊆ Y :

∀x(X (x)→ Y (x));

X = Y :

X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X ;

X = ∅ :

∀x¬X (x).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ôîðìóëàìè ëîãèêè S1S ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèå
îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

x = y : ∀X (X (x) ≡ X (y));
x = 0 : ∀y¬(s(y) = x);
x = n :

∃y(y = 0 ∧ x = ss . . . s︸ ︷︷ ︸
n ðàç

(y));

Up(X ) :

∀z(X (z)→ X (s(z)));

Down(X ) :

∀z(X (s(z))→ X (z));

x ≤ y :

∀X (X (x) ∧ Up(X )→ X (y));

X ⊆ Y :

∀x(X (x)→ Y (x));

X = Y :

X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X ;

X = ∅ :

∀x¬X (x).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ôîðìóëàìè ëîãèêè S1S ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèå
îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

x = y : ∀X (X (x) ≡ X (y));
x = 0 : ∀y¬(s(y) = x);
x = n : ∃y(y = 0 ∧ x = ss . . . s︸ ︷︷ ︸

n ðàç
(y));

Up(X ) :

∀z(X (z)→ X (s(z)));

Down(X ) :

∀z(X (s(z))→ X (z));

x ≤ y :

∀X (X (x) ∧ Up(X )→ X (y));

X ⊆ Y :

∀x(X (x)→ Y (x));

X = Y :

X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X ;

X = ∅ :

∀x¬X (x).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ôîðìóëàìè ëîãèêè S1S ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèå
îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

x = y : ∀X (X (x) ≡ X (y));
x = 0 : ∀y¬(s(y) = x);
x = n : ∃y(y = 0 ∧ x = ss . . . s︸ ︷︷ ︸

n ðàç
(y));

Up(X ) : ∀z(X (z)→ X (s(z)));
Down(X ) :

∀z(X (s(z))→ X (z));

x ≤ y :

∀X (X (x) ∧ Up(X )→ X (y));

X ⊆ Y :

∀x(X (x)→ Y (x));

X = Y :

X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X ;

X = ∅ :

∀x¬X (x).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ôîðìóëàìè ëîãèêè S1S ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèå
îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

x = y : ∀X (X (x) ≡ X (y));
x = 0 : ∀y¬(s(y) = x);
x = n : ∃y(y = 0 ∧ x = ss . . . s︸ ︷︷ ︸

n ðàç
(y));

Up(X ) : ∀z(X (z)→ X (s(z)));
Down(X ) : ∀z(X (s(z))→ X (z));
x ≤ y :

∀X (X (x) ∧ Up(X )→ X (y));

X ⊆ Y :

∀x(X (x)→ Y (x));

X = Y :

X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X ;

X = ∅ :

∀x¬X (x).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ôîðìóëàìè ëîãèêè S1S ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèå
îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

x = y : ∀X (X (x) ≡ X (y));
x = 0 : ∀y¬(s(y) = x);
x = n : ∃y(y = 0 ∧ x = ss . . . s︸ ︷︷ ︸

n ðàç
(y));

Up(X ) : ∀z(X (z)→ X (s(z)));
Down(X ) : ∀z(X (s(z))→ X (z));
x ≤ y : ∀X (X (x) ∧ Up(X )→ X (y));
X ⊆ Y :

∀x(X (x)→ Y (x));

X = Y :

X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X ;

X = ∅ :

∀x¬X (x).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ôîðìóëàìè ëîãèêè S1S ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèå
îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

x = y : ∀X (X (x) ≡ X (y));
x = 0 : ∀y¬(s(y) = x);
x = n : ∃y(y = 0 ∧ x = ss . . . s︸ ︷︷ ︸

n ðàç
(y));

Up(X ) : ∀z(X (z)→ X (s(z)));
Down(X ) : ∀z(X (s(z))→ X (z));
x ≤ y : ∀X (X (x) ∧ Up(X )→ X (y));
X ⊆ Y : ∀x(X (x)→ Y (x));
X = Y :

X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X ;

X = ∅ :

∀x¬X (x).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ôîðìóëàìè ëîãèêè S1S ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèå
îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

x = y : ∀X (X (x) ≡ X (y));
x = 0 : ∀y¬(s(y) = x);
x = n : ∃y(y = 0 ∧ x = ss . . . s︸ ︷︷ ︸

n ðàç
(y));

Up(X ) : ∀z(X (z)→ X (s(z)));
Down(X ) : ∀z(X (s(z))→ X (z));
x ≤ y : ∀X (X (x) ∧ Up(X )→ X (y));
X ⊆ Y : ∀x(X (x)→ Y (x));
X = Y : X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X ;
X = ∅ :

∀x¬X (x).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Ôîðìóëàìè ëîãèêè S1S ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèå
îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ñâîéñòâà è îòíîøåíèÿ íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

x = y : ∀X (X (x) ≡ X (y));
x = 0 : ∀y¬(s(y) = x);
x = n : ∃y(y = 0 ∧ x = ss . . . s︸ ︷︷ ︸

n ðàç
(y));

Up(X ) : ∀z(X (z)→ X (s(z)));
Down(X ) : ∀z(X (s(z))→ X (z));
x ≤ y : ∀X (X (x) ∧ Up(X )→ X (y));
X ⊆ Y : ∀x(X (x)→ Y (x));
X = Y : X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X ;
X = ∅ : ∀x¬X (x).



ËÎÃÈÊÀ S1S

À òàêæå è òàêèå îòíîøåíèÿ:

first(x ,X ) :

X (x) ∧ ∀y(X (y)→ x ≤ y);

last(x ,X ) :

X (x) ∧ ∀y(X (y)→ y ≤ x);

Finite(X ) :

∃y∀x(X (x)→ x ≤ y);

Single(X ) :

∃x(X (x) ∧ ∀y(X (y)→ x = y));

Even(X ) :

∃y(y = 0 ∧ X (y) ∧ ¬X (s(y))) ∧
∀x(X (x) ≡ X (ss(x))).



ËÎÃÈÊÀ S1S

À òàêæå è òàêèå îòíîøåíèÿ:

first(x ,X ) : X (x) ∧ ∀y(X (y)→ x ≤ y);
last(x ,X ) :

X (x) ∧ ∀y(X (y)→ y ≤ x);

Finite(X ) :

∃y∀x(X (x)→ x ≤ y);

Single(X ) :

∃x(X (x) ∧ ∀y(X (y)→ x = y));

Even(X ) :

∃y(y = 0 ∧ X (y) ∧ ¬X (s(y))) ∧
∀x(X (x) ≡ X (ss(x))).



ËÎÃÈÊÀ S1S

À òàêæå è òàêèå îòíîøåíèÿ:

first(x ,X ) : X (x) ∧ ∀y(X (y)→ x ≤ y);
last(x ,X ) : X (x) ∧ ∀y(X (y)→ y ≤ x);
Finite(X ) :

∃y∀x(X (x)→ x ≤ y);

Single(X ) :

∃x(X (x) ∧ ∀y(X (y)→ x = y));

Even(X ) :

∃y(y = 0 ∧ X (y) ∧ ¬X (s(y))) ∧
∀x(X (x) ≡ X (ss(x))).



ËÎÃÈÊÀ S1S

À òàêæå è òàêèå îòíîøåíèÿ:

first(x ,X ) : X (x) ∧ ∀y(X (y)→ x ≤ y);
last(x ,X ) : X (x) ∧ ∀y(X (y)→ y ≤ x);
Finite(X ) : ∃y∀x(X (x)→ x ≤ y);
Single(X ) :

∃x(X (x) ∧ ∀y(X (y)→ x = y));

Even(X ) :

∃y(y = 0 ∧ X (y) ∧ ¬X (s(y))) ∧
∀x(X (x) ≡ X (ss(x))).



ËÎÃÈÊÀ S1S

À òàêæå è òàêèå îòíîøåíèÿ:

first(x ,X ) : X (x) ∧ ∀y(X (y)→ x ≤ y);
last(x ,X ) : X (x) ∧ ∀y(X (y)→ y ≤ x);
Finite(X ) : ∃y∀x(X (x)→ x ≤ y);
Single(X ) : ∃x(X (x) ∧ ∀y(X (y)→ x = y));
Even(X ) :

∃y(y = 0 ∧ X (y) ∧ ¬X (s(y))) ∧
∀x(X (x) ≡ X (ss(x))).



ËÎÃÈÊÀ S1S

À òàêæå è òàêèå îòíîøåíèÿ:

first(x ,X ) : X (x) ∧ ∀y(X (y)→ x ≤ y);
last(x ,X ) : X (x) ∧ ∀y(X (y)→ y ≤ x);
Finite(X ) : ∃y∀x(X (x)→ x ≤ y);
Single(X ) : ∃x(X (x) ∧ ∀y(X (y)→ x = y));
Even(X ) : ∃y(y = 0 ∧ X (y) ∧ ¬X (s(y))) ∧

∀x(X (x) ≡ X (ss(x))).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà è ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü áåñêîíå÷íûìè
äâîè÷íûìè ñòðîêàìè � ω-ñëîâàìè â àëôàâèòå
{0, 1} � ñëåäóþùèì îáðàçîì:

÷èñëó n ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêà

string(n) = δ0δ1δ2 . . . δi . . . ,

â êîòîðîé δi = 1⇔ i = n ;

ìíîæåñòâó ÷èñåë N ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêà

string(N) = κ0κ1κ2 . . . κi . . . ,

â êîòîðîé κi = 1⇔ i ∈ N .



ËÎÃÈÊÀ S1S

Íàïðèìåð,

string(4) = 00001000000000 . . . ,

string(Prime) = 0011010100010100010100010000010 . . . .



ËÎÃÈÊÀ S1S

Êàæäûé íàáîð = 〈n1, n2, . . . , nk ,N1,N2, . . . ,Nm〉 ,
ñîñòîÿùèé èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, n2, . . . , nk è
ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N1,N2, . . . ,Nm

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ω-ñëîâîì â àëôàâèòå
{0, 1}k+m (áåñêîíå÷íîé ñòðîêîé äâîè÷íûõ
íàáîðîâ) string(C ) âèäà

δ10
...
δk0
κ10
...
κm0





δ11
...
δk1
κ11
...
κm1


. . .



δ1i
...
δki
κ1i
...
κmi


. . .



ËÎÃÈÊÀ S1S

Êàæäûé äâîè÷íûé íàáîð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê äâîè÷íûé êîä íåêîòîðîé áóêâû àëôàâèòà Σ .

Íàïðèìåð, ñòðîêó äâîè÷íûõ íàáîðîâ(
0
0

)(
0
1

)(
0
1

)(
1
0

)(
1
1

)(
1
1

)(
1
0

)
· · ·

ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ω-ñëîâî

abbcddc . . .



ËÎÃÈÊÀ S1S

Äëÿ êàæäîé èíòåðïðåòàöèè I = (σ1, σ2) è äëÿ
ëþáîãî íàáîðà (~x , ~X ) = (x1, . . . , xk ,X1, . . . ,Xm) ,
ñîñòîÿùåãî èç ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk
è ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâ X1, . . . ,Xm , îáîçíà÷èì
çàïèñüþ [(~x , ~X )]I áåñêîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ω-ñëîâî) äâîè÷íûõ íàáîðîâ

string(〈σ1(x1), . . . , σ1(xk), σ2(X1), . . . , σ2(Xm)〉).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ôîðìóëà ëîãèêè S1S
ϕ(x1, . . . , xk ,X1, . . . ,Xm) çàäàåò ω-ÿçûê
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ω-ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âñåâîçìîæíûõ áåñêîíå÷íûõ
ñòðîê âèäà(

0
κ0

)(
0
κ1

)(
0
κ2

)
· · ·
(

0
κi−1

)(
1
1

)(
0
κi+1

)
· · ·



ËÎÃÈÊÀ S1S
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)(
0
κ1

)(
0
κ2

)
· · ·
(

0
κi−1

)(
1
1

)(
0
κi+1

)
· · ·



ËÎÃÈÊÀ S1S

ßçûê ôîðìóë S1S èìååò è äðóãîå èñòîëêîâàíèå,
íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííîå ñ çàäà÷àìè
èíôîðìàòèêè.

Ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü N � ýòî øêàëà äèñêðåòíîãî
âðåìåíè, è íàòóðàëüíûå ÷èñëà � ýòî ìîìåíòû
âðåìåíè (òàêòû ðàáîòû âû÷èñëèòåëüíîé
ñèñòåìû).

Êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ-ìíîæåñòâî � ýòî òèï (ðàçíî-
âèäíîñòü) ñîáûòèé, êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè ïî
õîäó âû÷èñëåíèÿ; âêëþ÷åíèå n ∈ X îçíà÷àåò, ÷òî
ñîáûòèå òèïà X ïðîèñõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè n .
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õîäó âû÷èñëåíèÿ; âêëþ÷åíèå n ∈ X îçíà÷àåò, ÷òî
ñîáûòèå òèïà X ïðîèñõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè n .



ËÎÃÈÊÀ S1S

Èíòåðïðåòàöèÿ I = (σ1, σ2) � ýòî ìîäåëü âû÷èñ-
ëåíèÿ èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìû, â êîòîðîé îöåí-
êà ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ σ1 îñîáî âûäåëÿåò
íåêîòîðûå òàêòû âû÷èñëåíèÿ, à îöåíêà ïåðåìåí-
íûõ-ìíîæåñòâ σ2 óêàçûâàåò íà êàêèõ òàêòàõ âû-
÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ òå èëè èíûå ñîáûòèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ôîðìóëà ëîãèêè S1S
ϕ(X1,X2, . . . ,Xm) � ýòî ôîðìàëüíîå îïèñàíèå
(ñïåöèôèêàöèÿ) íåêîòîðîãî êëàññà âû÷èñëåíèé, à
èìåííî âñåõ òàêèõ âû÷èñëåíèé I , â êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ äàííàÿ ôîðìóëà:

Comp(ϕ) = {I : I |= ϕ(X1,X2, . . . ,Xm)}.



ËÎÃÈÊÀ S1S

Èíòåðïðåòàöèÿ I = (σ1, σ2) � ýòî ìîäåëü âû÷èñ-
ëåíèÿ èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìû, â êîòîðîé îöåí-
êà ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ σ1 îñîáî âûäåëÿåò
íåêîòîðûå òàêòû âû÷èñëåíèÿ, à îöåíêà ïåðåìåí-
íûõ-ìíîæåñòâ σ2 óêàçûâàåò íà êàêèõ òàêòàõ âû-
÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ òå èëè èíûå ñîáûòèÿ.
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âûïîëíÿåòñÿ äàííàÿ ôîðìóëà:

Comp(ϕ) = {I : I |= ϕ(X1,X2, . . . ,Xm)}.



ËÎÃÈÊÀ S1S

Íàïðèìåð, ôîðìóëà

ϕ(X ,Y ) = ∀x∃z(z > x ∧ X (z)) ∧
∀x1∀x2(x1 < x2 ∧ X (x1) ∧ X (x2)→

∃y(x1 < y ∧ y < x2 ∧ Y (y)))

îïèñûâàåò êëàññ âû÷èñëåíèé, â êîòîðûõ ñîáûòèå
òèïà X (çàïðîñ êëèåíòà) ñëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íî
÷àñòî, è ïðè ýòîì ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
ñîáûòèÿìè ýòîãî òèïà ïðîèñõîäèò õîòÿ áû îäíî
ñîáûòèå òèïà Y (îòêëèê ñåðâåðà).



ËÎÃÈÊÀ S1S

Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ:

Ïîâåäåíèå êàêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì
ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè
ëîãèêè S1S?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë ïîëó÷åí åùå â 1961 ã. â
ðàáîòàõ Áþõè, Ýëëãîòà è Òðàõòåíáðîòà.



ËÎÃÈÊÀ S1S

Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ:
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ËÎÃÈÊÀ S1S è ω-ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Òåîðåìà 12.1. Äëÿ ëþáîãî àâòîìàòà Áþõè
B = ({0, 1}k , S , In,Fin,T ) ñóùåñòâóåò ôîðìóëà
ëîãèêè S1S ϕB(X1,X2, . . . ,Xk) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ðàâåíñòâó L(B) = L(ϕB(X1,X2, . . . ,Xk)) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé
îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ k = 1 .

Ïóñòü Q = {s1, s2, . . . , sm} . Ââåäåì âñïîìîãà-
òåëüíûå ïåðåìåííûå-ìíîæåñòâà Y1,Y2, . . . ,Ym :
êàæäîìó ñîñòîÿíèþ àâòîìàòà s` ñîîòâåòñòâóåò
ïåðåìåííàÿ Y` , 1 ≤ ` ≤ m , êîòîðàÿ ñëóæèò
èíäèêàòîðîì ýòîãî ñîñòîÿíèÿ.
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ËÎÃÈÊÀ S1S è ω-ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ïîñòðîèì ôîðìóëó Φ(X ,Y1,Y2, . . . ,Ym) , ìîäåëè-
ðóþùóþ âñå óñïåøíûå âû÷èñëåíèÿ àâòîìàòà B :

I |= Φ(X ,Y1,Y2, . . . ,Ym)
⇐⇒

ñóùåñòâóåò óñïåøíîå âû÷èñëåíèå àâòîìàòà B
si0

σ0−→ si1
σ1−→ · · · σj−1−→ sij

σj−→ · · · ,
êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

1. [X ]I = σ0σ1 . . . σj−1σj . . . ,

2. äëÿ ëþáîãî `, 1 ≤ ` ≤ m, è j , j ≥ 0
ij ∈ Y` ⇔ sij = s`.

Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà
ϕB(X ) = ∃Y1 . . . ∃YmΦ(X ,Y1,Y2, . . . ,Ym).



ËÎÃÈÊÀ S1S è ω-ÀÂÒÎÌÀÒÛ
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ËÎÃÈÊÀ S1S è ω-ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ôîðìóëà Φ(X ,Y1,Y2, . . . ,Ym) , ìîäåëèðóþùàÿ
ðàáîòó àâòîìàòà B , óñòðîåíà òàê:

Φ = Φ0 ∧ Φ1 ∧ Φ2 ∧ Φ3 ,
ãäå êàæäàÿ èç ïîäôîðìóë îáåñïå÷èâàåò

1. Φ0 � êîððåêòíîñòü èíäèêàöèè ñîñòîÿíèé
àâòîìàòà ïåðåìåííûìè Yi , 1 ≤ i ≤ m,

2. Φ1 � óñëîâèå èíèöèàëèçàöèè àâòîìàòà,

3. Φ2 � êîððåêòíîñòü ïåðåõîäîâ àâòîìàòà,

4. Φ3 � óñëîâèå äîïóñòèìîñòè âû÷èñëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì êàæäóþ èç ïîäôîðìóë ïî
îòäåëüíîñòè.



ËÎÃÈÊÀ S1S è ω-ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Φ0 = ∀t
(
(
m∨
`=1

Y`(t))∧
∧

1≤`1<`2≤m

(¬Y`1(t)∨¬Y`2(t))
)

Ïîäôîðìóëà Φ0 îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè àâòîìàò

I íàõîäèòñÿ â êàêîì-òî ñîñòîÿíèè, è
I íå ìîæåò íàõîäèòñÿ â äâóõ ðàçíûõ ñîñòîÿíèÿõ.

Φ1 = ∀t
(
t = 0→

∨
s`∈In

Y`(t)
)

Ïîäôîðìóëà Φ1 îçíà÷àåò, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè àâòîìàò íàõîäèòñÿ â îäíîì èç
íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé.
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ËÎÃÈÊÀ S1S è ω-ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Φ2 = ∀t
( ∧
(`1,σ,`2)∈T

(Y`1(t) ∧ X σ(t)→ Y`2(s(t)))
)

Ïîäôîðìóëà Φ2 îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäûé ñëåäó-
þùèé ìîìåíò âðåìåíè àâòîìàò îáÿçàòåëüíî áóäåò
íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç òåõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûå
âîçìîæåí ïåðåõîä èç ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ.

Çäåñü çàïèñü X σ(t) îáîçíà÷àåò

ôîðìóëó ¬X (t) , åñëè σ = 0 ;

ôîðìóëó X (t) , åñëè σ = 1 .
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( ∧
(`1,σ,`2)∈T

(Y`1(t) ∧ X σ(t)→ Y`2(s(t)))
)
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Çäåñü çàïèñü X σ(t) îáîçíà÷àåò
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Φ3 = ∀t ∃t ′
(
(t < t ′) ∧

∨
s`∈Fin

Y`(t ′)
)

Ïîäôîðìóëà Φ3 îçíà÷àåò, ÷òî â àâòîìàò áåñêî-
íå÷íî ÷àñòî ïðåáûâàåò â ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ.

Èç îïèñàíèÿ ôîðìóëû Φ(X ,Y1,Y2, . . . ,Ym) âèäíî,
÷òî åå ìîäåëÿìè ÿâëÿþòñÿ âñå óñïåøíûå
âû÷èñëåíèÿ àâòîìàòà B . Ïîýòîìó äëÿ ôîðìóëû

ϕB(X ) = ∃Y1 . . . ∃YmΦ(X ,Y1,Y2, . . . ,Ym)
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

I |= ϕB(X ) ⇔ [X ]I ∈ L(B).
QED
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I |= ϕB(X ) ⇔ [X ]I ∈ L(B).
QED



ËÎÃÈÊÀ S1S è ω-ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Φ3 = ∀t ∃t ′
(
(t < t ′) ∧

∨
s`∈Fin

Y`(t ′)
)
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Òåîðåìà 12.2. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ëîãèêè S1S

ϕ(x1, . . . , xm,X1,X2, . . . ,Xm),

çàâèñÿùåé îò ñâîáîäíûõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xm è ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ-ìíîæåñòâ
X1, . . . ,Xn , ñóùåñòâóåò àâòîìàò Ìàëëåðà
Bϕ = ({0, 1}n+m, S , In,T ,ACC ) ,
óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó

L(B)ϕ = L(ϕ(x1, . . . , xm,X1,X2, . . . ,Xm)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîåíèå àâòîìàòà Bϕ
ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ñòðóêòóðå ôîðìóëû ϕ ,
èñïîëüçóÿ ñðåäñòâà êîìïîçèöèè àâòîìàòîâ.
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Àòîìàðíûå ôîðìóëû ψ(x ,X ) = X (s . . . s︸ ︷︷ ︸
k ðàç

(x)) .

Äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò Áþõè Bψ ïðî÷èòû-
âàåò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð

(σ11, σ
2
1), (σ12, σ

2
2), . . . , (σ1i , σ

2
i ), . . .

è ñëåäèò çà òåì, ÷òîáû

1. òîëüêî äëÿ îäíîé ïàðû (σ1i , σ
2
i ) âåðíî

ðàâåíñòâî σ1i = 1 , è ïðè ýòîì

2. äëÿ ïàðû (σ1i+k , σ
2
i+k) âåðíî ðàâåíñòâî

σ2i+k = 1 .
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Àòîìàðíûå ôîðìóëû ψ(x ,X ) = X (s . . . s︸ ︷︷ ︸
k ðàç

(x)) .
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Ôîðìóëà Single(X ) .

BSingle(X )
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Ôîðìóëû ψ = ψ1(~x , ~X ) ∧ ψ2(~x , ~X ) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòðîåíû äåòåðìèíèðîâàííûå
àâòîìàòû Ìàëëåðà B1 è B2 , ñîîòâåòñòâóþùèå
ôîðìóëàì ψ1 è ψ2 .

Ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ
àâòîìàòîâ Áþõè (ñì. Óòâåðæäåíèå 11.3), ìîæíî
ïîñòðîèòü òàêîé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò
Ìàëëåðà B∩ , äëÿ êîòîðîãî âåðíî ðàâåíñòâî

L(B∩) = L(B1) ∩ L(B2).

Ïîñòðîéòå àâòîìàò B∩ ñàìîñòîÿòåëüíî .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî L(B∩) = L(ψ) .
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Ôîðìóëû ψ = ¬ψ1(x1, . . . , xn, ~X ) .

Äîïóñòèì, ÷òî ïîñòðîåí äåòåðìèíèðîâàííûé àâòî-
ìàò Ìàëëåðà B1 , ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìóëå ψ1 .

Òîãäà íà îñíîâàíèè Òåîðåìû 11.9 ìîæíî
ïîñòðîèòü òàêîé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò
Ìàëëåðà B¬ , äëÿ êîòîðîãî âåðíî ðàâåíñòâî

L(B¬) = L(B1).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

L(ψ) = L(B¬) ∩
n⋂

i=1

L(BSingle(xi )).
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Ôîðìóëû ψ = ¬ψ1(x1, . . . , xn, ~X ) .
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L(ψ) = L(B¬) ∩
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L(BSingle(xi )).
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Ôîðìóëû ψ = ∃X0ψ1(~x ,X0, ~X ) .

Äîïóñòèì, ÷òî ïîñòðîåí äåòåðìèíèðîâàííûé àâòî-
ìàò Ìàëëåðà B1 , ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìóëå
ψ1(~x ,X0, ~X ) .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòà Ìàëëåðà Bψ äîñòàòî÷íî
èçìåíèòü â àâòîìàòå B1 îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ:

(s, (σ1, . . . , σn, δ1, . . . , δm), s ′) ∈ Tψ ⇔
∃δ0 : (s, (σ1, . . . , σn, δ0, δ1, . . . , δm), s ′) ∈ T1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî L(Bψ) = L(ψ) .
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Ôîðìóëû ψ = ∃X0ψ1(~x ,X0, ~X ) .
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(s, (σ1, . . . , σn, δ1, . . . , δm), s ′) ∈ Tψ ⇔
∃δ0 : (s, (σ1, . . . , σn, δ0, δ1, . . . , δm), s ′) ∈ T1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî L(Bψ) = L(ψ) .
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Àâòîìàò Áþõè B äëÿ ôîðìóëû ψ(X1,X2)
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Àâòîìàò Áþõè B′ äëÿ ôîðìóëû ∃X2ψ(X1,X2)
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Àâòîìàò Áþõè B′ äëÿ ôîðìóëû ∃X2ψ(X1,X2)
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Ôîðìóëû ψ = ∃x0ψ1(x0, ~x , ~X ) .

Ïîñòóïàåì òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.
Íî çäåñü íóæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî x0 �
ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, è åå çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à íå ìíîæåñòâî ÷èñåë.

Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ âìåñòî ψ1(x0, ~x , ~X )
èñïîëüçîâàòü ðàâíîñèëüíóþ ôîðìóëó

ψ′1(x0, ~x , ~X ) = ∃X0(Single(X0)∧X0(x0)∧ψ1(x0, ~x , ~X )).

QED
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Ôîðìóëû ψ = ∃x0ψ1(x0, ~x , ~X ) .

Ïîñòóïàåì òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.
Íî çäåñü íóæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî x0 �
ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, è åå çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à íå ìíîæåñòâî ÷èñåë.

Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ âìåñòî ψ1(x0, ~x , ~X )
èñïîëüçîâàòü ðàâíîñèëüíóþ ôîðìóëó

ψ′1(x0, ~x , ~X ) = ∃X0(Single(X0)∧X0(x0)∧ψ1(x0, ~x , ~X )).

QED
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Ñëåäñòâèå. Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè ôîðìóë
ëîãèêè S1S ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà ϕ âûïîëíèìà ⇐⇒
ñóùåñòâóåò òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I , ÷òî I |= ϕ
⇐⇒ L(ϕ) 6= ∅ .

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðîâåðèòü,
ïîñòðîèâ, ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 12.2,
àâòîìàò Ìàëëåðà Bϕ è ïðîâåðèâ, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü Òåîðåìîé 11.7, ïóñòîòó ÿçûêà L(Bϕ) . QED

Íî êàêîâà ñëîæíîñòü ðàçðåøàþùåãî àëãîðèòìà?
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Íî êàêîâà ñëîæíîñòü ðàçðåøàþùåãî àëãîðèòìà?



ËÎÃÈÊÀ S1S è ω-ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ñëåäñòâèå. Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè ôîðìóë
ëîãèêè S1S ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà ϕ âûïîëíèìà ⇐⇒
ñóùåñòâóåò òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I , ÷òî I |= ϕ
⇐⇒ L(ϕ) 6= ∅ .

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðîâåðèòü,
ïîñòðîèâ, ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 12.2,
àâòîìàò Ìàëëåðà Bϕ è ïðîâåðèâ, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü Òåîðåìîé 11.7, ïóñòîòó ÿçûêà L(Bϕ) . QED

Íî êàêîâà ñëîæíîñòü ðàçðåøàþùåãî àëãîðèòìà?



ËÎÃÈÊÀ S1S è ω-ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ = ¬∃X¬∃Yψ è àâòîìàò Bψ
èìååò ðàçìåð n .

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå Ñàôðû ðàçìåð àâòîìàòà
B¬∃ψ ìîæåò èìåòü ðàçìåð 2O(n log n) , à àâòîìàò Bϕ
ìîæåò èìåòü ðàçìåð, ïðåâûøàþùèé âåëè÷èíó 22

n

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåð àâòîìàòà Bϕ äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû S1S ìîæåò èìåòü ðàçìåð

22
...
2
}

O(|ϕ|)

È ýòà îöåíêà ñëîæíîñòè äîñòèæèìà!!!



ËÎÃÈÊÀ S1S è ω-ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ = ¬∃X¬∃Yψ è àâòîìàò Bψ
èìååò ðàçìåð n .

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå Ñàôðû ðàçìåð àâòîìàòà
B¬∃ψ ìîæåò èìåòü ðàçìåð 2O(n log n) , à àâòîìàò Bϕ
ìîæåò èìåòü ðàçìåð, ïðåâûøàþùèé âåëè÷èíó 22

n

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåð àâòîìàòà Bϕ äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû S1S ìîæåò èìåòü ðàçìåð

22
...
2
}

O(|ϕ|)

È ýòà îöåíêà ñëîæíîñòè äîñòèæèìà!!!



ÄÐÓÃÈÅ ËÎÃÈÊÈ 2-ÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

×òî äàëüøå?

1. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü
íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ëîãèê 2-ãî ïîðÿäêà.

S2S � ìîíàäè÷åñêàÿ ëîãèêà ïðåäèêàòîâ 2-ãî
ïîðÿäêà ñ äâóìÿ ôóíêöèÿìè ñëåäîâàíèÿ left(x) è
right(x) . Ôîðìóëû ýòîé ëîãèêè èíòåðïðåòèðóþòñÿ
íà áåñêîíå÷íûõ áèíàðíûõ äåðåâüÿõ.

M.Î. Ðàáèí ïîêàçàë, ÷òî êëàññ äðåâåñíûõ ÿçûêîâ,
âûðàæàåìûõ ôîðìóëàìè ëîãèêè S2S, ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì ω-ðåãóëÿðíûõ äðåâåñíûõ ÿçûêîâ, à òàêæå
ñ êëàññîì äðåâåñíûõ ω-ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ
êîíå÷íûìè äðåâåñíûìè ω-àâòîìàòàìè.



ÄÐÓÃÈÅ ËÎÃÈÊÈ 2-ÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

×òî äàëüøå?

1. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü
íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ëîãèê 2-ãî ïîðÿäêà.

S2S � ìîíàäè÷åñêàÿ ëîãèêà ïðåäèêàòîâ 2-ãî
ïîðÿäêà ñ äâóìÿ ôóíêöèÿìè ñëåäîâàíèÿ left(x) è
right(x) . Ôîðìóëû ýòîé ëîãèêè èíòåðïðåòèðóþòñÿ
íà áåñêîíå÷íûõ áèíàðíûõ äåðåâüÿõ.

M.Î. Ðàáèí ïîêàçàë, ÷òî êëàññ äðåâåñíûõ ÿçûêîâ,
âûðàæàåìûõ ôîðìóëàìè ëîãèêè S2S, ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì ω-ðåãóëÿðíûõ äðåâåñíûõ ÿçûêîâ, à òàêæå
ñ êëàññîì äðåâåñíûõ ω-ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ
êîíå÷íûìè äðåâåñíûìè ω-àâòîìàòàìè.



ÄÐÓÃÈÅ ËÎÃÈÊÈ 2-ÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

×òî äàëüøå?

2. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü
íà áîëåå ïðîñòûå èíòåðïðåòàöèè.

WS1S � ñëàáàÿ ìîíàäè÷åñêàÿ ëîãèêà ïðåäèêàòîâ
2-ãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ-
ìíîæåñòâ ìîãóò áûòü òîëüêî êîíå÷íûå
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ôîðìóëû ýòîé
ëîãèêè èíòåðïðåòèðóþòñÿ íà êîíå÷íûõ ñëîâàõ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, âûðàæàåìûõ
ôîðìóëàìè ëîãèêè WS1S, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ êëàññîì
ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè.



ÄÐÓÃÈÅ ËÎÃÈÊÈ 2-ÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

×òî äàëüøå?

2. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü
íà áîëåå ïðîñòûå èíòåðïðåòàöèè.

WS1S � ñëàáàÿ ìîíàäè÷åñêàÿ ëîãèêà ïðåäèêàòîâ
2-ãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ-
ìíîæåñòâ ìîãóò áûòü òîëüêî êîíå÷íûå
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ôîðìóëû ýòîé
ëîãèêè èíòåðïðåòèðóþòñÿ íà êîíå÷íûõ ñëîâàõ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, âûðàæàåìûõ
ôîðìóëàìè ëîãèêè WS1S, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ êëàññîì
ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè.



ÄÐÓÃÈÅ ËÎÃÈÊÈ 2-ÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

×òî äàëüøå?

3. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿþò ñïðàâåäëè-
âîñòü è äëÿ áîëåå óçêèõ êëàññîâ ôîðìóë S1S.

LTL � òåìïîðàëüíàÿ ëîãèêà ëèíåéíîãî âðåìåíè
� ïîäêëàññ S1S, â êîòîðîì ðàçðåøàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü îòíîøåíèå ≤ íà ìíîæåñòâå
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íî íå ðàçðåøàåòñÿ ïðèìåíÿòü
êâàíòîðû ê ïåðåìåííûì-ìíîæåñòâàì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôîðìóëû LTL ϕ
ñóùåñòâóåò òàêîé àâòîìàò Áþõè Bϕ , ÷òî
L(Bϕ) = L(ϕ) è ïðè ýòîì |Bϕ| = O(2|ϕ|) .



ÄÐÓÃÈÅ ËÎÃÈÊÈ 2-ÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

×òî äàëüøå?

3. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿþò ñïðàâåäëè-
âîñòü è äëÿ áîëåå óçêèõ êëàññîâ ôîðìóë S1S.

LTL � òåìïîðàëüíàÿ ëîãèêà ëèíåéíîãî âðåìåíè
� ïîäêëàññ S1S, â êîòîðîì ðàçðåøàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü îòíîøåíèå ≤ íà ìíîæåñòâå
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íî íå ðàçðåøàåòñÿ ïðèìåíÿòü
êâàíòîðû ê ïåðåìåííûì-ìíîæåñòâàì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôîðìóëû LTL ϕ
ñóùåñòâóåò òàêîé àâòîìàò Áþõè Bϕ , ÷òî
L(Bϕ) = L(ϕ) è ïðè ýòîì |Bϕ| = O(2|ϕ|) .
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