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Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ (óçåë â êîìïüþòåðíîé ñåòè)
íåïîñðåäñòâåííî íå ñîåäèíåí êàíàëàìè ñâÿçè ñ êàæäûì äðóãèì
ïðîöåññîì.

Èç êàæäîãî óçëà ïàêåòû èíôîðìàöèè ìîãóò íåïîñðåäñòâåííî
ïåðåäàâàòüñÿ òîëüêî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó äðóãèõ óçëîâ,
êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîñåäÿìè ýòîãî óçëà.

Ìàðøðóòèçàöèÿ � ýòî ïðîöåäóðà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î òîì,
êàêîìó ñîñåäó (èíîãäà íå åäèíñòâåííîìó) ñëåäóåò ïåðåäàòü
ïàêåò, ÷òîáû îí â êîíöå êîíöîâ áûë äîñòàâëåí ïî íàçíà÷åíèþ.

Öåëü, êîòîðàÿ ñòàâèòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè àëãîðèòìà
ìàðøðóòèçàöèè, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñíàáäèòü êàæäûé óçåë
ïðîöåäóðîé, êîòîðàÿ ñìîæåò âûïîëíÿòü ýòó ôóíêöèþ è
ãàðàíòèðîâàòü äîñòàâêó êàæäîãî ïàêåòà ïî íàçíà÷åíèþ.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Â êàæäîì óçåë äîëæíà õðàíèòüñÿ íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ î
òîïîëîãèè ñåòè, è ëîêàëüíàÿ ïðîöåäóðà äîëæíà ïðèíèìàòü
ðåøåíèå íà îñíîâå ýòîé èíôîðìàöèè.

Ýòà èíôîðìàöèÿ ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöåé ìàðøðóòèçàöèè .
Çàäà÷ó ìàðøðóòèçàöèè ìîæíî ðàçáèòü íà äâå àëãîðèòìè÷åñêèå
ñîñòàâëÿþùèå:

1. Âû÷èñëåíèå òàáëèö. Òàáëèöû ìàðøðóòèçàöèè äîëæíû
áûòü âû÷èñëåíû ïðè èíèöèàëèçàöèè ñåòè è äîëæíû
îáíîâëÿòüñÿ ïðè èçìåíåíèè òîïîëîãèè ñåòè.

2. Ïðîäâèæåíèå ïàêåòà. Êîãäà ïàêåò ïåðåñûëàåòñÿ ïî ñåòè, òî
åãî ïðîäâèæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå òàáëèö
ìàðøðóòèçàöèè.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Â êàæäîì óçåë äîëæíà õðàíèòüñÿ íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ î
òîïîëîãèè ñåòè, è ëîêàëüíàÿ ïðîöåäóðà äîëæíà ïðèíèìàòü
ðåøåíèå íà îñíîâå ýòîé èíôîðìàöèè.

Ýòà èíôîðìàöèÿ ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöåé ìàðøðóòèçàöèè .
Çàäà÷ó ìàðøðóòèçàöèè ìîæíî ðàçáèòü íà äâå àëãîðèòìè÷åñêèå
ñîñòàâëÿþùèå:

1. Âû÷èñëåíèå òàáëèö. Òàáëèöû ìàðøðóòèçàöèè äîëæíû
áûòü âû÷èñëåíû ïðè èíèöèàëèçàöèè ñåòè è äîëæíû
îáíîâëÿòüñÿ ïðè èçìåíåíèè òîïîëîãèè ñåòè.

2. Ïðîäâèæåíèå ïàêåòà. Êîãäà ïàêåò ïåðåñûëàåòñÿ ïî ñåòè, òî
åãî ïðîäâèæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå òàáëèö
ìàðøðóòèçàöèè.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Â êàæäîì óçåë äîëæíà õðàíèòüñÿ íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ î
òîïîëîãèè ñåòè, è ëîêàëüíàÿ ïðîöåäóðà äîëæíà ïðèíèìàòü
ðåøåíèå íà îñíîâå ýòîé èíôîðìàöèè.

Ýòà èíôîðìàöèÿ ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöåé ìàðøðóòèçàöèè .
Çàäà÷ó ìàðøðóòèçàöèè ìîæíî ðàçáèòü íà äâå àëãîðèòìè÷åñêèå
ñîñòàâëÿþùèå:

1. Âû÷èñëåíèå òàáëèö. Òàáëèöû ìàðøðóòèçàöèè äîëæíû
áûòü âû÷èñëåíû ïðè èíèöèàëèçàöèè ñåòè è äîëæíû
îáíîâëÿòüñÿ ïðè èçìåíåíèè òîïîëîãèè ñåòè.

2. Ïðîäâèæåíèå ïàêåòà. Êîãäà ïàêåò ïåðåñûëàåòñÿ ïî ñåòè, òî
åãî ïðîäâèæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå òàáëèö
ìàðøðóòèçàöèè.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Êðèòåðèè îöåíêè êà÷åñòâà ìåòîäîâ ìàðøðóòèçàöèè ó÷èòûâàþò
ñëåäóþùèå ïîêàçàòåëè.

1. Êîððåêòíîñòü.

2. Ýôôåêòèâíîñòü.

3. Ñëîæíîñòü.

4. Óñòîé÷èâîñòü.

5. Àäàïòèâíîñòü.

6. Ñïðàâåäëèâîñòü.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Êðèòåðèè îöåíêè êà÷åñòâà ìåòîäîâ ìàðøðóòèçàöèè ó÷èòûâàþò
ñëåäóþùèå ïîêàçàòåëè.

1. Êîððåêòíîñòü.

2. Ýôôåêòèâíîñòü.

3. Ñëîæíîñòü.

4. Óñòîé÷èâîñòü.

5. Àäàïòèâíîñòü.

6. Ñïðàâåäëèâîñòü.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Êðèòåðèè îöåíêè êà÷åñòâà ìåòîäîâ ìàðøðóòèçàöèè ó÷èòûâàþò
ñëåäóþùèå ïîêàçàòåëè.

1. Êîððåêòíîñòü. Àëãîðèòì äîëæåí äîñòàâëÿòü êàæäûé ïàêåò,
ïîñòóïèâøèé â ñåòü, â òî÷íîñòè ïî íàçíà÷åíèþ.

2. Ýôôåêòèâíîñòü.

3. Ñëîæíîñòü.

4. Óñòîé÷èâîñòü.

5. Àäàïòèâíîñòü.

6. Ñïðàâåäëèâîñòü.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Êðèòåðèè îöåíêè êà÷åñòâà ìåòîäîâ ìàðøðóòèçàöèè ó÷èòûâàþò
ñëåäóþùèå ïîêàçàòåëè.

1. Êîððåêòíîñòü.

2. Ýôôåêòèâíîñòü. Àëãîðèòì äîëæåí îòïðàâëÿòü ïàêåòû ïî
¾íàèëó÷øèì¿ ïóòÿì; íàïðèìåð, îæèäàåòñÿ, ÷òî
âûáðàííûå ïóòè ïðèâîäÿò ê íåáîëüøîé çàäåðæêå è
îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü âñåé ñåòè.
Àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì , åñëè îí ïîçâîëÿåò
çàäåéñòâîâàòü ¾íàèëó÷øèå¿ ïóòè.

3. Ñëîæíîñòü.

4. Óñòîé÷èâîñòü.

5. Àäàïòèâíîñòü.

6. Ñïðàâåäëèâîñòü.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Êðèòåðèè îöåíêè êà÷åñòâà ìåòîäîâ ìàðøðóòèçàöèè ó÷èòûâàþò
ñëåäóþùèå ïîêàçàòåëè.

1. Êîððåêòíîñòü.

2. Ýôôåêòèâíîñòü.

3. Ñëîæíîñòü. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ òàáëèö äîëæåí
èñïîëüçîâàòü êàê ìîæíî ìåíüøå ñîîáùåíèé, ðàñõîäîâàòü
êàê ìîæíî áîëåå ýêîíîìíî âðåìÿ è ïàìÿòü.

4. Óñòîé÷èâîñòü.

5. Àäàïòèâíîñòü.

6. Ñïðàâåäëèâîñòü.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Êðèòåðèè îöåíêè êà÷åñòâà ìåòîäîâ ìàðøðóòèçàöèè ó÷èòûâàþò
ñëåäóþùèå ïîêàçàòåëè.

1. Êîððåêòíîñòü.

2. Ýôôåêòèâíîñòü.

3. Ñëîæíîñòü.

4. Óñòîé÷èâîñòü. Â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè (äîáàâëåíèè
èëè óäàëåíèè êàíàëà èëè âåðøèíû) àëãîðèòì âíîñèò
èçìåíåíèÿ â òàáëèöû ìàðøðóòèçàöèè, äëÿ òîãî ÷òîáû
çàäà÷ó ìàðøðóòèçàöèè ìîæíî áûëî ðåøèòü â
ìîäèôèöèðîâàííîé ñåòè.

5. Àäàïòèâíîñòü.

6. Ñïðàâåäëèâîñòü.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Êðèòåðèè îöåíêè êà÷åñòâà ìåòîäîâ ìàðøðóòèçàöèè ó÷èòûâàþò
ñëåäóþùèå ïîêàçàòåëè.

1. Êîððåêòíîñòü.

2. Ýôôåêòèâíîñòü.

3. Ñëîæíîñòü.

4. Óñòîé÷èâîñòü.

5. Àäàïòèâíîñòü. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðîâíÿòü çàãðóæåííîñòü
êàíàëîâ è âåðøèí, àëãîðèòì ïðèñïîñàáëèâàåò ê ýòîìó
òàáëèöû, èçáåãàÿ ïðîêëàäûâàòü ïóòè ÷åðåç òå êàíàëû è
âåðøèíû, êîòîðûå ÷ðåçìåðíî çàãðóæåíû, è îòäàâàÿ
ïðåäïî÷òåíèå òåì êàíàëàì è âåðøèíàì, íà êîòîðûå â ýòî
âðåìÿ âîçëîæåíà íàèìåíüøàÿ íàãðóçêà.

6. Ñïðàâåäëèâîñòü.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Êðèòåðèè îöåíêè êà÷åñòâà ìåòîäîâ ìàðøðóòèçàöèè ó÷èòûâàþò
ñëåäóþùèå ïîêàçàòåëè.

1. Êîððåêòíîñòü.

2. Ýôôåêòèâíîñòü.

3. Ñëîæíîñòü.

4. Óñòîé÷èâîñòü.

5. Àäàïòèâíîñòü.

6. Ñïðàâåäëèâîñòü. Àëãîðèòì äîëæåí îáñëóæèâàòü âñåõ
ïîëüçîâàòåëåé â ðàâíîé ìåðå.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Ñåòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãðàôîì, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
âåðøèíàì ñåòè; ñîñåäíèå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè
ìåæäó íèìè åñòü êàíàë ñâÿçè. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ
ïîíÿòèÿ ¾íàèëó÷øèé ïóòü¿.

1. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çâåíüåâ.

2. Ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü.

3. Ìèíèìàëüíàÿ çàäåðæêà.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Ñåòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãðàôîì, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
âåðøèíàì ñåòè; ñîñåäíèå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè
ìåæäó íèìè åñòü êàíàë ñâÿçè. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ
ïîíÿòèÿ ¾íàèëó÷øèé ïóòü¿.

1. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çâåíüåâ.

2. Ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü.

3. Ìèíèìàëüíàÿ çàäåðæêà.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Ñåòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãðàôîì, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
âåðøèíàì ñåòè; ñîñåäíèå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè
ìåæäó íèìè åñòü êàíàë ñâÿçè. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ
ïîíÿòèÿ ¾íàèëó÷øèé ïóòü¿.

1. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çâåíüåâ. Ñòîèìîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ ïóòè îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì çâåíüåâ
(ïðîéäåííûõ êàíàëîâ èëè øàãîâ îò îäíîé âåðøèíû ê
äðóãîé) â ýòîì ïóòè. Àëãîðèòì ìàðøðóòèçàöèè ñ
ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì çâåíüåâ âûáèðàåò ïóòè, èìåþùèõ
íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî çâåíüåâ.

2. Ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü.

3. Ìèíèìàëüíàÿ çàäåðæêà.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Ñåòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãðàôîì, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
âåðøèíàì ñåòè; ñîñåäíèå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè
ìåæäó íèìè åñòü êàíàë ñâÿçè. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ
ïîíÿòèÿ ¾íàèëó÷øèé ïóòü¿.

1. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çâåíüåâ.

2. Ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü. Êàæäîìó êàíàëó ñâÿçè
ïðèäàåòñÿ íåèçìåííàÿ (îáû÷íî íåîòðèöàòåëüíàÿ)
ñòîèìîñòü (èëè âåñ ), è ñòîèìîñòü ïóòè ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé
ñóììàðíîìó âåñó âñåõ êàíàëîâ ïóòè. Àëãîðèòì
êðàò÷àéøåãî ïóòè âûáèðàåò ïóòü íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè.

3. Ìèíèìàëüíàÿ çàäåðæêà.



Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè

Ñåòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãðàôîì, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
âåðøèíàì ñåòè; ñîñåäíèå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè
ìåæäó íèìè åñòü êàíàë ñâÿçè. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ
ïîíÿòèÿ ¾íàèëó÷øèé ïóòü¿.

1. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çâåíüåâ.

2. Ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü.

3. Ìèíèìàëüíàÿ çàäåðæêà. Êàæäîìó êàíàëó ñâÿçè ïðèäàåòñÿ
äèíàìè÷åñêè èçìåíÿåìàÿ õàðàêòåðèñòèêà, çàâèñÿùàÿ îò
òðàôèêà ÷åðåç ýòîò êàíàë. Àëãîðèòì ìèíèìàëüíîé
çàäåðæêè ïîñòîÿííî ïåðåñìàòðèâàåò òàáëèöû òàê, ÷òîáû
âñåãäà âûáèðàëèñü ïóòè ñ (ïî÷òè) ìèíèìàëüíîé îáùåé
çàäåðæêîé.



Ìàðøðóòèçàöèÿ íà îñíîâå óçëîâ-àäðåñàòîâ
Âûáîð ìàðøðóòà äëÿ ïðîäâèæåíèÿ ïàêåòà îáû÷íî ïðîâîäèòñÿ
òîëüêî ñ ó÷åòîì óçëà-àäðåñàòà ïàêåòà íåçàâèñèìî îò èñõîäíîãî
îòïðàâèòåëÿ (èñòî÷íèêà) ïàêåòà.

Îñíîâíûå äîïóùåíèÿ î ñâîéñòâàõ ìàðøðóòîâ.

1. Ñòîèìîñòü îòïðàâëåíèÿ ïàêåòà ïî ïóòè P íå çàâèñèò îò
òîãî, èñïîëüçóþòñÿ ëè ðåáðà ïóòè P äëÿ ïðîäâèæåíèÿ
äðóãèõ ñîîáùåíèé. Ïîýòîìó ñòîèìîñòü C (P) ïóòè P � ýòî
ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ñàìîãî ïóòè.

2. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèè äâóõ ïóòåé îáðàçóåòñÿ
íîâûé ïóòü, ñòîèìîñòü êîòîðîãî ðàâíà ñóììå ñòîèìîñòåé
äâóõ èñõîäíûõ ïóòåé, ò.å.
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Ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ,
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Ìàðøðóòèçàöèÿ íà îñíîâå óçëîâ-àäðåñàòîâ

Ëåììà 5.1. (î ïðîñòûõ ïóòÿõ).

Ïóñòü u è v � âåðøèíû ãðàôà G . Åñëè â ãðàôå G åñòü ïóòü P
èç u â v , òî èìååòñÿ òàêæå è ïðîñòîé ïóòü èç u â v , êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ ïðè ýòîì îïòèìàëüíûì.

Çàäà÷à.

1. Âåðíî ëè, ÷òî êàæäûé îïòèìàëüíûé ïóòü îáÿçàòåëüíî
äîëæåí áûòü ïðîñòûì ïóòåì?

2. Íàñêîëüêî ñóùåñòâåííûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå
îòñóòñòâèÿ öèêëîâ îòðèöàòåëüíîé ñòîèìîñòè?
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Òåîðåìà 5.1. (î äåðåâå îïòèìàëüíûõ ïóòåé).

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ V ñâÿçíîãî ãðàôà G ñóùåñòâóåò
òàêîå äåðåâî Tu = (V , Eu), Eu ⊆ E , â êîòîðîì äëÿ ëþáîé
âåðøèíû v ∈ V , åäèíñòâåííûé ïóòü èç v â u â äåðåâå Tu

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïóòåì èç v â u â ãðàôå G .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü V = {v1, . . . , vN} . Ïîñòðîèì èíäóêòèâíî òàêèå äåðåâüÿ
Ti = (Vi , Ei ), i = 0, . . . , N , ÷òî

1. Êàæäîå äåðåâî Ti ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G .

2. Êàæäîå äåðåâî Ti � ïîääåðåâî äåðåâà Ti+1 .

3. Äëÿ êàæäîãî i > 0 , âûïîëíÿþòñÿ vi ∈ Vi è u ∈ Vi .

4. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû w ∈ Vi ïóòü èç w â u â äåðåâå Ti

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïóòåì èç w â u â ãðàôå G .

ßñíî, ÷òî äåðåâî TN áóäåò èñêîìûì.
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Òåîðåìà 5.1. (î äåðåâå îïòèìàëüíûõ ïóòåé).

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ V ñâÿçíîãî ãðàôà G ñóùåñòâóåò
òàêîå äåðåâî Tu = (V , Eu), Eu ⊆ E , â êîòîðîì äëÿ ëþáîé
âåðøèíû v ∈ V , åäèíñòâåííûé ïóòü èç v â u â äåðåâå Tu

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïóòåì èç v â u â ãðàôå G .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü V = {v1, . . . , vN} . Ïîñòðîèì èíäóêòèâíî òàêèå äåðåâüÿ
Ti = (Vi , Ei ), i = 0, . . . , N , ÷òî

1. Êàæäîå äåðåâî Ti ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G .

2. Êàæäîå äåðåâî Ti � ïîääåðåâî äåðåâà Ti+1 .

3. Äëÿ êàæäîãî i > 0 , âûïîëíÿþòñÿ vi ∈ Vi è u ∈ Vi .

4. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû w ∈ Vi ïóòü èç w â u â äåðåâå Ti

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïóòåì èç w â u â ãðàôå G .

ßñíî, ÷òî äåðåâî TN áóäåò èñêîìûì.
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Òåîðåìà 5.1. (î äåðåâå îïòèìàëüíûõ ïóòåé).

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ V ñâÿçíîãî ãðàôà G ñóùåñòâóåò
òàêîå äåðåâî Tu = (V , Eu), Eu ⊆ E , â êîòîðîì äëÿ ëþáîé
âåðøèíû v ∈ V , åäèíñòâåííûé ïóòü èç v â u â äåðåâå Tu

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïóòåì èç v â u â ãðàôå G .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü V = {v1, . . . , vN} . Ïîñòðîèì èíäóêòèâíî òàêèå äåðåâüÿ
Ti = (Vi , Ei ), i = 0, . . . , N , ÷òî

1. Êàæäîå äåðåâî Ti ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G .

2. Êàæäîå äåðåâî Ti � ïîääåðåâî äåðåâà Ti+1 .

3. Äëÿ êàæäîãî i > 0 , âûïîëíÿþòñÿ vi ∈ Vi è u ∈ Vi .

4. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû w ∈ Vi ïóòü èç w â u â äåðåâå Ti

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïóòåì èç w â u â ãðàôå G .

ßñíî, ÷òî äåðåâî TN áóäåò èñêîìûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîëîæèì V0 = {u} è E0 = ∅ .

Äåðåâî Ti+1 ñòðîèòñÿ òàê. Âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíûé ïðîñòîé
ïóòü P = 〈u0, . . . , uk〉 èç vi+1 â u . Ïóñòü ` � íàèìåíüøèé
èíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî u` ∈ Ti . Ïîëîæèì

Vi+1 = Vi ∪ {uj : j < `} è Ei+1 = Ei ∪ {(uj , uj+1) : j < `}.

ßñíî, ÷òî Ti ÿâëÿåòñÿ ïîääåðåâîì ãðàôà Ti+1 , è vi+1 ∈ Vi+1 .
Ãðàô Ti+1 ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ Ti+1

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðàôîì, è ÷èñëî âåðøèí â íåì ïðåâîñõîäèò
÷èñëî ðåáåð â òî÷íîñòè íà åäèíèöó.



Ìàðøðóòèçàöèÿ íà îñíîâå óçëîâ-àäðåñàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîëîæèì V0 = {u} è E0 = ∅ .
Äåðåâî Ti+1 ñòðîèòñÿ òàê. Âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíûé ïðîñòîé
ïóòü P = 〈u0, . . . , uk〉 èç vi+1 â u . Ïóñòü ` � íàèìåíüøèé
èíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî u` ∈ Ti . Ïîëîæèì

Vi+1 = Vi ∪ {uj : j < `} è Ei+1 = Ei ∪ {(uj , uj+1) : j < `}.

ßñíî, ÷òî Ti ÿâëÿåòñÿ ïîääåðåâîì ãðàôà Ti+1 , è vi+1 ∈ Vi+1 .
Ãðàô Ti+1 ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ Ti+1

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðàôîì, è ÷èñëî âåðøèí â íåì ïðåâîñõîäèò
÷èñëî ðåáåð â òî÷íîñòè íà åäèíèöó.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîëîæèì V0 = {u} è E0 = ∅ .
Äåðåâî Ti+1 ñòðîèòñÿ òàê. Âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíûé ïðîñòîé
ïóòü P = 〈u0, . . . , uk〉 èç vi+1 â u . Ïóñòü ` � íàèìåíüøèé
èíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî u` ∈ Ti . Ïîëîæèì

Vi+1 = Vi ∪ {uj : j < `} è Ei+1 = Ei ∪ {(uj , uj+1) : j < `}.

ßñíî, ÷òî Ti ÿâëÿåòñÿ ïîääåðåâîì ãðàôà Ti+1 , è vi+1 ∈ Vi+1 .
Ãðàô Ti+1 ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ Ti+1

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðàôîì, è ÷èñëî âåðøèí â íåì ïðåâîñõîäèò
÷èñëî ðåáåð â òî÷íîñòè íà åäèíèöó.
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Ðèñ.: Ïîñòðîåíèå äåðåâà Ti+1.



Ìàðøðóòèçàöèÿ íà îñíîâå óçëîâ-àäðåñàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ âåðøèí w ∈ Vi+1 ïóòü èç w â u â äåðåâå
Ti+1 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïóòåì èç w â u â ãðàôå G .

Äëÿ âåðøèí w ∈ Vi ⊂ Vi+1 ýòî âåðíî, ò.ê. Ti ÿâëÿåòñÿ
ïîääåðåâîì äåðåâà Ti+1 .
Ïóñòü w = uj , j < ` , ïðèíàäëåæèò Vi+1 \ Vi , è ïóñòü Q ′′ �
ïóòü èç u` â u â äåðåâå Ti . Òîãäà â äåðåâå Ti+1 èç âåðøèíû uj
â âåðøèíó u âåäåò ïóòü, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ñîåäèíåíèÿ
ïóòè Q ′ = 〈uj , . . . , u`〉 è ïóòè Q ′′ .
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïóòü Q = Q ′Q ′′ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
â ãðàôå G .



Ìàðøðóòèçàöèÿ íà îñíîâå óçëîâ-àäðåñàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ âåðøèí w ∈ Vi+1 ïóòü èç w â u â äåðåâå
Ti+1 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïóòåì èç w â u â ãðàôå G .
Äëÿ âåðøèí w ∈ Vi ⊂ Vi+1 ýòî âåðíî, ò.ê. Ti ÿâëÿåòñÿ
ïîääåðåâîì äåðåâà Ti+1 .

Ïóñòü w = uj , j < ` , ïðèíàäëåæèò Vi+1 \ Vi , è ïóñòü Q ′′ �
ïóòü èç u` â u â äåðåâå Ti . Òîãäà â äåðåâå Ti+1 èç âåðøèíû uj
â âåðøèíó u âåäåò ïóòü, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ñîåäèíåíèÿ
ïóòè Q ′ = 〈uj , . . . , u`〉 è ïóòè Q ′′ .
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïóòü Q = Q ′Q ′′ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
â ãðàôå G .



Ìàðøðóòèçàöèÿ íà îñíîâå óçëîâ-àäðåñàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ âåðøèí w ∈ Vi+1 ïóòü èç w â u â äåðåâå
Ti+1 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïóòåì èç w â u â ãðàôå G .
Äëÿ âåðøèí w ∈ Vi ⊂ Vi+1 ýòî âåðíî, ò.ê. Ti ÿâëÿåòñÿ
ïîääåðåâîì äåðåâà Ti+1 .
Ïóñòü w = uj , j < ` , ïðèíàäëåæèò Vi+1 \ Vi , è ïóñòü Q ′′ �
ïóòü èç u` â u â äåðåâå Ti . Òîãäà â äåðåâå Ti+1 èç âåðøèíû uj
â âåðøèíó u âåäåò ïóòü, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ñîåäèíåíèÿ
ïóòè Q ′ = 〈uj , . . . , u`〉 è ïóòè Q ′′ .

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïóòü Q = Q ′Q ′′ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
â ãðàôå G .



Ìàðøðóòèçàöèÿ íà îñíîâå óçëîâ-àäðåñàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ âåðøèí w ∈ Vi+1 ïóòü èç w â u â äåðåâå
Ti+1 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïóòåì èç w â u â ãðàôå G .
Äëÿ âåðøèí w ∈ Vi ⊂ Vi+1 ýòî âåðíî, ò.ê. Ti ÿâëÿåòñÿ
ïîääåðåâîì äåðåâà Ti+1 .
Ïóñòü w = uj , j < ` , ïðèíàäëåæèò Vi+1 \ Vi , è ïóñòü Q ′′ �
ïóòü èç u` â u â äåðåâå Ti . Òîãäà â äåðåâå Ti+1 èç âåðøèíû uj
â âåðøèíó u âåäåò ïóòü, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ñîåäèíåíèÿ
ïóòè Q ′ = 〈uj , . . . , u`〉 è ïóòè Q ′′ .
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïóòü Q = Q ′Q ′′ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
â ãðàôå G .
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Ðèñ.: Ïîñòðîåíèå äåðåâà Ti+1.



Ìàðøðóòèçàöèÿ íà îñíîâå óçëîâ-àäðåñàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî ñóôôèêñ P ′ = 〈u`, . . . , uk〉 ïóòè P ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ïóòåì èç u` â u . Ïîýòîìó C (P ′) = C (Q) . Ýòî
ñëåäóåò èç îïòèìàëüíîñòè ïóòåé Q è P (ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî
àääèòèâíîñòè ñòîèìîñòè ïóòåé).

Äîïóñòèì, ÷òî åñòü ïóòü R èç uj â u ìåíüøåé ñòîèìîñòè, ÷åì
ïóòü Q ′Q ′′ . Òîãäà ñòîèìîñòü R ìåíüøå, ÷åì ñòîèìîñòü ïóòè
Q ′P ′ , à ýòî îçíà÷àåò (ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè
ñòîèìîñòè ïóòåé), ÷òî ïóòü, îáðàçîâàííûé ïðèñîåäèíåíèåì ê
ïóòè 〈u0, . . . , uj〉 ïóòè R , èìååò ìåíüøóþ ñòîèìîñòü, ÷åì
îïòèìàëüíûé ïóòü P . �



Ìàðøðóòèçàöèÿ íà îñíîâå óçëîâ-àäðåñàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî ñóôôèêñ P ′ = 〈u`, . . . , uk〉 ïóòè P ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ïóòåì èç u` â u . Ïîýòîìó C (P ′) = C (Q) . Ýòî
ñëåäóåò èç îïòèìàëüíîñòè ïóòåé Q è P (ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî
àääèòèâíîñòè ñòîèìîñòè ïóòåé).
Äîïóñòèì, ÷òî åñòü ïóòü R èç uj â u ìåíüøåé ñòîèìîñòè, ÷åì
ïóòü Q ′Q ′′ . Òîãäà ñòîèìîñòü R ìåíüøå, ÷åì ñòîèìîñòü ïóòè
Q ′P ′ , à ýòî îçíà÷àåò (ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè
ñòîèìîñòè ïóòåé), ÷òî ïóòü, îáðàçîâàííûé ïðèñîåäèíåíèåì ê
ïóòè 〈u0, . . . , uj〉 ïóòè R , èìååò ìåíüøóþ ñòîèìîñòü, ÷åì
îïòèìàëüíûé ïóòü P . �



Ìàðøðóòèçàöèÿ íà îñíîâå óçëîâ-àäðåñàòîâ

Îñòîâíîå äåðåâî, êîðíåì êîòîðîãî ñëóæèò âåðøèíà u ,
íàçûâàåòñÿ âõîäíûì äåðåâîì äëÿ u , à äåðåâî,
óäîâëåòâîðÿþùåå òåîðåìå î äåðåâå îïòèìàëüíûõ ïóòåé
íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì âõîäíûì äåðåâîì .
Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî âõîäíîãî äåðåâà îçíà÷àåò, ÷òî
àëãîðèòì îïòèìàëüíîé ìàðøðóòèçàöèè ìîæåò ðàáîòàòü ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåé ëîêàëüíîé ïðîöåäóðû
table_lookupv .

Ïðîöåäóðà table_lookupv èìååò îäèí àðãóìåíò è âûáèðàåò
îäíîãî èç ñîñåäåé âåðøèíû v . Ò.ê. âñå ïàêåòû, àäðåñîâàííûå
óçëó u îïòèìàëüíî íàïðàâèòü ïî îñòîâíîìó äåðåâó Tu ,
ïðîäâèæåíèå ïàêåòà áóäåò îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîé
âåðøèíû v 6= u ïðîöåäóðà table_lookupv (u) áóäåò âû÷èñëÿòü
ðîäèòåëüñêóþ âåðøèíó óçëà v â äåðåâå Tu .



Ìàðøðóòèçàöèÿ íà îñíîâå óçëîâ-àäðåñàòîâ

Îñòîâíîå äåðåâî, êîðíåì êîòîðîãî ñëóæèò âåðøèíà u ,
íàçûâàåòñÿ âõîäíûì äåðåâîì äëÿ u , à äåðåâî,
óäîâëåòâîðÿþùåå òåîðåìå î äåðåâå îïòèìàëüíûõ ïóòåé
íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì âõîäíûì äåðåâîì .
Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî âõîäíîãî äåðåâà îçíà÷àåò, ÷òî
àëãîðèòì îïòèìàëüíîé ìàðøðóòèçàöèè ìîæåò ðàáîòàòü ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåé ëîêàëüíîé ïðîöåäóðû
table_lookupv .

Ïðîöåäóðà table_lookupv èìååò îäèí àðãóìåíò è âûáèðàåò
îäíîãî èç ñîñåäåé âåðøèíû v . Ò.ê. âñå ïàêåòû, àäðåñîâàííûå
óçëó u îïòèìàëüíî íàïðàâèòü ïî îñòîâíîìó äåðåâó Tu ,
ïðîäâèæåíèå ïàêåòà áóäåò îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîé
âåðøèíû v 6= u ïðîöåäóðà table_lookupv (u) áóäåò âû÷èñëÿòü
ðîäèòåëüñêóþ âåðøèíó óçëà v â äåðåâå Tu .
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(* Ïàêåò, àäðåñîâàííûé âåðøèíå u, áûë ïîëó÷åí èëè ñôîðìèðîâàí
â âåðøèíå u *)

if v = u
then äîñòàâèòü ïàêåò ëîêàëüíûìè ñðåäñòâàìè
else îòïðàâèòü ïàêåò âåðøèíå table_lookupv (u)

Àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî ïðîäâèæåíèÿ ïàêåòîâ.



Ìàðøðóòèçàöèÿ íà îñíîâå óçëîâ-àäðåñàòîâ
Íî âïîëíå âîçìîæíà ¾ìàëåíüêàÿ íåïðèÿòíîñòü¿: ðàçíûå óçëû
ìîãóò èìåòü â âèäó ðàçíûå âõîäíûå äåðåâüÿ. Íå ñëó÷èòñÿ ëè
òàê, ÷òî ïàêåò áóäåò ¾ïåðåäàâàòüñÿ ïî êðóãó¿?

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè òàáëèö ìàðøðóòèçàöèè
ïîëåçåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàáëèöû
ìàðøðóòèçàöèè (äëÿ óçëà-àäðåñàòà u ) ñîäåðæàò öèêë , åñëè
ñóùåñòâóþò òàêèå âåðøèíû u1, . . . , uk , ÷òî

I ui 6= u äëÿ âñåõ i ,

I table_lookupui (u) = ui+1 äëÿ âñåõ i < k è

I table_lookupuk (u) = u1 .

Òàáëèöû íàçûâàþòñÿ àöèêëè÷åñêèìè , åñëè îíè íå ñîäåðæàò
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Ëåììà 5.2. (îá àöèêëè÷åñêèõ òàáëèöàõ)

Ìåõàíèçì ïðîäâèæåíèÿ äîñòàâëÿåò êàæäûé ïàêåò ïî
íàçíà÷åíèþ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà òàáëèöû
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Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè òàáëèöû ìàðøðóòèçàöèè ñîäåðæàò öèêë äëÿ íåêîòîðîãî
óçëà-àäðåñàòà u , òî ïàêåò, àäðåñîâàííûé ïðîöåññó u , íèêîãäà
íå áóäåò äîñòàâëåí ïî íàçíà÷åíèþ èç óçëà, âõîäÿùåãî â öèêë.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàáëèöû ÿâëÿþòñÿ àöèêëè÷åñêèìè, è ïàêåò,
ïðåäíàçíà÷åííûé óçëó-àäðåñàòó u è îòïðàâëåííûé èç
óçëà-èñòî÷íèêà u0 , ïðîäâèíóëñÿ ÷åðåç âåðøèíû u0, u1, u2, . . . .
Åñëè îäíà è òà æå âåðøèíà âñòðå÷àåòñÿ â ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâàæäû, òî òàáëèöû ñîäåðæàò öèêë
âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ îá àöèêëè÷íîñòè òàáëèö.
Çíà÷èò êàæäàÿ âåðøèíà âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå
áîëåå îäíîãî ðàçà. Ïîýòîìó ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ
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Çàäà÷à.
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îñòàþòñÿ àöèêëè÷åñêèìè ïî õîäó îáíîâëåíèÿ. Ìîæåò ëè ýòî
ñëóæèòü ãàðàíòèåé òîãî, ÷òî ïàêåòû âñåãäà äîñòàâëÿþòñÿ ïî
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íåïðåðûâíûå èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè.



Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé äëÿ âñåõ
ïàð âåðøèí
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Ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì Òóýãà (Toueg) ñîâìåñòíîãî
ðàñïðåäåëåííîãî âû÷èñëåíèÿ òàáëèö ìàðøðóòèçàöèè äëÿ âñåõ
óçëîâ ñåòè. Â îñíîâó ýòîãî àëãîðèòìà ïîëîæåí
öåíòðàëèçîâàííûé àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà.
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äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû u â âåðøèíó v è çàíåñòè â
ïàìÿòü ïðîöåññà u ïåðâûé êàíàë ýòîãî ïóòè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ âçâåøåííûé ãðàô G = (V , E ) , â
êîòîðîì êàæäîìó ðåáðó uv ïðèïèñàí âåñ ωuv .

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå îòñóòñòâóþò öèêëû
îòðèöàòåëüíîãî âåñà.

Âå ïóòè 〈u0, . . . , uk〉 � ýòî ÷èñëî, ðàâíîå
∑k−1

i=0 ωuiui+1 .

Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè u è v � íàèìåíüøèé âåñ d(u, v)
ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû u è v (åñëè òàêèõ ïóòåé íåò, òî
d(u, v) =∞ ).

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé äëÿ âñåõ ïàð âåðøèí
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå d(u, v) äëÿ
êàæäîé ïàðû âåðøèí u è v .



Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ ðàññòîÿíèé â àëãîðèòìå
Ôëîéäà�Óîðøàëëà èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå S-ïóòåé , â êîòîðûõ
âñå ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò ïîäìíîæåñòâó S
ìíîæåñòâà âåðøèí V .

Îïðåäåëåíèå 5.1. (S -ðàññòîÿíèÿ)

Ïóñòü S � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âåðøèí V .
Ïóòü 〈u0, . . . , uk〉 íàçûâàåòñÿ S -ïóòåì, åñëè ui ∈ S äëÿ
êàæäîãî i , 0 < i < k . S-ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè u è v
, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ dS(u, v) , íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé âåñ
S -ïóòè ìåæäó u è v (åñëè òàêèõ ïóòåé íåò, òî dS(u, v) =∞ ).

Ðàáîòà àëãîðèòìà íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ∅ -ïóòåé, à
çàòåì ìíîæåñòâî S -ïóòåé íàðàùèâàåòñÿ äëÿ âñå áîëåå
îáøèðíûõ ïîäìíîæåñòâ S , äî òåõ ïîð ïîêà íå áóäóò
ðàññìîòðåíû âñå V -ïóòè.
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Òåîðåìà 5.2. (îá S-ïóòÿõ)

Äëÿ âñåõ âåðøèí u è ïîäìíîæåñòâ S âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
dS(u, u) = 0 . Åñëè u 6= v , òî S -ïóòè ïîä÷èíÿþòñÿ
ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

1. ∅-ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v ñóùåñòâóåò â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà uv ∈ E .

2. Åñëè uv ∈ E , òî d∅(u, v) = ωuv ; èíà÷å d∅(u, v) =∞ .

3. Åñëè S ′ = S ∪ {w} , òî ïðîñòîé S ′ -ïóòü èç u â v � ýòî
ëèáî S -ïóòü èç u â v , ëèáî ñîåäèíåíèå äâóõ S -ïóòåé,
îäèí èç êîòîðûõ âåäåò èç u â w , à äðóãîé � èç w â v .

4. Åñëè S ′ = S ∪ {w} , òî
dS ′(u, v) = min ( dS(u, v), dS(u, w) + dS(w , v) ) .

5. Âåðøèíû u è v ñîåäèíåíû ïóòåì â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà ìåæäó âåðøèíàìè u è v ñóùåñòâóåò V -ïóòü.

6. d(u, v) = dV (u, v) ,
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ñëó÷àå, êîãäà ìåæäó âåðøèíàìè u è v ñóùåñòâóåò V -ïóòü.

6. d(u, v) = dV (u, v) ,



Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà

Òåîðåìà 5.2. (îá S-ïóòÿõ)

Äëÿ âñåõ âåðøèí u è ïîäìíîæåñòâ S âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
dS(u, u) = 0 . Åñëè u 6= v , òî S -ïóòè ïîä÷èíÿþòñÿ
ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

1. ∅-ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v ñóùåñòâóåò â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà uv ∈ E .

2. Åñëè uv ∈ E , òî d∅(u, v) = ωuv ; èíà÷å d∅(u, v) =∞ .

3. Åñëè S ′ = S ∪ {w} , òî ïðîñòîé S ′ -ïóòü èç u â v � ýòî
ëèáî S -ïóòü èç u â v , ëèáî ñîåäèíåíèå äâóõ S -ïóòåé,
îäèí èç êîòîðûõ âåäåò èç u â w , à äðóãîé � èç w â v .

4. Åñëè S ′ = S ∪ {w} , òî
dS ′(u, v) = min ( dS(u, v), dS(u, w) + dS(w , v) ) .

5. Âåðøèíû u è v ñîåäèíåíû ïóòåì â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà ìåæäó âåðøèíàìè u è v ñóùåñòâóåò V -ïóòü.

6. d(u, v) = dV (u, v) ,



Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà

Òåîðåìà 5.2. (îá S-ïóòÿõ)

Äëÿ âñåõ âåðøèí u è ïîäìíîæåñòâ S âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
dS(u, u) = 0 . Åñëè u 6= v , òî S -ïóòè ïîä÷èíÿþòñÿ
ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

1. ∅-ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v ñóùåñòâóåò â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà uv ∈ E .

2. Åñëè uv ∈ E , òî d∅(u, v) = ωuv ; èíà÷å d∅(u, v) =∞ .

3. Åñëè S ′ = S ∪ {w} , òî ïðîñòîé S ′ -ïóòü èç u â v � ýòî
ëèáî S -ïóòü èç u â v , ëèáî ñîåäèíåíèå äâóõ S -ïóòåé,
îäèí èç êîòîðûõ âåäåò èç u â w , à äðóãîé � èç w â v .

4. Åñëè S ′ = S ∪ {w} , òî
dS ′(u, v) = min ( dS(u, v), dS(u, w) + dS(w , v) ) .

5. Âåðøèíû u è v ñîåäèíåíû ïóòåì â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà ìåæäó âåðøèíàìè u è v ñóùåñòâóåò V -ïóòü.

6. d(u, v) = dV (u, v) ,



Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà

Òåîðåìà 5.2. (îá S-ïóòÿõ)

Äëÿ âñåõ âåðøèí u è ïîäìíîæåñòâ S âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
dS(u, u) = 0 . Åñëè u 6= v , òî S -ïóòè ïîä÷èíÿþòñÿ
ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

1. ∅-ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v ñóùåñòâóåò â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà uv ∈ E .

2. Åñëè uv ∈ E , òî d∅(u, v) = ωuv ; èíà÷å d∅(u, v) =∞ .

3. Åñëè S ′ = S ∪ {w} , òî ïðîñòîé S ′ -ïóòü èç u â v � ýòî
ëèáî S -ïóòü èç u â v , ëèáî ñîåäèíåíèå äâóõ S -ïóòåé,
îäèí èç êîòîðûõ âåäåò èç u â w , à äðóãîé � èç w â v .

4. Åñëè S ′ = S ∪ {w} , òî
dS ′(u, v) = min ( dS(u, v), dS(u, w) + dS(w , v) ) .

5. Âåðøèíû u è v ñîåäèíåíû ïóòåì â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà ìåæäó âåðøèíàìè u è v ñóùåñòâóåò V -ïóòü.

6. d(u, v) = dV (u, v) ,



Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðàâèëà (1)�(3) è (5)�(6) � ñàìîñòîÿòåëüíî .

Ïðàâèëî (4). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.1. (î ïðîñòûõ ïóòÿõ), ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ãðàôå åñòü S ′ -ïóòü èç u â v
, ñóùåñòâóåò è ïðîñòîé S ′ -ïóòü äëèíû dS ′(u, v) èç u â v .
Ñîãëàñíî ïðàâèëó (3) îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî
dS ′(u, v) = min ( dS(u, v), dS(u, w) + dS(w , v) ) .



Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðàâèëà (1)�(3) è (5)�(6) � ñàìîñòîÿòåëüíî .

Ïðàâèëî (4). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.1. (î ïðîñòûõ ïóòÿõ), ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ãðàôå åñòü S ′ -ïóòü èç u â v
, ñóùåñòâóåò è ïðîñòîé S ′ -ïóòü äëèíû dS ′(u, v) èç u â v .
Ñîãëàñíî ïðàâèëó (3) îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî
dS ′(u, v) = min ( dS(u, v), dS(u, w) + dS(w , v) ) .



Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà

begin(* Âíà÷àëå S ðàâíî ∅, à â D çàäàíû ∅-ðàññòîÿíèÿ *)
S := ∅ ;
forall u, v do

if u = v then D[u, v ] := 0
else if uv ∈ E then D[u, v ] := ωuv else D[u, v ] :=∞ ;

(* Äîáàâèòü ê S îïîðíóþ âåðøèíó *)
while S 6= V do

(* Èíâàðèàíò öèêëà: ∀u, v : D[u, v ] = dS(u, v) *)
begin pick w from V \ S ;

(* Ãëîáàëüíàÿ îáðàáîòêà îïîðíîé âåðøèíû w *)
forall u ∈ V do

(* Ëîêàëüíàÿ îáðàáîòêó îïîðíîé âåðøèíû w äëÿ u *)
forall v ∈ V do

D[u, v ] := min (D[u, v ], D[u, w ] + D[w , v ] ) ;
S := S ∪ {w}

end (* ∀u, v : D[u, v ] = d(u, v) *)
end



Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà

Òåîðåìà 5.3. (îá àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà)

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà âû÷èñëÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó
âñåìè ïàðàìè âåðøèí çà Θ(N3) øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà D[u, v ] = 0 , åñëè u = v ,
D[u, v ] = ωuv , åñëè uv ∈ E , è D[u, v ] =∞ â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ. Ïðè ýòîì S = ∅ . Ñîãëàñíî ïðàâèëàì (1) è (2)
Òåîðåìû 5.2. î S -ïóòÿõ, ∀u, v : D[u, v ] = dS(u, v) . Åñëè ê S
äîáàâëÿåòñÿ âåðøèíà w , òî ñîãëàñíî ïðàâèëàì (3) è (4)
îïåðàòîð ïðèñâàèâàíèÿ, óòî÷íÿþùèé çíà÷åíèå D[u, v ] ,
îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå âûïîëíèìîñòè èíâàðèàíòà öèêëà
∀u, v : D[u, v ] = dS(u, v) . Ïðîãðàììà çàâåðøàåò âûïîëíåíèå,
êîãäà S = V . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðàâèëà (5) è (6), à
òàêæå èíâàðèàíò öèêëà, çàêëþ÷àåì, ÷òî S-ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
âñåìè âåðøèíàìè ðàâíû ðàññòîÿíèÿì.
Îñíîâíîé öèêë âûïîëíÿåòñÿ N ðàç, è â êàæäîé åãî èòåðàöèè
âûïîëíÿåòñÿ N2 îïåðàöèé. �



Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà

Òåîðåìà 5.3. (îá àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà)

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøàëëà âû÷èñëÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó
âñåìè ïàðàìè âåðøèí çà Θ(N3) øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà D[u, v ] = 0 , åñëè u = v ,
D[u, v ] = ωuv , åñëè uv ∈ E , è D[u, v ] =∞ â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ. Ïðè ýòîì S = ∅ . Ñîãëàñíî ïðàâèëàì (1) è (2)
Òåîðåìû 5.2. î S -ïóòÿõ, ∀u, v : D[u, v ] = dS(u, v) . Åñëè ê S
äîáàâëÿåòñÿ âåðøèíà w , òî ñîãëàñíî ïðàâèëàì (3) è (4)
îïåðàòîð ïðèñâàèâàíèÿ, óòî÷íÿþùèé çíà÷åíèå D[u, v ] ,
îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå âûïîëíèìîñòè èíâàðèàíòà öèêëà
∀u, v : D[u, v ] = dS(u, v) . Ïðîãðàììà çàâåðøàåò âûïîëíåíèå,
êîãäà S = V . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðàâèëà (5) è (6), à
òàêæå èíâàðèàíò öèêëà, çàêëþ÷àåì, ÷òî S-ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
âñåìè âåðøèíàìè ðàâíû ðàññòîÿíèÿì.
Îñíîâíîé öèêë âûïîëíÿåòñÿ N ðàç, è â êàæäîé åãî èòåðàöèè
âûïîëíÿåòñÿ N2 îïåðàöèé. �



Àëãîðèòì Òóýãà ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé

Îñíîâíûå äîïóùåíèÿ.

A1. Êàæäûé öèêë â ñåòè èìååò ïîëîæèòåëüíûé âåñ.

A2. Êàæäûé ïðîöåññ ñåòè ðàñïîëàãàåò èíôîðìàöèåé îá
îòëè÷èòåëüíûõ ïðèçíàêàõ âñåõ óçëîâ ñèñòåìû (ìíîæåñòâà
âåðøèí V ).

A3. Êàæäûé ïðîöåññ ðàñïîëàãàåò èíôîðìàöèåé î òîì, êàêèå
óçëû ÿâëÿþòñÿ åãî ñîñåäÿìè (äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ýòè
ñâåäåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â ìàññèâå neighu ) è êàêîé âåñ èìåþò
êàíàëû, ñîåäèíÿþùèå ïðîöåññ ñ åãî ñîñåäÿìè.

Íàì áóäåò ïðîùå ðàçîáðàòüñÿ ñ êîððåêòíîñòüþ àëãîðèòìà
Òóýãà, åñëè âíà÷àëå ìû ðàññìîòðèì åãî óïðîùåííûé âàðèàíò.



Àëãîðèòì Òóýãà ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé

Îñíîâíûå äîïóùåíèÿ.

A1. Êàæäûé öèêë â ñåòè èìååò ïîëîæèòåëüíûé âåñ.

A2. Êàæäûé ïðîöåññ ñåòè ðàñïîëàãàåò èíôîðìàöèåé îá
îòëè÷èòåëüíûõ ïðèçíàêàõ âñåõ óçëîâ ñèñòåìû (ìíîæåñòâà
âåðøèí V ).

A3. Êàæäûé ïðîöåññ ðàñïîëàãàåò èíôîðìàöèåé î òîì, êàêèå
óçëû ÿâëÿþòñÿ åãî ñîñåäÿìè (äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ýòè
ñâåäåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â ìàññèâå neighu ) è êàêîé âåñ èìåþò
êàíàëû, ñîåäèíÿþùèå ïðîöåññ ñ åãî ñîñåäÿìè.

Íàì áóäåò ïðîùå ðàçîáðàòüñÿ ñ êîððåêòíîñòüþ àëãîðèòìà
Òóýãà, åñëè âíà÷àëå ìû ðàññìîòðèì åãî óïðîùåííûé âàðèàíò.



Àëãîðèòì Òóýãà ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé

Îñíîâíûå äîïóùåíèÿ.

A1. Êàæäûé öèêë â ñåòè èìååò ïîëîæèòåëüíûé âåñ.

A2. Êàæäûé ïðîöåññ ñåòè ðàñïîëàãàåò èíôîðìàöèåé îá
îòëè÷èòåëüíûõ ïðèçíàêàõ âñåõ óçëîâ ñèñòåìû (ìíîæåñòâà
âåðøèí V ).

A3. Êàæäûé ïðîöåññ ðàñïîëàãàåò èíôîðìàöèåé î òîì, êàêèå
óçëû ÿâëÿþòñÿ åãî ñîñåäÿìè (äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ýòè
ñâåäåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â ìàññèâå neighu ) è êàêîé âåñ èìåþò
êàíàëû, ñîåäèíÿþùèå ïðîöåññ ñ åãî ñîñåäÿìè.

Íàì áóäåò ïðîùå ðàçîáðàòüñÿ ñ êîððåêòíîñòüþ àëãîðèòìà
Òóýãà, åñëè âíà÷àëå ìû ðàññìîòðèì åãî óïðîùåííûé âàðèàíò.



Àëãîðèòì Òóýãà ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé

Îñíîâíûå äîïóùåíèÿ.

A1. Êàæäûé öèêë â ñåòè èìååò ïîëîæèòåëüíûé âåñ.

A2. Êàæäûé ïðîöåññ ñåòè ðàñïîëàãàåò èíôîðìàöèåé îá
îòëè÷èòåëüíûõ ïðèçíàêàõ âñåõ óçëîâ ñèñòåìû (ìíîæåñòâà
âåðøèí V ).

A3. Êàæäûé ïðîöåññ ðàñïîëàãàåò èíôîðìàöèåé î òîì, êàêèå
óçëû ÿâëÿþòñÿ åãî ñîñåäÿìè (äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ýòè
ñâåäåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â ìàññèâå neighu ) è êàêîé âåñ èìåþò
êàíàëû, ñîåäèíÿþùèå ïðîöåññ ñ åãî ñîñåäÿìè.

Íàì áóäåò ïðîùå ðàçîáðàòüñÿ ñ êîððåêòíîñòüþ àëãîðèòìà
Òóýãà, åñëè âíà÷àëå ìû ðàññìîòðèì åãî óïðîùåííûé âàðèàíò.



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)
I Ïåðåìåííûå è îïåðàöèè àëãîðèòìà Ôëîéäà-Óîðøàëëà
ðàçíîñÿòñÿ ïî ðàçíûì óçëàì ñåòè. Ïåðåìåííàÿ D[u, v ]
îòäàåòñÿ ïðîöåññó u ; äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèÿ ìû áóäåì
çàïèñûâàòü u íà ìåñòå èíäåêñà ñëåäóþùèì îáðàçîì Du[v ] .

I Îïåðàöèè, êîòîðûå ïðèñâàèâàþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
Du[v ] äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â óçëå u , è êîãäà çíà÷åíèå
íåêîòîðîé ïåðåìåííîé, îòíîñÿùåéñÿ ê óçëó w , íåîáõîäèìî
äëÿ ýòîé îïåðàöèè, ýòî çíà÷åíèå äîëæíî áûòü ïîñëàíî
ïðîöåññó u .

I Â àëãîðèòìå Ôëîéäà-Óîðøàëëà âñå âåðøèíû äîëæíû
èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ îò îïîðíîé âåðøèíû, êîòîðàÿ
îòïðàâëÿåò ýòó èíôîðìàöèþ îäíîâðåìåííî âñåì âåðøèíàì
ïîñðåäñòâîì ¾øèðîêîâåùàòåëüíîé¿ ðàññûëêè .

I Íóæíî ââåñòè ñïåöèàëüíóþ îïåðàöèþ, äëÿ òîãî ÷òîáû íå
òîëüêî âû÷èñëÿòü äëèíû êðàò÷àéøèõ S -ïóòåé, íî òàêæå è
ïåðâûé êàíàë â êàæäîì òàêîì ïóòè (äëÿ ýòîãî ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå Nbu[v ] ).



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)
I Ïåðåìåííûå è îïåðàöèè àëãîðèòìà Ôëîéäà-Óîðøàëëà
ðàçíîñÿòñÿ ïî ðàçíûì óçëàì ñåòè. Ïåðåìåííàÿ D[u, v ]
îòäàåòñÿ ïðîöåññó u ; äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèÿ ìû áóäåì
çàïèñûâàòü u íà ìåñòå èíäåêñà ñëåäóþùèì îáðàçîì Du[v ] .

I Îïåðàöèè, êîòîðûå ïðèñâàèâàþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
Du[v ] äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â óçëå u , è êîãäà çíà÷åíèå
íåêîòîðîé ïåðåìåííîé, îòíîñÿùåéñÿ ê óçëó w , íåîáõîäèìî
äëÿ ýòîé îïåðàöèè, ýòî çíà÷åíèå äîëæíî áûòü ïîñëàíî
ïðîöåññó u .

I Â àëãîðèòìå Ôëîéäà-Óîðøàëëà âñå âåðøèíû äîëæíû
èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ îò îïîðíîé âåðøèíû, êîòîðàÿ
îòïðàâëÿåò ýòó èíôîðìàöèþ îäíîâðåìåííî âñåì âåðøèíàì
ïîñðåäñòâîì ¾øèðîêîâåùàòåëüíîé¿ ðàññûëêè .

I Íóæíî ââåñòè ñïåöèàëüíóþ îïåðàöèþ, äëÿ òîãî ÷òîáû íå
òîëüêî âû÷èñëÿòü äëèíû êðàò÷àéøèõ S -ïóòåé, íî òàêæå è
ïåðâûé êàíàë â êàæäîì òàêîì ïóòè (äëÿ ýòîãî ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå Nbu[v ] ).



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)
I Ïåðåìåííûå è îïåðàöèè àëãîðèòìà Ôëîéäà-Óîðøàëëà
ðàçíîñÿòñÿ ïî ðàçíûì óçëàì ñåòè. Ïåðåìåííàÿ D[u, v ]
îòäàåòñÿ ïðîöåññó u ; äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèÿ ìû áóäåì
çàïèñûâàòü u íà ìåñòå èíäåêñà ñëåäóþùèì îáðàçîì Du[v ] .

I Îïåðàöèè, êîòîðûå ïðèñâàèâàþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
Du[v ] äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â óçëå u , è êîãäà çíà÷åíèå
íåêîòîðîé ïåðåìåííîé, îòíîñÿùåéñÿ ê óçëó w , íåîáõîäèìî
äëÿ ýòîé îïåðàöèè, ýòî çíà÷åíèå äîëæíî áûòü ïîñëàíî
ïðîöåññó u .

I Â àëãîðèòìå Ôëîéäà-Óîðøàëëà âñå âåðøèíû äîëæíû
èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ îò îïîðíîé âåðøèíû, êîòîðàÿ
îòïðàâëÿåò ýòó èíôîðìàöèþ îäíîâðåìåííî âñåì âåðøèíàì
ïîñðåäñòâîì ¾øèðîêîâåùàòåëüíîé¿ ðàññûëêè .

I Íóæíî ââåñòè ñïåöèàëüíóþ îïåðàöèþ, äëÿ òîãî ÷òîáû íå
òîëüêî âû÷èñëÿòü äëèíû êðàò÷àéøèõ S -ïóòåé, íî òàêæå è
ïåðâûé êàíàë â êàæäîì òàêîì ïóòè (äëÿ ýòîãî ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå Nbu[v ] ).



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)
I Ïåðåìåííûå è îïåðàöèè àëãîðèòìà Ôëîéäà-Óîðøàëëà
ðàçíîñÿòñÿ ïî ðàçíûì óçëàì ñåòè. Ïåðåìåííàÿ D[u, v ]
îòäàåòñÿ ïðîöåññó u ; äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèÿ ìû áóäåì
çàïèñûâàòü u íà ìåñòå èíäåêñà ñëåäóþùèì îáðàçîì Du[v ] .

I Îïåðàöèè, êîòîðûå ïðèñâàèâàþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
Du[v ] äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â óçëå u , è êîãäà çíà÷åíèå
íåêîòîðîé ïåðåìåííîé, îòíîñÿùåéñÿ ê óçëó w , íåîáõîäèìî
äëÿ ýòîé îïåðàöèè, ýòî çíà÷åíèå äîëæíî áûòü ïîñëàíî
ïðîöåññó u .

I Â àëãîðèòìå Ôëîéäà-Óîðøàëëà âñå âåðøèíû äîëæíû
èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ îò îïîðíîé âåðøèíû, êîòîðàÿ
îòïðàâëÿåò ýòó èíôîðìàöèþ îäíîâðåìåííî âñåì âåðøèíàì
ïîñðåäñòâîì ¾øèðîêîâåùàòåëüíîé¿ ðàññûëêè .

I Íóæíî ââåñòè ñïåöèàëüíóþ îïåðàöèþ, äëÿ òîãî ÷òîáû íå
òîëüêî âû÷èñëÿòü äëèíû êðàò÷àéøèõ S -ïóòåé, íî òàêæå è
ïåðâûé êàíàë â êàæäîì òàêîì ïóòè (äëÿ ýòîãî ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå Nbu[v ] ).



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)

Ëåììà 5.3. (îá îòñóòñòâèè öèêëîâ)

Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâî âåðøèí S è âåðøèíà w .
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

1. äëÿ âñåõ âåðøèí u âåðíî ðàâåíñòâî Du[w ] = dS(u, w) ,

2. åñëè dS(u, w) <∞ è u 6= w , òî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé
Nbu[w ] ÿâëÿåòñÿ èìÿ ñîñåäà âåðøèíû u íà êðàò÷àéøåì S
-ïóòè, âåäóùåì ê âåðøèíå w .

Òîãäà îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Tw = (Vw , Ew ) , ãäå

Vw = {u : Du[w ] <∞} è Ew = {ux : u 6= w ∧Nbu[w ] = x},

ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, â êîðíå êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà âåðøèíà w .



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ âåðøèíû u 6= w âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî Du[w ] <∞ , òî Nbu[w ] 6= udef è DNbu [w ][w ] <∞ .
Çíà÷èò äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ Vw , u 6= w , ñóùåñòâóåò
âåðøèíà x ∈ Vw , äëÿ êîòîðîé âåðíî ðàâåíñòâî Nbu[w ] = x .

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ Vw , u 6= w , â ìíîæåñòâå Ew åñòü
îäíî ðåáðî, è ïîýòîìó ÷èñëî âåðøèí â Tw áîëüøå ÷èñëà ðåáåð
íà 1. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ãðàô Tw íå ñîäåðæèò öèêëîâ.
Êîëü ñêîðî äëÿ ðåáðà ux ∈ Ew èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
dS(u, w) = ωux + dS(x , w) , íàëè÷èå öèêëà 〈u0, u1, . . . , uk〉 â
ãðàôå Tw ïîâëåêëî áû çà ñîáîé ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

dS(u0, w) = ωu0u1 + ωu1u2 + · · ·+ ωuk−1u0 + dS(u0, w),

èç êîòîðîãî âûòåêàåò 0 = ωu0u1 + ωu1u2 + · · ·+ ωuk−1u0 , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ î òîì, ÷òî êàæäûé öèêë èìååò
ïîëîæèòåëüíûé âåñ. �



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ âåðøèíû u 6= w âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî Du[w ] <∞ , òî Nbu[w ] 6= udef è DNbu [w ][w ] <∞ .
Çíà÷èò äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ Vw , u 6= w , ñóùåñòâóåò
âåðøèíà x ∈ Vw , äëÿ êîòîðîé âåðíî ðàâåíñòâî Nbu[w ] = x .
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ Vw , u 6= w , â ìíîæåñòâå Ew åñòü
îäíî ðåáðî, è ïîýòîìó ÷èñëî âåðøèí â Tw áîëüøå ÷èñëà ðåáåð
íà 1. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ãðàô Tw íå ñîäåðæèò öèêëîâ.

Êîëü ñêîðî äëÿ ðåáðà ux ∈ Ew èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
dS(u, w) = ωux + dS(x , w) , íàëè÷èå öèêëà 〈u0, u1, . . . , uk〉 â
ãðàôå Tw ïîâëåêëî áû çà ñîáîé ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

dS(u0, w) = ωu0u1 + ωu1u2 + · · ·+ ωuk−1u0 + dS(u0, w),

èç êîòîðîãî âûòåêàåò 0 = ωu0u1 + ωu1u2 + · · ·+ ωuk−1u0 , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ î òîì, ÷òî êàæäûé öèêë èìååò
ïîëîæèòåëüíûé âåñ. �



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ âåðøèíû u 6= w âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî Du[w ] <∞ , òî Nbu[w ] 6= udef è DNbu [w ][w ] <∞ .
Çíà÷èò äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ Vw , u 6= w , ñóùåñòâóåò
âåðøèíà x ∈ Vw , äëÿ êîòîðîé âåðíî ðàâåíñòâî Nbu[w ] = x .
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ Vw , u 6= w , â ìíîæåñòâå Ew åñòü
îäíî ðåáðî, è ïîýòîìó ÷èñëî âåðøèí â Tw áîëüøå ÷èñëà ðåáåð
íà 1. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ãðàô Tw íå ñîäåðæèò öèêëîâ.
Êîëü ñêîðî äëÿ ðåáðà ux ∈ Ew èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
dS(u, w) = ωux + dS(x , w) , íàëè÷èå öèêëà 〈u0, u1, . . . , uk〉 â
ãðàôå Tw ïîâëåêëî áû çà ñîáîé ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

dS(u0, w) = ωu0u1 + ωu1u2 + · · ·+ ωuk−1u0 + dS(u0, w),

èç êîòîðîãî âûòåêàåò 0 = ωu0u1 + ωu1u2 + · · ·+ ωuk−1u0 , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ î òîì, ÷òî êàæäûé öèêë èìååò
ïîëîæèòåëüíûé âåñ. �



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)

var Su : set of nodes ;
Du : array of weights ; Nbu : array of nodes ;

begin Su := ∅ ;
forall v ∈ V do

if v = u then begin Du[v ] := 0 ; Nbu[v ] := udef end
else if v ∈ Neighu

then begin Du[v ] := ωuv ; Nbu[v ] := v end
else begin Du[v ] :=∞ ; Nbu[v ] := udef end;

while Su 6= V do
begin pick w from V \ Su ;

(* Âñå ïðîöåññû âûáèðàþò îäíó è òó æå âåðøèíó w *)
if u = w then �broadcast Dw � else �receive Dw � ;
forall v ∈ V do
if Du[w ] + Dw [v ] < Du[v ] then
begin Du[v ] := Du[w ] + Dw [v ] ; Nbu[v ] := Nbu[w ] end;
Su := Su ∪ {w}

end
end



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)

Òåîðåìà 5.4. (î êîððåêòíîñòè óïðîùåííîãî àëãîðèòìà
Òóýãà)

Óïðîùåííûé àëãîðèòì Òóýãà çàâåðøàåò ñâîå âûïîëíåíèå â
êàæäîì óçëå ñåòè ïîñëå N èòåðàöèé îñíîâíîãî öèêëà. Êîãäà
àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ â óçëå u , äëÿ êàæäîé âåðøèíû v
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Du[v ] = d(u, v) , è â òîì ñëó÷àå, åñëè â
ñåòè åñòü ïóòü èç u â v , òî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé Nbu[v ]
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíîâàíèå ïåðâîãî êàíàëà â êðàò÷àéøåì ïóòè èç u
â v ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Nbu[v ] = udef .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàâåðøàåìîñòü è ÷àñòè÷íàÿ êîððåêòíîñòü íàøåãî àëãîðèòìà
ñëåäóþò èç êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà Ôëîéäà-Óîðøàëëà
(Òåîðåìà 5.3.). Îòñþäà ñëåäóåò è ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ
î çíà÷åíèè ïåðåìåííîé Nbu[v ] , ïîñêîëüêó çíà÷åíèå Nbu[v ]
èçìåíÿåòñÿ âñÿêèé ðàç, êîãäà ïåðåìåííîé Du[v ] ïðèñâàèâàåòñÿ
íîâîå çíà÷åíèå ïðèñâàèâàåòñÿ. �



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)

Òåîðåìà 5.4. (î êîððåêòíîñòè óïðîùåííîãî àëãîðèòìà
Òóýãà)

Óïðîùåííûé àëãîðèòì Òóýãà çàâåðøàåò ñâîå âûïîëíåíèå â
êàæäîì óçëå ñåòè ïîñëå N èòåðàöèé îñíîâíîãî öèêëà. Êîãäà
àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ â óçëå u , äëÿ êàæäîé âåðøèíû v
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Du[v ] = d(u, v) , è â òîì ñëó÷àå, åñëè â
ñåòè åñòü ïóòü èç u â v , òî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé Nbu[v ]
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíîâàíèå ïåðâîãî êàíàëà â êðàò÷àéøåì ïóòè èç u
â v ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Nbu[v ] = udef .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàâåðøàåìîñòü è ÷àñòè÷íàÿ êîððåêòíîñòü íàøåãî àëãîðèòìà
ñëåäóþò èç êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà Ôëîéäà-Óîðøàëëà
(Òåîðåìà 5.3.). Îòñþäà ñëåäóåò è ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ
î çíà÷åíèè ïåðåìåííîé Nbu[v ] , ïîñêîëüêó çíà÷åíèå Nbu[v ]
èçìåíÿåòñÿ âñÿêèé ðàç, êîãäà ïåðåìåííîé Du[v ] ïðèñâàèâàåòñÿ
íîâîå çíà÷åíèå ïðèñâàèâàåòñÿ. �



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)
Íåîáõîäèìî èìåòü ñðåäñòâà äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, â òî âðåìÿ êàê êàæäûé ïðîöåññ
èìååò âîçìîæíîñòü îáùàòüñÿ òîëüêî ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè.

Äëÿ ýòîãî ïðèãîäíû âîëíîâûå àëãîðèòìû .
Íî Òóýã çàìåòèë, ÷òî åñëè Du[w ] =∞ â íà÷àëå ýòàïà
îáðàáîòêè îïîðíîé âåðøèíû, òî ïî îêîí÷àíèè ýòîãî ýòàïà
òàáëèöà ìàðøðóòèçàöèè óçëà u íå èçìåíÿåòñÿ, ò.ê. íåðàâåíñòâî
Du[w ] + Dw [v ] < Du[v ] íåâåðíî äëÿ êàæäîé âåðøèíû v .
Ïîýòîìó òàáëèöó ìàðøðóòèçàöèè Dw íóæíî äîñòàâèòü òîëüêî â
òå óçëû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò äåðåâó Tw (â òîì âèäå, â
êîòîðîì îíî ïîñòðîåíî ê íà÷àëó ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû), è øèðîêîâåùàòåëüíóþ ðàññûëêó ìîæíî ïðîâåñòè
ýôôåêòèâíî, îòïðàâëÿÿ òàáëèöó Dw òîëüêî ïî òåì êàíàëàì,
êîòîðûå âõîäÿò â ñîñòàâ äåðåâà Tw . Óçåë w îòïðàâëÿåò
òàáëèöó Dw ñâîèì ñûíîâíèì âåðøèíàì â äåðåâå Tw , è
êàæäûé óçåë â äåðåâå Tw , ïîëó÷èâ ýòó òàáëèöó îò
ðîäèòåëüñêîé âåðøèíû â äåðåâå Tw , ïåðåäàåò åå ñâîèì
ñûíîâíèì âåðøèíàì â äåðåâå Tw .



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)
Íåîáõîäèìî èìåòü ñðåäñòâà äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, â òî âðåìÿ êàê êàæäûé ïðîöåññ
èìååò âîçìîæíîñòü îáùàòüñÿ òîëüêî ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè.
Äëÿ ýòîãî ïðèãîäíû âîëíîâûå àëãîðèòìû .

Íî Òóýã çàìåòèë, ÷òî åñëè Du[w ] =∞ â íà÷àëå ýòàïà
îáðàáîòêè îïîðíîé âåðøèíû, òî ïî îêîí÷àíèè ýòîãî ýòàïà
òàáëèöà ìàðøðóòèçàöèè óçëà u íå èçìåíÿåòñÿ, ò.ê. íåðàâåíñòâî
Du[w ] + Dw [v ] < Du[v ] íåâåðíî äëÿ êàæäîé âåðøèíû v .
Ïîýòîìó òàáëèöó ìàðøðóòèçàöèè Dw íóæíî äîñòàâèòü òîëüêî â
òå óçëû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò äåðåâó Tw (â òîì âèäå, â
êîòîðîì îíî ïîñòðîåíî ê íà÷àëó ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû), è øèðîêîâåùàòåëüíóþ ðàññûëêó ìîæíî ïðîâåñòè
ýôôåêòèâíî, îòïðàâëÿÿ òàáëèöó Dw òîëüêî ïî òåì êàíàëàì,
êîòîðûå âõîäÿò â ñîñòàâ äåðåâà Tw . Óçåë w îòïðàâëÿåò
òàáëèöó Dw ñâîèì ñûíîâíèì âåðøèíàì â äåðåâå Tw , è
êàæäûé óçåë â äåðåâå Tw , ïîëó÷èâ ýòó òàáëèöó îò
ðîäèòåëüñêîé âåðøèíû â äåðåâå Tw , ïåðåäàåò åå ñâîèì
ñûíîâíèì âåðøèíàì â äåðåâå Tw .



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)
Íåîáõîäèìî èìåòü ñðåäñòâà äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, â òî âðåìÿ êàê êàæäûé ïðîöåññ
èìååò âîçìîæíîñòü îáùàòüñÿ òîëüêî ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè.
Äëÿ ýòîãî ïðèãîäíû âîëíîâûå àëãîðèòìû .
Íî Òóýã çàìåòèë, ÷òî åñëè Du[w ] =∞ â íà÷àëå ýòàïà
îáðàáîòêè îïîðíîé âåðøèíû, òî ïî îêîí÷àíèè ýòîãî ýòàïà
òàáëèöà ìàðøðóòèçàöèè óçëà u íå èçìåíÿåòñÿ, ò.ê. íåðàâåíñòâî
Du[w ] + Dw [v ] < Du[v ] íåâåðíî äëÿ êàæäîé âåðøèíû v .

Ïîýòîìó òàáëèöó ìàðøðóòèçàöèè Dw íóæíî äîñòàâèòü òîëüêî â
òå óçëû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò äåðåâó Tw (â òîì âèäå, â
êîòîðîì îíî ïîñòðîåíî ê íà÷àëó ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû), è øèðîêîâåùàòåëüíóþ ðàññûëêó ìîæíî ïðîâåñòè
ýôôåêòèâíî, îòïðàâëÿÿ òàáëèöó Dw òîëüêî ïî òåì êàíàëàì,
êîòîðûå âõîäÿò â ñîñòàâ äåðåâà Tw . Óçåë w îòïðàâëÿåò
òàáëèöó Dw ñâîèì ñûíîâíèì âåðøèíàì â äåðåâå Tw , è
êàæäûé óçåë â äåðåâå Tw , ïîëó÷èâ ýòó òàáëèöó îò
ðîäèòåëüñêîé âåðøèíû â äåðåâå Tw , ïåðåäàåò åå ñâîèì
ñûíîâíèì âåðøèíàì â äåðåâå Tw .



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)
Íåîáõîäèìî èìåòü ñðåäñòâà äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, â òî âðåìÿ êàê êàæäûé ïðîöåññ
èìååò âîçìîæíîñòü îáùàòüñÿ òîëüêî ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè.
Äëÿ ýòîãî ïðèãîäíû âîëíîâûå àëãîðèòìû .
Íî Òóýã çàìåòèë, ÷òî åñëè Du[w ] =∞ â íà÷àëå ýòàïà
îáðàáîòêè îïîðíîé âåðøèíû, òî ïî îêîí÷àíèè ýòîãî ýòàïà
òàáëèöà ìàðøðóòèçàöèè óçëà u íå èçìåíÿåòñÿ, ò.ê. íåðàâåíñòâî
Du[w ] + Dw [v ] < Du[v ] íåâåðíî äëÿ êàæäîé âåðøèíû v .
Ïîýòîìó òàáëèöó ìàðøðóòèçàöèè Dw íóæíî äîñòàâèòü òîëüêî â
òå óçëû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò äåðåâó Tw (â òîì âèäå, â
êîòîðîì îíî ïîñòðîåíî ê íà÷àëó ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû), è øèðîêîâåùàòåëüíóþ ðàññûëêó ìîæíî ïðîâåñòè
ýôôåêòèâíî, îòïðàâëÿÿ òàáëèöó Dw òîëüêî ïî òåì êàíàëàì,
êîòîðûå âõîäÿò â ñîñòàâ äåðåâà Tw .

Óçåë w îòïðàâëÿåò
òàáëèöó Dw ñâîèì ñûíîâíèì âåðøèíàì â äåðåâå Tw , è
êàæäûé óçåë â äåðåâå Tw , ïîëó÷èâ ýòó òàáëèöó îò
ðîäèòåëüñêîé âåðøèíû â äåðåâå Tw , ïåðåäàåò åå ñâîèì
ñûíîâíèì âåðøèíàì â äåðåâå Tw .



Àëãîðèòì Òóýãà (óïðîùåííûé âàðèàíò)
Íåîáõîäèìî èìåòü ñðåäñòâà äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, â òî âðåìÿ êàê êàæäûé ïðîöåññ
èìååò âîçìîæíîñòü îáùàòüñÿ òîëüêî ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè.
Äëÿ ýòîãî ïðèãîäíû âîëíîâûå àëãîðèòìû .
Íî Òóýã çàìåòèë, ÷òî åñëè Du[w ] =∞ â íà÷àëå ýòàïà
îáðàáîòêè îïîðíîé âåðøèíû, òî ïî îêîí÷àíèè ýòîãî ýòàïà
òàáëèöà ìàðøðóòèçàöèè óçëà u íå èçìåíÿåòñÿ, ò.ê. íåðàâåíñòâî
Du[w ] + Dw [v ] < Du[v ] íåâåðíî äëÿ êàæäîé âåðøèíû v .
Ïîýòîìó òàáëèöó ìàðøðóòèçàöèè Dw íóæíî äîñòàâèòü òîëüêî â
òå óçëû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò äåðåâó Tw (â òîì âèäå, â
êîòîðîì îíî ïîñòðîåíî ê íà÷àëó ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû), è øèðîêîâåùàòåëüíóþ ðàññûëêó ìîæíî ïðîâåñòè
ýôôåêòèâíî, îòïðàâëÿÿ òàáëèöó Dw òîëüêî ïî òåì êàíàëàì,
êîòîðûå âõîäÿò â ñîñòàâ äåðåâà Tw . Óçåë w îòïðàâëÿåò
òàáëèöó Dw ñâîèì ñûíîâíèì âåðøèíàì â äåðåâå Tw , è
êàæäûé óçåë â äåðåâå Tw , ïîëó÷èâ ýòó òàáëèöó îò
ðîäèòåëüñêîé âåðøèíû â äåðåâå Tw , ïåðåäàåò åå ñâîèì
ñûíîâíèì âåðøèíàì â äåðåâå Tw .



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Â íà÷àëå ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé âåðøèíû w êàæäûé óçåë u ,
äëÿ êîòîðîãî Du[w ] <∞ , çíàåò, êàêàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ åãî
ðîäèòåëåì â äåðåâå Tw , íî íå çíàåò, êàêèå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ
åãî ñûíîâüÿìè.

Ïîýòîìó êàæäûé óçåë v äîëæåí îòïðàâèòü ñîîáùåíèå êàæäîìó
ñâîåìó ñîñåäó u , ñîîáùèâ ïðîöåññó u , ÿâëÿåòñÿ ëè v ñûíîâíåé
âåðøèíîé äëÿ u â äåðåâå Tw .

Ëþáîé óçåë ìîæåò ïðèíÿòü ó÷àñòèå â ðàñïðîñòðàíåíèè
òàáëèöû îïîðíîé âåðøèíû w , êàê òîëüêî îí ïîëó÷èò èçâåñòèÿ
î òîì, êàêèå èç ñîñåäåé ÿâëÿþòñÿ åãî ñûíîâíèìè âåðøèíàìè â
äåðåâå Tw .



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Â íà÷àëå ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé âåðøèíû w êàæäûé óçåë u ,
äëÿ êîòîðîãî Du[w ] <∞ , çíàåò, êàêàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ åãî
ðîäèòåëåì â äåðåâå Tw , íî íå çíàåò, êàêèå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ
åãî ñûíîâüÿìè.

Ïîýòîìó êàæäûé óçåë v äîëæåí îòïðàâèòü ñîîáùåíèå êàæäîìó
ñâîåìó ñîñåäó u , ñîîáùèâ ïðîöåññó u , ÿâëÿåòñÿ ëè v ñûíîâíåé
âåðøèíîé äëÿ u â äåðåâå Tw .

Ëþáîé óçåë ìîæåò ïðèíÿòü ó÷àñòèå â ðàñïðîñòðàíåíèè
òàáëèöû îïîðíîé âåðøèíû w , êàê òîëüêî îí ïîëó÷èò èçâåñòèÿ
î òîì, êàêèå èç ñîñåäåé ÿâëÿþòñÿ åãî ñûíîâíèìè âåðøèíàìè â
äåðåâå Tw .



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Èíèöèàëèçàöèÿ

var Su : set of nodes ;
Du : array of weights ;
Nbu : array of nodes ;

begin Su := ∅ ;
forall v ∈ V do

if v = u
then begin Du[v ] := 0 ; Nbu[v ] := udef end
else if v ∈ Neighu

then begin Du[v ] := ωuv ; Nbu[v ] := v end
else begin Du[v ] :=∞ ; Nbu[v ] := udef end;



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Âûÿâëåíèå ñûíîâíèõ óçëîâ

while Su 6= V do
begin pick w from V \ Su ;

(* Ïîñòðîèòü äåðåâî Tw *)
forall x ∈ Neighu do

if Nbu[w ] = x then send 〈ys,w〉 to x
else send 〈nys,w〉 to x ;

recu := 0 ; (* u äîëæåí ïîëó÷èòü |Neighu| ñîîáùåíèé *)
while recu < |Neighu| do

begin receive 〈ys,w〉 or 〈nys,w〉; recu := recu + 1 end;



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Óòî÷íåíèå òàáëèö ìàðøðóòèçàöèè

if Du[w ] <∞ then (*ïðèíÿòü ó÷àñòèå â îáðàáîòêå îïîðíîé âåðøèíû*)
begin if u 6= w then receive 〈dtab,w ,D〉 from Nbu[w ] ;

forall x ∈ Neighu do
if 〈ys,w〉 was received from x
then send 〈dtab,w ,D〉 to x ;

forall v ∈ V do (*ëîêàëüíàÿ îáðàáîòêà îïîðíîé âåðøèíû w*)
if Du[w ] + D[v ] < Du[v ] then
begin Du[v ] := Du[w ] + D[v ]; Nbu[v ] := Nbu[w ] end

end;
Su := Su ∪ {w}
end
end



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ ñîîáùåíèÿ òðåõ òèïîâ:

1. Ñîîáùåíèÿ 〈ys,w〉 (ys îò ¾your son¿) îòïðàâëÿåòñÿ îò
óçëà u ê óçëó x â íà÷àëå ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû w , åñëè x ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëüñêîé âåðøèíîé äëÿ
u â äåðåâå Tw .

2. Ñîîáùåíèå 〈nys,w〉 (nys îò ¾not your son¿) îòïðàâëÿåòñÿ
îò óçëà u ê óçëó x â íà÷àëå ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû w , åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëüñêîé âåðøèíîé
äëÿ u â äåðåâå Tw .

3. Ñîîáùåíèå 〈dtab,w ,D〉 îòïðàâëÿåòñÿ ïî õîäó îáðàáîòêè
îïîðíîé âåðøèíû w ïî êàæäîìó ðåáðó äåðåâà Tw , ÷òîáû
äîñòàâèòü òàáëèöó Dw â êàæäóþ âåðøèíó, êîòîðàÿ äîëæíà
áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì çíà÷åíèåì.



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ ñîîáùåíèÿ òðåõ òèïîâ:

1. Ñîîáùåíèÿ 〈ys,w〉 (ys îò ¾your son¿) îòïðàâëÿåòñÿ îò
óçëà u ê óçëó x â íà÷àëå ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû w , åñëè x ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëüñêîé âåðøèíîé äëÿ
u â äåðåâå Tw .

2. Ñîîáùåíèå 〈nys,w〉 (nys îò ¾not your son¿) îòïðàâëÿåòñÿ
îò óçëà u ê óçëó x â íà÷àëå ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû w , åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëüñêîé âåðøèíîé
äëÿ u â äåðåâå Tw .

3. Ñîîáùåíèå 〈dtab,w ,D〉 îòïðàâëÿåòñÿ ïî õîäó îáðàáîòêè
îïîðíîé âåðøèíû w ïî êàæäîìó ðåáðó äåðåâà Tw , ÷òîáû
äîñòàâèòü òàáëèöó Dw â êàæäóþ âåðøèíó, êîòîðàÿ äîëæíà
áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì çíà÷åíèåì.



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ ñîîáùåíèÿ òðåõ òèïîâ:

1. Ñîîáùåíèÿ 〈ys,w〉 (ys îò ¾your son¿) îòïðàâëÿåòñÿ îò
óçëà u ê óçëó x â íà÷àëå ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû w , åñëè x ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëüñêîé âåðøèíîé äëÿ
u â äåðåâå Tw .

2. Ñîîáùåíèå 〈nys,w〉 (nys îò ¾not your son¿) îòïðàâëÿåòñÿ
îò óçëà u ê óçëó x â íà÷àëå ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû w , åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëüñêîé âåðøèíîé
äëÿ u â äåðåâå Tw .

3. Ñîîáùåíèå 〈dtab,w ,D〉 îòïðàâëÿåòñÿ ïî õîäó îáðàáîòêè
îïîðíîé âåðøèíû w ïî êàæäîìó ðåáðó äåðåâà Tw , ÷òîáû
äîñòàâèòü òàáëèöó Dw â êàæäóþ âåðøèíó, êîòîðàÿ äîëæíà
áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì çíà÷åíèåì.



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ ñîîáùåíèÿ òðåõ òèïîâ:

1. Ñîîáùåíèÿ 〈ys,w〉 (ys îò ¾your son¿) îòïðàâëÿåòñÿ îò
óçëà u ê óçëó x â íà÷àëå ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû w , åñëè x ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëüñêîé âåðøèíîé äëÿ
u â äåðåâå Tw .

2. Ñîîáùåíèå 〈nys,w〉 (nys îò ¾not your son¿) îòïðàâëÿåòñÿ
îò óçëà u ê óçëó x â íà÷àëå ýòàïà îáðàáîòêè îïîðíîé
âåðøèíû w , åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëüñêîé âåðøèíîé
äëÿ u â äåðåâå Tw .

3. Ñîîáùåíèå 〈dtab,w ,D〉 îòïðàâëÿåòñÿ ïî õîäó îáðàáîòêè
îïîðíîé âåðøèíû w ïî êàæäîìó ðåáðó äåðåâà Tw , ÷òîáû
äîñòàâèòü òàáëèöó Dw â êàæäóþ âåðøèíó, êîòîðàÿ äîëæíà
áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì çíà÷åíèåì.



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Ïóñòü W � ÷èñëî áèòîâ äëÿ çàïèñè âåñà ïóòè.

Òåîðåìà 5.5. (êîððåêòíîñòè è ñëîæíîñòè àëãîðèòìà
Òóýãà)

Äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí u è v àëãîðèòì Òóýãà âû÷èñëÿåò
ðàññòîÿíèå ìåæäó u è v . Åñëè ýòî ðàññòîÿíèå êîíå÷íî, òî îí
òàêæå îïðåäåëÿåò ïåðâûé êàíàë â êðàò÷àéøåì ïóòè.

Ïî õîäó ðàáîòû àëãîðèòìà ïî êàæäîìó êàíàëó ïðîõîäèò O(N)
ñîîáùåíèé, O(N2W ) áèòîâ èíôîðìàöèè. Òàêèì îáðàçîì,
ñóììàðíî ïî õîäó ðàáîòû àëãîðèòìà ïåðåäàåòñÿ O(N · |E |)
ñîîáùåíèé è O(N3 ·W ) áèòîâ èíôîðìàöèè. Êðîìå òîãî â
êàæäîì óçëå èñïîëüçóåòñÿ ïàìÿòü, îáúåì êîòîðîé ñîñòàâëÿåò
O(N ·W ) áèòîâ.



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîëíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà Òóýãà ïîñòðîåí íà îñíîâå
óïðîùåííîé âåðñèè, è ïîýòîìó êîððåêòíà.

Íà êàæäîì ýòàïå
îáðàáîòêè îïîðíîé âåðøèíû w ïî êàæäîìó êàíàëó ñâÿçè
ïðîõîäÿò äâà ñîîáùåíèÿ âèäà 〈ys,w〉 èëè 〈nys,w〉 (ïî îäíîìó
ñîîáùåíèþ â êàæäîì íàïðàâëåíèè) è íå áîëåå îäíîãî
ñîîáùåíèÿ âèäà 〈dtab,w ,D〉, è çíà÷èò ïî êàæäîìó êàíàëó
ïðîõîäèò íå áîëåå 3N ñîîáùåíèé. Ñîîáùåíèÿ âèäà 〈ys,w〉 èëè
〈nys,w〉 ñîäåðæàò O(W ) áèòîâ, à ñîîáùåíèå âèäà 〈dtab,w ,D〉
ñîäåðæèò O(NW ) áèòîâ, è îòñþäà ñëåäóåò âåðõíÿÿ îöåíêà
áèòîâîé ñëîæíîñòè îáìåíà èíôîðìàöèåé ïî êàæäîìó êàíàëó
ñâÿçè. Çà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïåðåäàåòñÿ íå áîëåå N2

ñîîáùåíèé âèäà 〈dtab,w ,D〉 è 2N · |E | ñîîáùåíèé âèäà 〈ys,w〉
è 〈nys,w〉; òàêèì îáðàçîì âñåãî ïî ñåòè ïåðåäàåòñÿ
O(N2 · NW + 2N · |E | ·W ) = O(N3W ) áèòîâ èíôîðìàöèè. Äëÿ
õðàíåíèÿ òàáëèö Du è Nbu êàæäîìó ïðîöåññó u òðåáóåòñÿ
O(NW ) áèòîâ ïàìÿòè.



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîëíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà Òóýãà ïîñòðîåí íà îñíîâå
óïðîùåííîé âåðñèè, è ïîýòîìó êîððåêòíà. Íà êàæäîì ýòàïå
îáðàáîòêè îïîðíîé âåðøèíû w ïî êàæäîìó êàíàëó ñâÿçè
ïðîõîäÿò äâà ñîîáùåíèÿ âèäà 〈ys,w〉 èëè 〈nys,w〉 (ïî îäíîìó
ñîîáùåíèþ â êàæäîì íàïðàâëåíèè) è íå áîëåå îäíîãî
ñîîáùåíèÿ âèäà 〈dtab,w ,D〉, è çíà÷èò ïî êàæäîìó êàíàëó
ïðîõîäèò íå áîëåå 3N ñîîáùåíèé. Ñîîáùåíèÿ âèäà 〈ys,w〉 èëè
〈nys,w〉 ñîäåðæàò O(W ) áèòîâ, à ñîîáùåíèå âèäà 〈dtab,w ,D〉
ñîäåðæèò O(NW ) áèòîâ, è îòñþäà ñëåäóåò âåðõíÿÿ îöåíêà
áèòîâîé ñëîæíîñòè îáìåíà èíôîðìàöèåé ïî êàæäîìó êàíàëó
ñâÿçè.

Çà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïåðåäàåòñÿ íå áîëåå N2

ñîîáùåíèé âèäà 〈dtab,w ,D〉 è 2N · |E | ñîîáùåíèé âèäà 〈ys,w〉
è 〈nys,w〉; òàêèì îáðàçîì âñåãî ïî ñåòè ïåðåäàåòñÿ
O(N2 · NW + 2N · |E | ·W ) = O(N3W ) áèòîâ èíôîðìàöèè. Äëÿ
õðàíåíèÿ òàáëèö Du è Nbu êàæäîìó ïðîöåññó u òðåáóåòñÿ
O(NW ) áèòîâ ïàìÿòè.



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîëíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà Òóýãà ïîñòðîåí íà îñíîâå
óïðîùåííîé âåðñèè, è ïîýòîìó êîððåêòíà. Íà êàæäîì ýòàïå
îáðàáîòêè îïîðíîé âåðøèíû w ïî êàæäîìó êàíàëó ñâÿçè
ïðîõîäÿò äâà ñîîáùåíèÿ âèäà 〈ys,w〉 èëè 〈nys,w〉 (ïî îäíîìó
ñîîáùåíèþ â êàæäîì íàïðàâëåíèè) è íå áîëåå îäíîãî
ñîîáùåíèÿ âèäà 〈dtab,w ,D〉, è çíà÷èò ïî êàæäîìó êàíàëó
ïðîõîäèò íå áîëåå 3N ñîîáùåíèé. Ñîîáùåíèÿ âèäà 〈ys,w〉 èëè
〈nys,w〉 ñîäåðæàò O(W ) áèòîâ, à ñîîáùåíèå âèäà 〈dtab,w ,D〉
ñîäåðæèò O(NW ) áèòîâ, è îòñþäà ñëåäóåò âåðõíÿÿ îöåíêà
áèòîâîé ñëîæíîñòè îáìåíà èíôîðìàöèåé ïî êàæäîìó êàíàëó
ñâÿçè. Çà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïåðåäàåòñÿ íå áîëåå N2

ñîîáùåíèé âèäà 〈dtab,w ,D〉 è 2N · |E | ñîîáùåíèé âèäà 〈ys,w〉
è 〈nys,w〉; òàêèì îáðàçîì âñåãî ïî ñåòè ïåðåäàåòñÿ
O(N2 · NW + 2N · |E | ·W ) = O(N3W ) áèòîâ èíôîðìàöèè.

Äëÿ
õðàíåíèÿ òàáëèö Du è Nbu êàæäîìó ïðîöåññó u òðåáóåòñÿ
O(NW ) áèòîâ ïàìÿòè.



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîëíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà Òóýãà ïîñòðîåí íà îñíîâå
óïðîùåííîé âåðñèè, è ïîýòîìó êîððåêòíà. Íà êàæäîì ýòàïå
îáðàáîòêè îïîðíîé âåðøèíû w ïî êàæäîìó êàíàëó ñâÿçè
ïðîõîäÿò äâà ñîîáùåíèÿ âèäà 〈ys,w〉 èëè 〈nys,w〉 (ïî îäíîìó
ñîîáùåíèþ â êàæäîì íàïðàâëåíèè) è íå áîëåå îäíîãî
ñîîáùåíèÿ âèäà 〈dtab,w ,D〉, è çíà÷èò ïî êàæäîìó êàíàëó
ïðîõîäèò íå áîëåå 3N ñîîáùåíèé. Ñîîáùåíèÿ âèäà 〈ys,w〉 èëè
〈nys,w〉 ñîäåðæàò O(W ) áèòîâ, à ñîîáùåíèå âèäà 〈dtab,w ,D〉
ñîäåðæèò O(NW ) áèòîâ, è îòñþäà ñëåäóåò âåðõíÿÿ îöåíêà
áèòîâîé ñëîæíîñòè îáìåíà èíôîðìàöèåé ïî êàæäîìó êàíàëó
ñâÿçè. Çà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïåðåäàåòñÿ íå áîëåå N2

ñîîáùåíèé âèäà 〈dtab,w ,D〉 è 2N · |E | ñîîáùåíèé âèäà 〈ys,w〉
è 〈nys,w〉; òàêèì îáðàçîì âñåãî ïî ñåòè ïåðåäàåòñÿ
O(N2 · NW + 2N · |E | ·W ) = O(N3W ) áèòîâ èíôîðìàöèè. Äëÿ
õðàíåíèÿ òàáëèö Du è Nbu êàæäîìó ïðîöåññó u òðåáóåòñÿ
O(NW ) áèòîâ ïàìÿòè.



Àëãîðèòì Òóýãà (ïîëíûé âàðèàíò)

Çàäà÷è.

1. Çà÷åì íóæíî ïåðåäàâàòü â êàæäîì ñîîáùåíèè èìÿ
òåêóùåé îïîðíîé âåðøèíû w?. ×òî ïðîèçîéäåò, åñëè ýòîãî
íå äåëàòü? Ìîæíî ëè òàê ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì,
÷òîáû íå ïåðåäàâàòü èìÿ îïîðíîé âåðøèíû â íåêîòîðûõ
ñîîáùåíèÿõ?

2. Ñòóäåíò ïðåäëîæèë èñêëþ÷èòü èç àëãîðèòìà Òóýãà
îòïðàâëåíèå ñîîáùåíèé 〈nys,w〉. Îí ïðèâåë ñëåäóþùèé
àðãóìåíò: óçåë è òàê óçíàåò î òîì, ÷òî åãî ñîñåä íå
ÿâëÿåòñÿ ñûíîâíåé âåðøèíîé, åñëè îò ýòîãî ñîñåäà íå
ïîñòóïàåò ñîîáùåíèé 〈ys,w〉.
Ìîæíî ëè òàêèì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì?
Áóäåò ëè îí êîððåêòíûì? Êàêîâà áóäåò ñëîæíîñòü òàêîãî
àëãîðèòìà?



Àëãîðèòì Òóýãà (îáñóæäåíèå)

Äîñòîèíñòâà. Ïðîñò, èìååò íåáîëüøóþ ñëîæíîñòü, è ñòðîèò
îïòèìàëüíûå ìàðøðóòû.

Íåäîñòàòêè.

I Ïëîõàÿ óñòîé÷èâîñòü (¾ðîáàñòîñòü¿): ïðè èçìåíåíèè
òîïîëîãèè ñåòè âñå âû÷èñëåíèÿ íóæíî ïðîâîäèòü çàíîâî.

I Ñîãëàñîâàííûé âûáîð î÷åðåäíîé îïîðíîé âåðøèíû (w )
âñåìè óçëàìè ñåòè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìíîæåñòâî
ó÷àñòâóþùèõ â àëãîðèòìå ïðîöåññîâ çàðàíåå èçâåñòíî.

I Â àëãîðèòìå Òóýãà ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà d(u, v) ≤ d(u, w) + d(w , v) . Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà (â óçëå u )
òðåáóåòñÿ ¾ãëîáàëüíàÿ¿ èíôîðìàöèÿ î d(w , v) , êîòîðîé
íå îáëàäàåò íè ïðîöåññ u , íè åãî ñîñåäè. Çàâèñèìîñòü îò
óäàëåííûõ äàííûõ âûíóæäàåò íàñ îðãàíèçîâàòü äîñòàâêó
ýòîé èíôîðìàöèè óäàëåííûì âåðøèíàì.



Àëãîðèòì Òóýãà (îáñóæäåíèå)

Äîñòîèíñòâà. Ïðîñò, èìååò íåáîëüøóþ ñëîæíîñòü, è ñòðîèò
îïòèìàëüíûå ìàðøðóòû.

Íåäîñòàòêè.

I Ïëîõàÿ óñòîé÷èâîñòü (¾ðîáàñòîñòü¿): ïðè èçìåíåíèè
òîïîëîãèè ñåòè âñå âû÷èñëåíèÿ íóæíî ïðîâîäèòü çàíîâî.

I Ñîãëàñîâàííûé âûáîð î÷åðåäíîé îïîðíîé âåðøèíû (w )
âñåìè óçëàìè ñåòè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìíîæåñòâî
ó÷àñòâóþùèõ â àëãîðèòìå ïðîöåññîâ çàðàíåå èçâåñòíî.

I Â àëãîðèòìå Òóýãà ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà d(u, v) ≤ d(u, w) + d(w , v) . Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà (â óçëå u )
òðåáóåòñÿ ¾ãëîáàëüíàÿ¿ èíôîðìàöèÿ î d(w , v) , êîòîðîé
íå îáëàäàåò íè ïðîöåññ u , íè åãî ñîñåäè. Çàâèñèìîñòü îò
óäàëåííûõ äàííûõ âûíóæäàåò íàñ îðãàíèçîâàòü äîñòàâêó
ýòîé èíôîðìàöèè óäàëåííûì âåðøèíàì.



Àëãîðèòì Òóýãà (îáñóæäåíèå)

Äîñòîèíñòâà. Ïðîñò, èìååò íåáîëüøóþ ñëîæíîñòü, è ñòðîèò
îïòèìàëüíûå ìàðøðóòû.

Íåäîñòàòêè.

I Ïëîõàÿ óñòîé÷èâîñòü (¾ðîáàñòîñòü¿): ïðè èçìåíåíèè
òîïîëîãèè ñåòè âñå âû÷èñëåíèÿ íóæíî ïðîâîäèòü çàíîâî.

I Ñîãëàñîâàííûé âûáîð î÷åðåäíîé îïîðíîé âåðøèíû (w )
âñåìè óçëàìè ñåòè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìíîæåñòâî
ó÷àñòâóþùèõ â àëãîðèòìå ïðîöåññîâ çàðàíåå èçâåñòíî.

I Â àëãîðèòìå Òóýãà ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà d(u, v) ≤ d(u, w) + d(w , v) . Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà (â óçëå u )
òðåáóåòñÿ ¾ãëîáàëüíàÿ¿ èíôîðìàöèÿ î d(w , v) , êîòîðîé
íå îáëàäàåò íè ïðîöåññ u , íè åãî ñîñåäè. Çàâèñèìîñòü îò
óäàëåííûõ äàííûõ âûíóæäàåò íàñ îðãàíèçîâàòü äîñòàâêó
ýòîé èíôîðìàöèè óäàëåííûì âåðøèíàì.



Àëãîðèòì Òóýãà (îáñóæäåíèå)
Àëüòåðíàòèâíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé:

d(u, v) =

{
0 åñëè u = v

min
w∈Neighu

(ωuw + d(w , v)) èíà÷å (1)

Ïîëåçíû äâà ñâîéñòâà ýòîãî óðàâíåíèÿ.

1. Ëîêàëüíîñòü äàííûõ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (1) â óçëå u òðåáóåòñÿ òîëüêî ëîêàëüíî
äîñòóïíàÿ èíôîðìàöèÿ (à èìåííî, ωuw ) èëè èíôîðìàöèÿ,
êîòîðàÿ èìååòñÿ ó ñîñåäåé (à èìåííî, d(w , v) ).
Íåîáõîäèìîñòü â îáìåíå äàííûìè ìåæäó óäàëåííûìè
âåðøèíàìè îòïàäàåò.

2. Íåçàâèñèìîñòü îò âåðøèí-àäðåñàòîâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè u è v òðåáóåòñÿ çíàòü
òîëüêî ðàññòîÿíèå d(w , v) ìåæäó v è âñåìè ñîñåäÿìè w
âåðøèíû u . Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå è àíàëèç âñåõ
ðàññòîÿíèé äî çàäàííîé âåðøèíû-àäðåñàòà v0 ìîæíî
ïðîâîäèòü íåçàâèñèìî îò âû÷èñëåíèé ðàññòîÿíèé äî
äðóãèõ âåðøèí ñåòè.



Àëãîðèòì Òóýãà (îáñóæäåíèå)
Àëüòåðíàòèâíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé:

d(u, v) =

{
0 åñëè u = v

min
w∈Neighu

(ωuw + d(w , v)) èíà÷å (1)

Ïîëåçíû äâà ñâîéñòâà ýòîãî óðàâíåíèÿ.

1. Ëîêàëüíîñòü äàííûõ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (1) â óçëå u òðåáóåòñÿ òîëüêî ëîêàëüíî
äîñòóïíàÿ èíôîðìàöèÿ (à èìåííî, ωuw ) èëè èíôîðìàöèÿ,
êîòîðàÿ èìååòñÿ ó ñîñåäåé (à èìåííî, d(w , v) ).
Íåîáõîäèìîñòü â îáìåíå äàííûìè ìåæäó óäàëåííûìè
âåðøèíàìè îòïàäàåò.

2. Íåçàâèñèìîñòü îò âåðøèí-àäðåñàòîâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè u è v òðåáóåòñÿ çíàòü
òîëüêî ðàññòîÿíèå d(w , v) ìåæäó v è âñåìè ñîñåäÿìè w
âåðøèíû u . Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå è àíàëèç âñåõ
ðàññòîÿíèé äî çàäàííîé âåðøèíû-àäðåñàòà v0 ìîæíî
ïðîâîäèòü íåçàâèñèìî îò âû÷èñëåíèé ðàññòîÿíèé äî
äðóãèõ âåðøèí ñåòè.



Àëãîðèòì Òóýãà (îáñóæäåíèå)
Àëüòåðíàòèâíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé:

d(u, v) =

{
0 åñëè u = v

min
w∈Neighu

(ωuw + d(w , v)) èíà÷å (1)

Ïîëåçíû äâà ñâîéñòâà ýòîãî óðàâíåíèÿ.

1. Ëîêàëüíîñòü äàííûõ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (1) â óçëå u òðåáóåòñÿ òîëüêî ëîêàëüíî
äîñòóïíàÿ èíôîðìàöèÿ (à èìåííî, ωuw ) èëè èíôîðìàöèÿ,
êîòîðàÿ èìååòñÿ ó ñîñåäåé (à èìåííî, d(w , v) ).
Íåîáõîäèìîñòü â îáìåíå äàííûìè ìåæäó óäàëåííûìè
âåðøèíàìè îòïàäàåò.

2. Íåçàâèñèìîñòü îò âåðøèí-àäðåñàòîâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè u è v òðåáóåòñÿ çíàòü
òîëüêî ðàññòîÿíèå d(w , v) ìåæäó v è âñåìè ñîñåäÿìè w
âåðøèíû u . Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå è àíàëèç âñåõ
ðàññòîÿíèé äî çàäàííîé âåðøèíû-àäðåñàòà v0 ìîæíî
ïðîâîäèòü íåçàâèñèìî îò âû÷èñëåíèé ðàññòîÿíèé äî
äðóãèõ âåðøèí ñåòè.



Àëãîðèòì Òóýãà (îáñóæäåíèå)
Àëüòåðíàòèâíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé:

d(u, v) =

{
0 åñëè u = v

min
w∈Neighu

(ωuw + d(w , v)) èíà÷å (1)

Ïîëåçíû äâà ñâîéñòâà ýòîãî óðàâíåíèÿ.

1. Ëîêàëüíîñòü äàííûõ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (1) â óçëå u òðåáóåòñÿ òîëüêî ëîêàëüíî
äîñòóïíàÿ èíôîðìàöèÿ (à èìåííî, ωuw ) èëè èíôîðìàöèÿ,
êîòîðàÿ èìååòñÿ ó ñîñåäåé (à èìåííî, d(w , v) ).
Íåîáõîäèìîñòü â îáìåíå äàííûìè ìåæäó óäàëåííûìè
âåðøèíàìè îòïàäàåò.

2. Íåçàâèñèìîñòü îò âåðøèí-àäðåñàòîâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè u è v òðåáóåòñÿ çíàòü
òîëüêî ðàññòîÿíèå d(w , v) ìåæäó v è âñåìè ñîñåäÿìè w
âåðøèíû u . Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå è àíàëèç âñåõ
ðàññòîÿíèé äî çàäàííîé âåðøèíû-àäðåñàòà v0 ìîæíî
ïðîâîäèòü íåçàâèñèìî îò âû÷èñëåíèé ðàññòîÿíèé äî
äðóãèõ âåðøèí ñåòè.



Àëãîðèòì Ìåðëèíà-Ñèãàëëà.

Àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Ìåðëèíîì è Ñèãàëëîì, âû÷èñëÿåò
òàáëèöû ìàðøðóòèçàöèè ïî îòäåëüíîñòè äëÿ êàæäîé
âåðøèíû-àäðåñàòà.

Âû÷èñëåíèÿ òàáëèö äëÿ ðàçíûõ âåðøèí-àäðåñàòîâ íå
îêàçûâàþò ñîâåðøåííî íèêàêîãî âëèÿíèÿ äðóã íà äðóãà.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû-àäðåñàòà v , àëãîðèòì ñòðîèò äåðåâî Tv

ñ êîðíåì â âåðøèíå v , è ïðîâîäèò èòåðàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ýòîãî äåðåâà ñ òåì ÷òîáû â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èòü
îïòèìàëüíîå âõîäíîå äåðåâî äëÿ âåðøèíû-àäðåñàòà v .



Àëãîðèòì Ìåðëèíà-Ñèãàëëà
Â êàæäîì óçëå u õðàíèòñÿ îöåíêà ðàññòîÿíèÿ Du[v ] äî
âåðøèíû v , à òàêæå èìÿ ðîäèòåëÿ â äåðåâå Tv , êîòîðîìó
íóæíî ïåðåäàòü ïàêåò, àäðåñîâàííûé óçëó v .
Ïðè êàæäîé èòåðàöèè óçåë u îòïðàâëÿåò ñîîáùåíèå
〈mydist, v ,Du[v ]〉 ñ èçâåñòíîé åìó îöåíêó ðàññòîÿíèÿ Du[v ]
âñåì ñâîèì ñîñåäÿì êðîìå âåðøèíû Nbu[v ] .
Åñëè âåðøèíà u ïîëó÷àåò îò ñâîåãî ñîñåäà w ñîîáùåíèå
〈mydist, v , d〉 è îáíàðóæèâàåò, ÷òî d + ωuw < Du[v ] , òî îíà
ïëàãàåò Nbu[v ] ðàâíûì w , à Du[v ] ïîëàãàåò ðàâíûì d + ωuw .

Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ � âåðøèíà v . Äëÿ åãî
ïðîâåäåíèÿ òðåáóåòñÿ ñîâåðøèòü îáìåí äâóìÿ ñîîáùåíèÿìè,
ñîñòîÿùèìè èç W áèòîâ, ïî êàæäîìó êàíàëó ñâÿçè.
Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ i èòåðàöèé âñå êðàò÷àéøèå ïóòè, ñîñòîÿùèå
íå áîëåå ÷åì èç i çâåíüåâ, áóäóò ïðàâèëüíî âû÷èñëåíû. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âñåõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé íóæíî ñîâåðøèòü íå áîëåå
N èòåðàöèé. Êðàò÷àéøèå ïóòè êî âñåì âåðøèíàì-àäðåñàòàì
âû÷èñëÿþòñÿ çà ñ÷åò íåçàâèñèìîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî
àëãîðèòìà êî âñåì âåðøèíàì-àäðåñàòàì.



Àëãîðèòì Ìåðëèíà-Ñèãàëëà
Â êàæäîì óçëå u õðàíèòñÿ îöåíêà ðàññòîÿíèÿ Du[v ] äî
âåðøèíû v , à òàêæå èìÿ ðîäèòåëÿ â äåðåâå Tv , êîòîðîìó
íóæíî ïåðåäàòü ïàêåò, àäðåñîâàííûé óçëó v .
Ïðè êàæäîé èòåðàöèè óçåë u îòïðàâëÿåò ñîîáùåíèå
〈mydist, v ,Du[v ]〉 ñ èçâåñòíîé åìó îöåíêó ðàññòîÿíèÿ Du[v ]
âñåì ñâîèì ñîñåäÿì êðîìå âåðøèíû Nbu[v ] .
Åñëè âåðøèíà u ïîëó÷àåò îò ñâîåãî ñîñåäà w ñîîáùåíèå
〈mydist, v , d〉 è îáíàðóæèâàåò, ÷òî d + ωuw < Du[v ] , òî îíà
ïëàãàåò Nbu[v ] ðàâíûì w , à Du[v ] ïîëàãàåò ðàâíûì d + ωuw .
Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ � âåðøèíà v . Äëÿ åãî
ïðîâåäåíèÿ òðåáóåòñÿ ñîâåðøèòü îáìåí äâóìÿ ñîîáùåíèÿìè,
ñîñòîÿùèìè èç W áèòîâ, ïî êàæäîìó êàíàëó ñâÿçè.

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ i èòåðàöèé âñå êðàò÷àéøèå ïóòè, ñîñòîÿùèå
íå áîëåå ÷åì èç i çâåíüåâ, áóäóò ïðàâèëüíî âû÷èñëåíû. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âñåõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé íóæíî ñîâåðøèòü íå áîëåå
N èòåðàöèé. Êðàò÷àéøèå ïóòè êî âñåì âåðøèíàì-àäðåñàòàì
âû÷èñëÿþòñÿ çà ñ÷åò íåçàâèñèìîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî
àëãîðèòìà êî âñåì âåðøèíàì-àäðåñàòàì.



Àëãîðèòì Ìåðëèíà-Ñèãàëëà
Â êàæäîì óçëå u õðàíèòñÿ îöåíêà ðàññòîÿíèÿ Du[v ] äî
âåðøèíû v , à òàêæå èìÿ ðîäèòåëÿ â äåðåâå Tv , êîòîðîìó
íóæíî ïåðåäàòü ïàêåò, àäðåñîâàííûé óçëó v .
Ïðè êàæäîé èòåðàöèè óçåë u îòïðàâëÿåò ñîîáùåíèå
〈mydist, v ,Du[v ]〉 ñ èçâåñòíîé åìó îöåíêó ðàññòîÿíèÿ Du[v ]
âñåì ñâîèì ñîñåäÿì êðîìå âåðøèíû Nbu[v ] .
Åñëè âåðøèíà u ïîëó÷àåò îò ñâîåãî ñîñåäà w ñîîáùåíèå
〈mydist, v , d〉 è îáíàðóæèâàåò, ÷òî d + ωuw < Du[v ] , òî îíà
ïëàãàåò Nbu[v ] ðàâíûì w , à Du[v ] ïîëàãàåò ðàâíûì d + ωuw .
Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ � âåðøèíà v . Äëÿ åãî
ïðîâåäåíèÿ òðåáóåòñÿ ñîâåðøèòü îáìåí äâóìÿ ñîîáùåíèÿìè,
ñîñòîÿùèìè èç W áèòîâ, ïî êàæäîìó êàíàëó ñâÿçè.
Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ i èòåðàöèé âñå êðàò÷àéøèå ïóòè, ñîñòîÿùèå
íå áîëåå ÷åì èç i çâåíüåâ, áóäóò ïðàâèëüíî âû÷èñëåíû. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âñåõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé íóæíî ñîâåðøèòü íå áîëåå
N èòåðàöèé. Êðàò÷àéøèå ïóòè êî âñåì âåðøèíàì-àäðåñàòàì
âû÷èñëÿþòñÿ çà ñ÷åò íåçàâèñèìîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî
àëãîðèòìà êî âñåì âåðøèíàì-àäðåñàòàì.



Àëãîðèòì Ìåðëèíà-Ñèãàëëà

Ýòîò àëãîðèòì ìîæíî ïðèñïîñîáèòü ê èçìåíåíèÿì òîïîëîãèè
ñåòè è âåñîâûõ õàðàêòåðèñòèê êàíàëîâ.

Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî
õîäó ïðîâåäåíèÿ èòåðàöèé òàáëèöû ìàðøðóòèçàöèè îñòàþòñÿ
àöèêëè÷åñêèìè.

Òåîðåìà 5.6. (êîððåêòíîñòè è ñëîæíîñòè àëãîðèòìà
Ìåðëèíà-Ñèãàëëà)

Àëãîðèòì Ìåðëèíà�Ñèãàëëà âû÷èñëÿåò òàáëèöû
ìàðøðóòèçàöèè ïî êðàò÷àéøèì ïóòÿì, ñîâåðøàÿ ïðè ýòîì
îáìåí O(N2) ñîîáùåíèÿìè è ïåðåäàâàÿ O(N2 ·W ) áèòîâ
èíôîðìàöèè ïî êàæäîìó êàíàëó ñâÿçè, èìåÿ, òàêèì îáðàçîì,
êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü O(N2 · |E |) è áèòîâóþ ñëîæíîñòü
O(N2 · |E |W ) .



Àëãîðèòì Ìåðëèíà-Ñèãàëëà

Çàäà÷è.

1. Íàïèøèòå ïñåâäîêîä äëÿ àëãîðèòìà Ìåðëèíà�Ñèãàëëà.
Äîêàæèòå åãî êîððåêòíîñòü. Îïðåäåëèòå îöåíêó ñëîæíîñòè
àëãîðèòìà Ìåðëèíà�Ñèãàëëà ïî ÷èñëó ñîîáùåíèé è ïî
÷èñëó ïåðåñûëàåìûõ áèòîâ.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî (ïðîìåæóòî÷íûå) òàáëèöû ìàðøðóòèçàöèè,
âû÷èñëÿåìûå àëãîðèòìîì Ìåðëèíà-Ñèãàëëà, âñåãäà
îñòàþòñÿ àöèêëè÷åñêèìè íà ïðîòÿæåíèè ðàáîòû
àëãîðèòìà.

3. Äîêàæèòå Òåîðåìó 5.6.



Àëãîðèòì ×àíäè�Ìèñðû

Àëãîðèòì ×àíäè è Ìèñðû âû÷èñëÿåò âñå êðàò÷àéøèå ïóòè ê
çàäàííîé âåðøèíå-àäðåñàòó íà îñíîâå ïðèíöèïà äèôôóçíûõ
âû÷èñëåíèé . Ñóòü åãî òàêîâà: ðàñïðåäåëåííîå âû÷èñëåíèå
íà÷èíàåòñÿ â îäíîé-åäèíñòâåííîé âåðøèíå, è äðóãèå óçëû ñåòè
ïîî÷åðåäíî ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê âû÷èñëåíèþ òîëüêî ïîñëå
ïîëó÷åíèÿ ñîîáùåíèÿ.

×òîáû âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå îò êàæäîé âåðøèíû äî çàäàííîãî
óçëà v0 (à òàêæå ïðåäïî÷òèòåëüíûé èñõîäÿùèé êàíàë ñâÿçè),
êàæäûé óçåë u óñòàíàâëèâàåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå Du[v0] =∞ è
îæèäàåò ïîëó÷åíèÿ ñîîáùåíèé.
Óçåë v0 îòïðàâëÿåò ñîîáùåíèå 〈mydist, v0, 0〉 âñåì ñâîèì
ñîñåäÿì. Êàê òîëüêî âåðøèíà u ïîëó÷àåò ñîîáùåíèå
〈mydist, v0, d〉 îò ñîñåäà w è óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî d + ωuw < Du[v0] , çíà÷åíèåì
ïåðåìåííîé Du[v0] ñòàíîâèòñÿ ñóììà d + ωuw , è âñåì ñîñåäÿì
âåðøèíû u îòïðàâëÿåòñÿ ñîîáùåíèå 〈mydist, v0,Du[v0]〉.



Àëãîðèòì ×àíäè�Ìèñðû

Àëãîðèòì ×àíäè è Ìèñðû âû÷èñëÿåò âñå êðàò÷àéøèå ïóòè ê
çàäàííîé âåðøèíå-àäðåñàòó íà îñíîâå ïðèíöèïà äèôôóçíûõ
âû÷èñëåíèé . Ñóòü åãî òàêîâà: ðàñïðåäåëåííîå âû÷èñëåíèå
íà÷èíàåòñÿ â îäíîé-åäèíñòâåííîé âåðøèíå, è äðóãèå óçëû ñåòè
ïîî÷åðåäíî ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê âû÷èñëåíèþ òîëüêî ïîñëå
ïîëó÷åíèÿ ñîîáùåíèÿ.
×òîáû âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå îò êàæäîé âåðøèíû äî çàäàííîãî
óçëà v0 (à òàêæå ïðåäïî÷òèòåëüíûé èñõîäÿùèé êàíàë ñâÿçè),
êàæäûé óçåë u óñòàíàâëèâàåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå Du[v0] =∞ è
îæèäàåò ïîëó÷åíèÿ ñîîáùåíèé.

Óçåë v0 îòïðàâëÿåò ñîîáùåíèå 〈mydist, v0, 0〉 âñåì ñâîèì
ñîñåäÿì. Êàê òîëüêî âåðøèíà u ïîëó÷àåò ñîîáùåíèå
〈mydist, v0, d〉 îò ñîñåäà w è óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî d + ωuw < Du[v0] , çíà÷åíèåì
ïåðåìåííîé Du[v0] ñòàíîâèòñÿ ñóììà d + ωuw , è âñåì ñîñåäÿì
âåðøèíû u îòïðàâëÿåòñÿ ñîîáùåíèå 〈mydist, v0,Du[v0]〉.



Àëãîðèòì ×àíäè�Ìèñðû

Àëãîðèòì ×àíäè è Ìèñðû âû÷èñëÿåò âñå êðàò÷àéøèå ïóòè ê
çàäàííîé âåðøèíå-àäðåñàòó íà îñíîâå ïðèíöèïà äèôôóçíûõ
âû÷èñëåíèé . Ñóòü åãî òàêîâà: ðàñïðåäåëåííîå âû÷èñëåíèå
íà÷èíàåòñÿ â îäíîé-åäèíñòâåííîé âåðøèíå, è äðóãèå óçëû ñåòè
ïîî÷åðåäíî ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê âû÷èñëåíèþ òîëüêî ïîñëå
ïîëó÷åíèÿ ñîîáùåíèÿ.
×òîáû âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå îò êàæäîé âåðøèíû äî çàäàííîãî
óçëà v0 (à òàêæå ïðåäïî÷òèòåëüíûé èñõîäÿùèé êàíàë ñâÿçè),
êàæäûé óçåë u óñòàíàâëèâàåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå Du[v0] =∞ è
îæèäàåò ïîëó÷åíèÿ ñîîáùåíèé.
Óçåë v0 îòïðàâëÿåò ñîîáùåíèå 〈mydist, v0, 0〉 âñåì ñâîèì
ñîñåäÿì. Êàê òîëüêî âåðøèíà u ïîëó÷àåò ñîîáùåíèå
〈mydist, v0, d〉 îò ñîñåäà w è óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî d + ωuw < Du[v0] , çíà÷åíèåì
ïåðåìåííîé Du[v0] ñòàíîâèòñÿ ñóììà d + ωuw , è âñåì ñîñåäÿì
âåðøèíû u îòïðàâëÿåòñÿ ñîîáùåíèå 〈mydist, v0,Du[v0]〉.



Àëãîðèòì ×àíäè�Ìèñðû

var Du[v0] : âåñ init ∞ ;
Nbu[v0] : âåðøèíà init udef ;

Òîëüêî äëÿ âåðøèíû v0:
begin Dv0 [v0] := 0 ;

forall w ∈ Neighv0 do send 〈mydist, v0, 0〉 to w
end

Îáðàáîòêà ñîîáùåíèÿ 〈mydist, v0, d〉,
ïîëó÷åííîãî âåðøèíîé u îò ñîñåäà w :

{ 〈mydist, v0, d〉 ∈ Mwu }
begin receive 〈mydist, v0, d〉 from w ;

if d + ωuw < Du[v0] then
begin Du[v0] := d + ωuw ; Nbu[v0] := w ;

forall x ∈ Neighu do send 〈mydist, v0,Du[v0]〉 to x
end

end



Àëãîðèòì ×àíäè�Ìèñðû

Çàäà÷è.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèâåäåííàÿ íèæå ôîðìóëà çàäàåò
èíâàðèàíò àëãîðèòìà ×àíäè-Ìèñðû âû÷èñëåíèÿ ïóòåé,
âåäóùèõ â âåðøèíó v0.

∀u, w : 〈mydist, v0, d〉 ∈ Mwu =⇒ d(w , v0) ≤ d
∧ ∀u : d(u, v0) ≤ Du[v0]

Ïðèâåäèòå ïðèìåð âûïîëíåíèÿ, â êîòîðîì êîëè÷åñòâî
îáìåíîâ ñîîáùåíèÿì ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò ÷èñëà
êàíàëîâ â ñåòè.

2. Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíò, äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå Du[v0]
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé âåëè÷èíû d(u, v0), ò.å.
d(u, v0) ≤ Du[v0].



Àëãîðèòì ×àíäè�Ìèñðû

Çàäà÷è.

1. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàìêàõ äîïóùåíèÿ ñëàáîé ñïðàâåäëèâîñòè
î òîì, ÷òî â ëþáîì âûïîëíåíèè êàæäîå îòïðàâëåííîå
ñîîáùåíèå ðàíî èëè ïîçäíî áóäåò ïîëó÷åíî, â ëþáîì
âû÷èñëåíèè àëãîðèòìà ×àíäè�Ìèñðû äîñòèãàåòñÿ òàêàÿ
êîíôèãóðàöèÿ, ÷òî â êàæäîì óçëå u âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî Du[v0] ≤ d(u, v0). Îòñþäà ñëåäóåò
êîððåêòíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà

2. Äîêàæèòå, ÷òî Àëãîðèòì ×àíäè�Ìèñðû âû÷èñëÿåò
òàáëèöû ìàðøðóòèçàöèè ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì çâåíüåâ
ñîâåðøàÿ ïðè ýòîì îáìåí O(N2) ñîîáùåíèÿìè è ïåðåäàâàÿ
O(N2 ·W ) áèòîâ èíôîðìàöèè ïî êàæäîìó êàíàëó ñâÿçè .



Àëãîðèòì ×àíäè�Ìèñðû

Çàäà÷è.

1. Â îïèñàíèè àëãîðèòìà ×àíäè�Ìèñðû íå óêàçûâàåòñÿ, äî
êàêèõ ïîð äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ âû÷èñëåíèå ìàðøðóòîâ â
êàæäîì ïðîöåññå. Äîêàæèòå, â ëþáîé êîíôèãóðàöèè
ëþáîãî âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ×àíäè�Ìèñðû
ïðîìåæóòî÷íûå òàáëèöû ìàðøðóòèçàöèè ÿâëÿþòñÿ
àöèêëè÷åñêèìè. ×òî íóæíî äîáàâèòü ê àëãîðèòìó
×àíäè�Ìèñðû, äëÿ òîãî ÷òîáû êàæäûé ïðîöåññ ìîã
óçíàòü, ÷òî ïîñòðîåíèå òàáëèö ìàðøðóòèçàöèè â ñåòè
çàâåðøåíî.
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