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Êàê óñòðîåíà ìàòåìàòèêà

Ìàòåìàòèêà � ýòî ñïåöèôè÷åñêàÿ íàóêà.

Îíà íå îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó åñòåñòâåííûõ íàóê (ôèçèêà,
áîòàíèêà, ãåîëîãèÿ, è ïð.), ò. ê. îíà íå èìååò äåëà íè ñ
ïðèðîäíûìè ÿâëåíèÿìè, íè ñ ýìïèðè÷åñêèìè çíàíèÿìè.

Îíà íå îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó ãóìàíèòàðíûõ íàóê (ôèëîñîôèÿ,
èñòîðèÿ, ïîëèòîëîãèÿ è ïð. áîëòîëîãèÿ), ò. ê îíà íå çàíèìàåòñÿ
íè ëþäñêîé äåÿòåëüíîñòüþ, íè ëþäñêèìè âîççðåíèÿìè.

Îíà çàíèìàåòñÿ ñîçäàíèåì, ðàçâèòèåì è èçó÷åíèåì
ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé � óìîçðèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé,
êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ïî ñòðîãèì îáúåêòèâíûì çàêîíàì
ôîðìàëüíîé ëîãèêè .



Êàê óñòðîåíà ìàòåìàòèêà

Ñòàíèñëàâ Ëåì ñðàâíèâàë

ìàòåìàòèêó ñ áåçóìíûì ïîðòíûì,

êîòîðûé øüåò îäåæäó äëÿ

íåâåäîìûõ ñóùåñòâ.

Ïîðòíîãî íå áåñïîêîèò, êîìó

ïðèäåòñÿ âïîðó åãî îäåæäà.

Îí ëèøü õî÷åò, ÷òîáû ïëàòüå

áûëî ñøèòî ïðî÷íî.



Êàê óñòðîåíà ìàòåìàòèêà
Ñ ÷åãî íà÷èíàåòñÿ ðàññêàç î êàæäîì ðàçäåëå ìàòåìàòèêè?

I Âíà÷àëå óñëàâëèâàþòñÿ î ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé,
îïðåäåëÿþò ÿçûê, íà êîòîðîì áóäóò çàïèñûâàòü
ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ (îïðåäåëÿåòñÿ ñèíòàêñèñ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà ).

I Çàòåì ïðèõîäÿò ê ñîãëàøåíèþ îá îñíîâîïîëàãàþùèõ
ñâîéñòâàõ, çàêîíàõ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
èíòåðåñóþùèå íàñ îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ íàä
âîîáðàæàåìûìè îáúåêòàìè (ôîðìóëèðóþòñÿ àêñèîìû
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ).

I Äàëåå äîãîâàðèâàþòñÿ î òîì, êàêèå ñðåäñòâà îáîñíîâàíèÿ
èñòèííîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé ñ÷èòàþòñÿ
äîïóñòèìûìè (îïðåäåëÿåòñÿ àïïàðàò ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ).

I È ïîñëå ýòîãî ïðèñòóïàþò ê ïîëó÷åíèþ ëîãè÷åñêè
îáîñíîâàííûõ óòâåðæäåíèé ñôîðìóëèðîâàííîé
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè (âûâîä òåîðåì ).

Âîò òàê ñòðîÿòñÿ ôîðìàëüíûå àêñèîìàòè÷åñêèå òåîðèè .



Êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ

Êàê ìîæíî àêñèîìàòèçèðîâàòü òåîðèþ îáùåçíà÷èìûõ
óòâåðæäåíèé (ôîðìóë)? Íàïðèìåð, òàê:

ÀÊÑÈÎÌÛ.

1. Ax1. ϕ1 → (ϕ2 → ϕ1),

2. Ax2. (ϕ1 → (ϕ2 → ϕ3)) → ((ϕ1 → ϕ2) → (ϕ1 → ϕ3)),

3. Ax3. (ϕ1 & ϕ2) → ϕ1,

4. Ax4. (ϕ1 & ϕ2) → ϕ2,

5. Ax5. ϕ1 → (ϕ2 → (ϕ1 & ϕ2)),

6. Ax6. ϕ1 → (ϕ1 ∨ ϕ2),

7. Ax7. ϕ2 → (ϕ1 ∨ ϕ2),

8. Ax8. (ϕ1 → ϕ0) → ((ϕ2 → ϕ0)→ ((ϕ1 ∨ ϕ2)→ ϕ0)),

9. Ax9. ϕ1 → (¬ϕ1 → ϕ0),

10. Ax10. ϕ1 ∨ ¬ϕ1,



Êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ

ÀÊÑÈÎÌÛ.

1. Ax11. ∀X ϕ(X ) → ϕ(t),

2. Ax12. ϕ(t) → ∃X ϕ(X ),

3. Ax13. ∀X (ϕ1 → ϕ2(X )) → (ϕ1 → ∀X ϕ2(X )),

4. Ax14. ∀X (ϕ1(X ) → ϕ2) → (∃X ϕ1(X ) → ϕ2).

ÏÐÀÂÈËÀ ÂÛÂÎÄÀ.

1. Ïðàâèëî îòäåëåíèÿ (modus ponens)
ϕ, ϕ → ψ

ψ
,

2. Ïðàâèëî îáîáùåíèÿ
ϕ
∀X ϕ



Êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ

ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÂÛÂÎÄ.

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë (ãèïîòåç) Γ .
Òîãäà ëîãè÷åñêèì âûâîäîì èç ìíîæåñòâà ãèïîòåç Γ
íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn,

â êîòîðîé êàæäàÿ ôîðìóëà ϕi óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. ëèáî ϕi ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé,
2. ëèáî ϕi ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçîé, ò. å. ϕi ∈ Γ ,
3. ëèáî ϕi ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäøåñòâóþùèõ ôîðìóë ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïðàâèëó îòäåëåíèÿ èëè ïî ïðàâèëó
îáîáùåíèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà ϕn íàçûâàåòñÿ âûâîäèìîé èç
ìíîæåñòâà Γ , è ýòîò ôàêò îáîçíà÷àåòñÿ Γ ` ϕn

Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé , åñëè ∅ ` ϕ , è ýòîò ôàêò
îáîçíà÷àåòñÿ ` ϕ .



Êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ

Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì.

Ââåäåì ñïåöèàëüíûé äâóõìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë = è
äîáàâèì ê àêñèîìàì ÊÈÏ ñëåäóþùèå àêñèîìû ðàâåíñòâà:

1. Ax15. ∀X (X = X ),

2. Ax16 ∀X ,Y (X = Y → (ϕ(X ,X ) → ϕ(X ,Y ))).

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó àêñèîì íàçûâàþò êëàññè÷åñêèì
èñ÷èñëåíèåì ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì ÊÈÏ= .

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà I íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé
èíòåðïðåòàöèåé , åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ
d1, d2 èç îáëàñòè èíòåðïðåòàöèè DI âåðíî ñîîòíîøåíèå

I 6|= d1 = d2 .



Àêñèîìàòè÷åñêèå òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ýëåìåíòàðíàÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îáðàçóåòñÿ èç
èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì çà ñ÷åò

I îãðàíè÷åíèÿ ñèãíàòóðû ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ
ôèêñèðîâàííûì êîíå÷íûì íàáîðîì êîíñòàíò,
ôóíêöèîíàëüíûõ è ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ, îáîçíà÷àþùèõ
áàçîâûå îáúåêòû, îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ òåîðèè,

I äîáàâëåíèÿ ê ìíîæåñòâó àêñèîì èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ
ñïåöèàëüíûõ (íåëîãè÷åñêèõ) àêñèîì, îïèñûâàþùèõ
áàçîâûå ïðèíöèïû òåîðèè.

Òàêèì îáðàçîì îáðàçóþòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ðàâåíñòâà,
ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ãðóïï, ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ïîëåé,
ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ, ýëåìåíòàðíàÿ àðèôìåòèêà,
ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ, è äð.

Ôîðìóëû ϕ , ëîãè÷åñêè âûâîäèìûå èç àêñèîì ýëåìåíòàðíîé
àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè T , íàçûâàþòñÿ òåîðåìàìè òåîðèè T
è îáîçíà÷àþòñÿ çàïèñüþ T ` ϕ .



Àêñèîìàòè÷åñêèå òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ýëåìåíòàðíàÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ

I íåïðîòèâîðå÷èâîé , åñëè íå âñå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ
òåîðåìàìè òåîðèè T , ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôîðìóëà ϕ ,
äëÿ êîòîðîé T 6` ϕ ;

I ïîëíîé , åñëè äëÿ âñÿêîé çàìêíóòîé ôîðìóëû ëèáî îíà
ñàìà, ëèáî åå îòðèöàíèå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé òåîðèè T , ò. å.
äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ëèáî T ` ϕ , ëèáî T ` ¬ϕ ;

I êàòåãîðè÷íîé , åñëè ëþáûå äâå íîðìàëüíûå ìîäåëè
òåîðèè T èçîìîðôíû, ò. å. äëÿ ëþáîé ïàðû íîðìàëüíûõ
èíòåðïðåòàöèé I1, I2 âåðíî

I1 |= T è I2 |= T =⇒ I1 ∼= I2;

I ðàçðåøèìîé , åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé,
ÿâëÿåòñÿ ëè ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà òåîðåìîé òåîðèè T .

Óòâåðæäåíèå.

Âñÿêàÿ ïîëíàÿ êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìàÿ òåîðèÿ ðàçðåøèìà.



Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Âïåðâûå ïîïûòêó àêñèîìàòèçèðîâàòü ãåîìåòðèþ ïðåäïðèíÿë
Åâêëèä (3 â. äî í. ý.). Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ Åâêëèäà
îïèðàëàñü íà 5 àêñèîì.

Ê ñîæàëåíèþ, ñèñòåìà ãåîìåòðè÷åñêèõ àêñèîì èç ¾Íà÷àë¿
Åâêëèäà íåïîëíà.

Âîò ïðèìåð èñòèííîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå íåëüçÿ âûâåñòè èç
àêñèîì è ïîñòóëàòîâ Åâêëèäà.

Åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îäíó èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà â òî÷êå,
îòëè÷íîé îò âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, òî ýòà ïðÿìàÿ òàêæå
ïåðåñåêàåò åùå îäíó ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà.
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Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Ñèñòåìàòè÷åñêîå è îñíîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìû àêñèîì áûëî îñóùåñòâëåíî Ä. Ãèëüáåðòîì (40 àêñèîì)
â 1899 ã. Áîëåå áîëåå êðàòêóþ àêñèîìàòèêó óäàëîñü ïîñòðîèòü
À. Òàðñêîìó è åãî ó÷åíèêà (12 àêñèîì).

Àêñèîìû Òàðñêîãî

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãåîìåòðè÷åñêèé ìèð, âñå îáúåêòû
êîòîðîãî � òî÷êè .

Íà ìíîæåñòâå òî÷åê åñòü âñåãî ëèøü äâà áàçîâûõ ïðåäèêàòà:

B(x, y, z)
òî÷êà y ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè x è z íà
îäíîé ïðÿìîé

D(x, y, z,u)
òî÷êà x îòñòîèò îò òî÷êè y íà òàêîå æå
ðàññòîÿíèå, ÷òî è òî÷êà z îò òî÷êè u



Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Àêñèîìû T1�T5

1). ∀x , y , z (B(x , y , z) → B(z , y , x))
( àêñèîìà ñèììåòðè÷íîñòè ïðåäèêàòà B)

2). ∀x , y , z , u (B(x , y , u)&B(y , z , u) → B(x , y , z))
(àêñèîìà òðàíçèòèâíîñòè ïðåäèêàòà B)

3). ∀x , y D(x , y , y , x)
(àêñèîìà ñèììåòðè÷íîñòè ðàâåíñòâà äëèí îòðåçêîâ )

4). ∀x , y , z (D(x , y , z , z) → x = y)
(àêñèîìà íóëåâîãî îòðåçêà )

5). ∀x1, y1, x2, y2, x3, y3
(D(x1, y1, x2, y2)&D(x2, y2, x3, y3) → D(x1, y1, x3, y3))

(àêñèîìà òðàíçèòèâíîñòè ðàâåíñòâà äëèí îòðåçêîâ )



Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Àêñèîìà T6

6). ∀x1, y1, z1, u1, x2, y2, z2, u2
(x1 6= y1&y1 6= z1&
B(x1, y1, z1)&B(x2, y2, z2)&

D(x1, y1, x2, y2)&D(y1, z1, y2, z2)&
D(y1, u1, y2, u2)&D(x1, u1, x2, u2) →
→ D(z1, u1, z2, u2))

(àêñèîìà ïÿòè îòðåçêîâ )
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Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Àêñèîìû T7�T10

7). ∀x , y , z , u ∃v (B(x , y , v) & D(y , v , z , u))
(àêñèîìà îòêëàäûâàíèÿ îòðåçêà )

8). ∀x , y ∃z (B(x , z , y)&D(x , z , z , y))
(àêñèîìà äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì )

9). ∃x , y , z (¬B(x , y , z) & ¬B(x , z , y) & ¬B(z , x , y))
(àêñèîìà ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîëëèíåàðíûõ òî÷åê )

10). ∀x , y , z (¬B(x , y , z) & ¬B(x , z , y) & ¬B(z , x , y) →
→ ∃v (D(v , x , v , y)&D(v , x , v , z)))

(àêñèîìà öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè )



Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Àêñèîìà T11

11). ∀x , y , z , u, v
(D(x , u, x , v)&D(y , u, y , v)&D(z , u, z , v) →
→ (B(x , y , z) ∨ B(y , z , x) ∨ B(z , y , x)))

(àêñèîìà ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñåðåäèíå îòðåçêà )
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Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Àêñèîìà T12

12). ∀x , y , z , u, v
(B(x , u, z)&B(y , z , v) →
→ ∃w (B(y , u,w)&B(x ,w , v)))

(àêñèîìà Ïàøà )
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Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Àêñèîìà T13

13). ∃x ∀y , z (ϕ(y)&ψ(z) → B(x , y , z)) →
→ ∃x ′ ∀y , z (ϕ(y)&ψ(z) → B(y , x ′, z))

(ñõåìà àêñèîì íåïðåðûâíîñòè )



Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôîðìàëüíîé ãåîìåòðèè Òàðñêîãî

Òåîðåìà
Àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ T1�T13 (ôîðìàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Òàðñêîãî)

I íåïðîòèâîðå÷èâà,

I ïîëíà,

I êàòåãîðè÷íà,

I àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà.

Ê ñîæàëåíèþ äëÿ øêîëüíèêîâ, ðàçðåøàþùàÿ ïðîöåäóðà,
ñïîñîáíàÿ äîêàçûâàòü ëþáóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ òåîðåìó, èìååò
íåâåðîÿòíî áîëüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ � ýòî îñíîâîïîëàãàþùåå ïîíÿòèå ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè. Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïðåäëîæèë âî âòîðîé
ïîëîâèíå 19 â. íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ãåîðã Êàíòîð.

À ÷òî æå òàêîå ìíîæåñòâî?

Ïîñêîëüêó ýòî îñíîâîïîëàãàþùåå ïîíÿòèå, ñòðîãîãî
îïðåäåëåíèÿ äàòü íåëüçÿ. Ýòî êîëëåêöèÿ (ñåìåéñòâî,
ñîâîêóïíîñòü, ñîáðàíèå) ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ (îáúåêòîâ,
ýëåìåíòîâ ).

Ìîæåò ëè ìàòåìàòèêà ñïîêîéíî ðàçâèâàòüñÿ, îïèðàÿñü íà ñòîëü
çûáêîå îñíîâàíèå?



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Ïàðàäîêñ Ðàññåëà

Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ ìîãóò áûòü ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì
êîëëåêöèþ âñåõ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ
ñâîèì ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì: A = {x : x /∈ x} .
Ó íàñ íåò äîñòàòî÷íûõ îñíîâàíèé íå ïðèçíàâàòü ýòó
ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ A ìíîæåñòâîì.

Íî òîãäà ìû äîëæíû óìåòü äàâàòü îòâåò íà âîïðîñ:
ñîäåðæèò ëè ìíîæåñòâî A â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ñàìî ìíîæåñòâî
A (ò. å. âåðíî ëè ÷òî A ∈ A ?)
Îòâåò îáåñêóðàæèâàþùèé:

I åñëè A ∈ A , òî ïî îïðåäåëåíèþ A âåðíî A /∈ A ,

I à åñëè A /∈ A , òî ïî îïðåäåëåíèþ A âåðíî A ∈ A .



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Çíà÷èò, â íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ ñóùåñòâóþò
ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå íåëüçÿ ïðèçíàòü íè
èñòèííûìè, íè ëîæíûìè. Íà îñíîâå òàêîé ðàñïëûâ÷àòîé
òåîðèè õîðîøåé ìàòåìàòèêè íå ïîñòðîèòü.

Ìîæåò áûòü ñòîèëî áû èñêëþ÷èòü ýòó ñòðàííóþ êîëëåêöèþ A
èç ÷èñëà ìíîæåñòâ?

Ìîæíî. Íî òîãäà ïðèäåòñÿ ñîçäàòü ¾êîäåêñ òåîðèè ìíîæåñòâ¿,
â êîòîðîì äîëæíî áûòü óêàçàíî, êàêèå èìåííî êîíñòðóêöèè
ïðèçíàþòñÿ ìíîæåñòâàìè, è êàêèìè ñâîéñòâàìè îíè äîëæíû
îáëàäàòü.

Ïîïûòêó ñîçäàíèÿ òàêîãî ¾êîäåêñà òåîðèè ìíîæåñòâ¿ �
àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ � ïðåäïðèíÿë Ýðíåñò
Öåðìåëî â 1908 ã.. Àêñèîìàòèêó Öåðìåëî ïîïîëíèëè Àáðàõàì
Ôðåíêåëü, Òîðàëüô Ñêîëåì, Äæîí ôîí Íåéìàí.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà è ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ìîæíî îïèñàòü ñ
èñïîëüçîâàíèåì åäèíñòâåííîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà ∈ ,
îáîçíà÷àþùåãî îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îäíîãî ìíîæåñòâà
â êà÷åñòâå ýëåìåíòà äðóãîãî ìíîæåñòâà.

Ïðåäñòàâèì ñåáå ìàòåìàòè÷åñêèé ìèð, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç
ìíîæåñòâ. Ýòîò ìèð ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäóþùèìè
àêñèîìàìè.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

1) ∀x , y , u, v (x = y & u = v) → (x ∈ u ≡ y ∈ v)
(Àêñèîìà ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ )

2) ∀x , y (∀z (z ∈ x ≡ z ∈ y) ≡ x = y)
(Àêñèîìà îáúåìíîñòè )

3) ∀x∀u1, . . . , un ∃y ∀z (z ∈ y ≡ (z ∈ x & ϕ(z , u1, . . . , un)))
(Ñõåìà àêñèîì âûäåëåíèÿ )

çäåñü ϕ(x , u1, . . . , un) � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû σ = 〈∈〉 .



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîæåñòâî

Ñóùåñòâîâàíèå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ ñëåäóåò èç àêñèîìû
âûäåëåíèÿ

∀x1, x2 ∃y ∀z (z ∈ y ≡ (z ∈ x1 & z ∈ x2)),

à åäèíñòâåííîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñëåäóåò èç àêñèîìû îáúåìíîñòè

∀x , y (∀z (z ∈ x ≡ z ∈ y) ≡ x = y).



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïóñòîå ìíîæåñòâî

Ñóùåñòâîâàíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò èç àêñèìû
âûäåëåíèÿ

∀x ∃y∀z(z ∈ y ≡ (z ∈ x & z 6= z)),

à åäèíñòâåííîñòü ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò èç àêñèîìû
îáúåìíîñòè

∀x , y (∀z (z ∈ x ≡ z ∈ y) ≡ x = y).

Íî çäåñü åñòü îäèí íþàíñ. À îòêóäà áåðåòñÿ ìíîæåñòâî X íà
îñíîâàíèè êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî?



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïóñòîå ìíîæåñòâî

Ñóùåñòâîâàíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò èç àêñèìû
âûäåëåíèÿ

∀X ∃y∀z(z ∈ y ≡ (z ∈ X & z 6= z)),

à åäèíñòâåííîñòü ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò èç àêñèîìû
îáúåìíîñòè

∀x , y (∀z (z ∈ x ≡ z ∈ y) ≡ x = y).

Íî çäåñü åñòü îäèí íþàíñ. À îòêóäà áåðåòñÿ ìíîæåñòâî X íà
îñíîâàíèè êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî?



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü ñïåöèàëüíóþ àêñèîìó.

4). ∃y ∀z ¬(z ∈ y)
(Àêñèîìà ïóñòîãî ìíîæåñòâà )

Ââåäåì ñïåöèàëüíûé ñèìâîë ∅ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïóñòîãî
ìíîæåñòâà, à çàïèñü y = ∅ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå ôîðìóëû

∀z ¬(z ∈ y) .



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

3. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîæåñòâ
Êàçàëîñü áû, îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ëåãêî ââåñòè òàê æå, êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ:

∀x1, x2 ∃y ∀z (z ∈ y ≡ (z ∈ x1 ∨ z ∈ x2)) .

Íî ýòà ôîðìóëà íå ïîäïàäàåò ïîä ñõåìó àêñèîì âûäåëåíèÿ

∀x∀u1, . . . , un ∃y ∀z (z ∈ y ≡ (z ∈ x & ϕ(z , u1, . . . , un))) .

Ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü îïðåäåëåíèå îáúåäèíåíèÿ òàê:

∀X, x1, x2 ∃y ∀z (z ∈ y ≡ (z ∈ X & (z 6= x1 ∨ z ∈ x2))) .

Íî ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, îòêóäà âçÿòü ïîäõîäÿùåå ìíîæåñòâî
X . Ìîæåò áûòü, â êà÷åñòâå X âçÿòü x1 ∪ x2? Íî ìû âåäü åùå íå
óáåæäåíû â ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî ìíîæåñòâà.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü äâå ñïåöèàëüíûå àêñèîìû.

5). ∀y , z ∃x ∀u (u ∈ x ≡ (u = y ∨ u = z))
(Àêñèîìà ïàðû )

Ìíîæåñòâî x , ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåò àêñèîìà
ïàðû, òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåòñÿ {y , z}.

6). ∀y ∃x ∀u (u ∈ x ≡ ∃z (z ∈ y & u ∈ z))
(Àêñèîìà îáúåäèíåíèÿ )

Ìíîæåñòâî x , ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåò àêñèîìà
îáúåäèíåíèÿ, òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåòñÿ

⋃
z∈y

z èëè áîëåå

êîðîòêî ∪y . Òàêèì îáðàçîì x1 ∪ x2 � ýòî ∪{x1, x2}.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

4. À ÷òî äåëàòü, åñëè íàì íóæíî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
îäíîãî-åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà?

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûäåëåíèÿ è àêñèîìû ïàðû:
ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà u � ýòî ìíîæåñòâî
{u,u}.

5. À ÷òî äåëàòü, åñëè íàì íóæíû óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû
ýëåìåíòîâ?

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî àêñèîìû âûäåëåíèÿ è àêñèîìû ïàðû:
óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà 〈y , z〉 � ýòî ìíîæåñòâî {y , {y , z}}.
Äàëåå àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëÿòü óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû
(êîðòåæè), ôóíêöèè, èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ, áèåêòèâíûå
îòîáðàæåíèÿ, îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ, ðàâíîìîùíîñòè è ò. ä.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Íî òàêèì îáðàçîì èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅, � åäèíñòâåííîãî
ìíîæåñòâà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ãàðàíòèðóþò àêñèîìû, �
ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. À îòêóäà
âîçüìóòñÿ áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà?

7). ∃x (∅ ∈ x & ∀y (y ∈ x → y ∪ {y} ∈ x))
(Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè )

Ôàêòè÷åñêè, àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:{

∅︸︷︷︸
0

, {∅}︸︷︷︸
1

, {∅, {∅}}︸ ︷︷ ︸
2

,
{
∅, {∅}, {∅, {∅}}

}︸ ︷︷ ︸
3

, . . .
}



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

À îòêóäà âîçüìóòñÿ íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà?

8). ∀y ∃x ∀z (z ∈ x ≡ ∀u (u ∈ z → u ∈ y))
(Àêñèîìà ñòåïåíè )

Àêñèîìà ñòåïåíè îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ
çàäàííîãî ìíîæåñòâà (ìíîæåñòâî-ñòåïåíü, powerset). Çíà÷èò,
ìíîæåñòâà ìîãóò íàðàñòàòü íåîãðàíè÷åííî ¾âûñîêî¿.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

À ÿâëÿþòñÿ ëè ìíîæåñòâàìè îáðàçû ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî
çàäàííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ïðè ïîìîùè ôîðìóë ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ?

9). ∀x
(
∀y , z , u (y ∈ x & ϕ(y , z) & ϕ(y , u) → z = u) →

→ ∃v ∀w (w ∈ v ≡ ∃t (t ∈ x & ϕ(t,w)))
)

(Ñõåìà àêñèîì çàìåíû )



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

À íàñêîëüêî ¾ãëóáîêî¿ ìîãóò îïóñêàòüñÿ ìíîæåñòâà? Íå ìîãóò
ëè ó íàñ îáðàçîâûâàòüñÿ òàêèå ìíîæåñòâà, êîòîðûå âõîäÿò â
ñîñòàâ ñàìèõ ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ?

10). ∀x (x 6= ∅ → ∃y (y ∈ x & x ∩ y = ∅))
(Àêñèîìà ôóíäèðîâàíèÿ (ðåãóëÿðíîñòè) )

Ýòà àêñèîìà èãðàåò ðîëü ïðåäîõðàíèòåëÿ, îáåðåãàþùåãî
òåîðèþ ìíîæåñòâ îò ïàðàäîêñîâ. Àêñèîìà ôóíäèðîâàíèÿ
îáúÿâëÿåò, ÷òî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ âèäà{

X1,X2,X3, . . .
}
,

ó êîòîðûõ X2 ∈ X1, X3 ∈ X2, . . . , Xn+1 ∈ Xn, · · · è ò. ä.
ìíîæåñòâàìè íå ÿâëÿþòñÿ .



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû ôóíäèðîâàíèÿ

ZF ` ∀u(u /∈ u)
Èç àêñèîìû ôóíäèðîâàíèÿ

∀x (x 6= ∅ → ∃y (y ∈ x & x ∩ y = ∅))

ñëåäóåò (åñëè â êà÷åñòâå x âûáðàòü {u})

ZF ` ∃y (y ∈ {u} & {u} ∩ y = ∅) .

Ïîñêîëüêó åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì y â ìíîæåñòâå {u}
ÿâëÿåòñÿ u, ïîëó÷àåì

ZF ` {u} ∩ u = ∅ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ZF ` u /∈ u.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû ôóíäèðîâàíèÿ

Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç àêñèîì òåîðèè
ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü
ñóùåñòâîâàíèÿ ¾ïàðàäîêñàëüíûõ ìíîæåñòâ¿:

ZF ` ∀u, v (u /∈ v ∨ v /∈ u)

ZF ` ¬∃x ∀y (y ∈ x ≡ y /∈ y)

Íóæíû ëè åùå êàêèå-íèáóäü äðóãèå àêñèîìû?



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ
Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ
ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå àêñèîìû.
Íàïðèìåð, èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ëþáûå äâà ìíîæåñòâà
äîëæíû áûòü ñðàâíèìû ïî ìîùíîñòè. Äâà ìíîæåñòâà A è B
íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè (A ∼ B), åñëè ñóùåñòâóåò
áèåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ îäíî ìíîæåñòâî íà
äðóãîå. Ñïðàâåäëèâî ëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå?

Òåîðåìà òðèõîòîìèè. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B âåðíî
îäíî èç òðåõ:

I ëèáî A ∼ B ,
I ëèáî A 6∼ B , íî ñóùåñòâóåò òàêîå A′, A′ ⊂ A, ÷òî A′ ∼ B ,
I ëèáî A 6∼ B , íî ñóùåñòâóåò òàêîå B ′, B ′ ⊂ B , ÷òî A ∼ B ′.

Ýòó òåîðåìó ìîæíî äîêàçàòü, íî ëèøü ïðè òîì óñëîâèè, åñëè ó
íàñ åñòü õîòü êàêîé-íèáóäü ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé âûáðàòü èç
ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà õîòü êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò.
×òîáû ýòîò ñïîñîá âûáîðà ñòàë ëåãàëüíûì ñðåäñòâîì
äîêàçàòåëüñòâà, íóæíî ââåñòè ñïåöèàëüíóþ àêñèîìó âûáîðà .



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Àêñèîìà âûáîðà (CA)

Êàêîâî áû íè áûëî ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ U = {X1,X2, . . . }, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Y ,
ñîäåðæàùåå â òî÷íîñòè ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ èç êàæäîãî
ìíîæåñòâà X1,X2, . . . ñåìåéñòâà U.

Àêñèîìà âûáîðà èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå î÷åíü
áîëüøîãî ÷èñëà òåîðåì ìàòåìàòèêè. Ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî
äîêàçàòü âåñüìà íåîæèäàííûå óòâåðæäåíèÿ. Ê èõ ÷èñëó
îòíîñèòñÿ

Òåîðåìà Öåðìåëî

Ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü, ò. å. îïðåäåëèòü
íà ýòîì ìíîæåñòâå òàêîå îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, ïðè
êîòîðîì íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî óáûâàþùèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ
À íå ïðèâíåñåò ëè àêñèîìà âûáîðà êàêîå-íèáóäü ïðîòèâîðå÷èå
â òåîðèþ ZF? Ýòîò âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì è ïî ñåé äåíü.

Åñòü â òåîðèè ìíîæåñòâ è äðóãèå çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ
íåäîñòàòî÷íî àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ ZF.

Êîíòèíóóì-ãèïîòåçà (CH)

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ëèáî
ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì, ëèáî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó âåùåñòâåííûõ
÷èñåë (ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì).

Â 1939 ã. Ê. Ãåäåëü äîêàçàë òåîðåìó:

Åñëè òåîðèÿ ìíîæåñòâ ZF+CA íåïðîòèâîðå÷èâà, òî òåîðèÿ
ZF+AC+CH òàêæå íåïðîòèâîðå÷èâà .

Â 1963 ã. Ï. Êîýí äîêàçàë òåîðåìó:

Åñëè òåîðèÿ ìíîæåñòâ ZF+CA íåïðîòèâîðå÷èâà, òî òåîðèÿ
ZF+AC+¬CH òàêæå íåïðîòèâîðå÷èâà .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

À ìîæíî ëè ïîëíîñòüþ àêñèîìàòèçèðîâàòü àðèôìåòèêó
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

Â 1889 ã. èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Ä. Ïåàíî ïðåäëîæèë ñïèñîê
àêñèîì, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ìîæíî äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ î
ñâîéñòâàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Àðèôìåòèêà Ïåàíî (PA) îáðàçóåòñÿ çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ê
ÊÈÏ= ñèãíàòóðû 〈0, s,+,×〉 ñëåäóþùèõ àêñèîì.
Çäåñü s(x) íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîìåñòíóþ îïåðàöèþ,
ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ âû÷èñëåíèÿ ñëåäóþùåãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà x + 1 .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

1. ∀x , y (s(x) = s(y) → x = y);

2. ∀x (s(x) 6= 0);

3. ∀x ∃y(x 6= 0 → x = s(y));

4. ∀x (x + 0 = x);

5. ∀x , y (x + s(y) = s(x + y));

6. ∀x (x × 0 = 0);

7. ∀x , y (x × s(y) = x × y + x);

8. ϕ(0) & ∀x (ϕ(x) → ϕ(s(x))) → ∀x ϕ(x).

Âîïðîñ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è ïîëíîòå ýòîé àêñèîìàòè÷åñêîé
òåîðèè äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé
ìàòåìàòèêè. Â 1931 ã. Ê. Ãåäåëü äîêàçàë òåîðåìó, êîòîðàÿ äàëà
ñîâåðøåííî íåîæèäàííûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Íóìåðàëû è àðèôìåòèçóåìûå îòíîøåíèÿ

Íóìåðàëîì n̄ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ òåðì

s(s(. . . s(︸ ︷︷ ︸
n ðàç

0) . . . ))

Íàïðèìåð, 4̄ � ýòî òåðì s(s(s(s(0)))) .

Îòíîøåíèå P(k) íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ
àðèôìåòèçóåìûì , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôîðìóëà
ϕ(x1, x2, . . . , xk) , ÷òî äëÿ âñÿêîãî íàáîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
(n1, n2, . . . , nk) âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

I P(k)(n1, n2, . . . , nk) = true ⇐⇒ PA ` ϕ(n̄1, n̄2, . . . , n̄k) ,

I P(k)(n1, n2, . . . , nk) = false ⇐⇒ PA ` ¬ϕ(n̄1, n̄2, . . . , n̄k) .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Íóìåðàëû è àðèôìåòèçóåìûå îòíîøåíèÿ

Òåîðåìà Ãåäåëÿ�Òüþðèíãà.
Îòíîøåíèå P(k) íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
àðèôìåòèçóåìî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M , êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî íàáîðà
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n1, n2, . . . , nk) èìååò çàâåðøàþùååñÿ
âû÷èñëåíèå, ïðåîáðàçóþùåå íà÷àëüíóþ êîíôèãóðàöèþ

q1 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n1+1 ðàç

0 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n2+1 ðàç

0 . . . 0 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
nk+1 ðàç

I â çàêëþ÷èòåëüíóþ êîíôèãóðàöèþ q01 , åñëè
P(k)(n1, n2, . . . , nk) = true ,

I â çàêëþ÷èòåëüíóþ êîíôèãóðàöèþ q00 , åñëè
P(k)(n1, n2, . . . , nk) = false .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Íóìåðàöèÿ Ãåäåëÿ

Çàêîäèðóåì íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè (çàíóìåðóåì) ñèìâîëû
àëôàâèòà ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè, ôîðìóëû è êîíå÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë.

gn(0) = 3, gn(s) = 5, gn(+) = 7, gn(×) = 9, gn(=) = 11,

gn(¬) = 13, gn(&) = 15, gn(∨) = 17, gn(→) = 19,
gn(∀) = 21, gn(∃) = 23,

gn(
(

) = 25, gn(
)

) = 27,

gn(x1) = 29, gn(x2) = 31, . . . , gn(xi) = 27 + 2i , . . . .

Ãåäåëåâ íîìåð ñëîâà:

gn(a1a2a3 . . . an) = 2gn(a1)3gn(a2)5gn(a3) . . . p
gn(an)
n .

Ãåäåëåâ íîìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîâ:

gn(α1α2α3 . . . αm) = 2gn(α1)3gn(α2)5gn(α3 . . . p
gn(αm)
m .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Ïðèìåðû àðèôìåòèçóåìûõ îòíîøåíèé

Ðàññìîòðèì äâà îòíîøåíèÿ

1. Form(1) : Form(n) = true ⇐⇒ n � ãåäåëåâ íîìåð
ôîðìóëû àðèôìåòèêè Ïåàíî.

2. Proof(2) : Proof(n,m) = true ⇐⇒ n � ãåäåëåâ íîìåð
íåêîòîðîé ôîðìóëû ϕ àðèôìåòèêè Ïåàíî, à m � ãåäåëåâ
íîìåð êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë,
ñîñòàâëÿþùåé äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû ϕ .

Ëåììà
Îòíîøåíèÿ Form è Proof àðèôìåòèçèðóåìû.

Îáîçíà÷èì Proof àðèôìåòè÷åñêóþ ôîðìóëó, ðåàëèçóþùóþ
ïðåäèêàò Proof .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Ñòðàííûå ïðåäèêàòû

Íó, åñëè âû ïîâåðèëè, ÷òî ïðåäèêàò Proof(2) àðèôìåòèçóåì, òî
ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî àðèôìåòèçóåìûì ÿâëÿåòñÿ è òàêîé
ñòðàííûé ïðåäèêàò MetaProof

(2) :

MetaProof(n,m) = true

m

n � ãåäåëåâ íîìåð íåêîòîðîé ôîðìóëû àðèôìåòèêè Ïåàíî,
ϕ(x) , çàâèñÿùåé îò îäíîé ïåðåìåííîé,
à m � ãåäåëåâ íîìåð êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë,
ñîñòàâëÿþùåé äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû ϕ(n̄) .

Íî åñëè ïðåäèêàò MetaProof
(2) àðèôìåòèçóåì, òî ñóùåñòâóåò

àðèôìåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà W(x , y) , âûðàæàþùàÿ îòíîøåíèå
MetaProof .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Ñòðàííûå ïðåäèêàòû

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ϕ(x) = ¬∃y W(x , y) è åå ãåäåëåâ íîìåð
n0 = gn(ϕ(x)) .

Èíòåðåñíî, à ÷òî çà âûñêàçûâàíèå âûðàæàåò çàìêíóòàÿ
ôîðìóëà ϕ(n̄0) ?

Ýòî âûñêàçûâàíèå òàêîâî: Íåëüçÿ äîêàçàòü ôîðìóëó ϕ(n̄0) ,
ò. å. ôîðìóëà ϕ(n̄0) óòâåðæäàåò, ÷òî îíà íåäîêàçóåìà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñî ñòðîãî ñôîðìóëèðîâàííûì
àíàëîãîì ¾ïàðàäîêñà ëæåöà¿.

È åñëè ýòà ôîðìóëà äåéñòâèòåëüíî íå èìååò äîêàçàòåëüñòâà â
àðèôìåòèêå Ïåàíî, òî îíà âûðàæàåò èñòèííîå ñóæäåíèå.



Òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå PA

(îáëåã÷åííûé âàðèàíò)

Åñëè ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ (N0,+,×) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ àêñèîì PA, òî PA
íåïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïîêàæåì, ÷òî PA 6` ϕ(n̄0) .
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå PA ` ϕ(n̄0) . Òîãäà ôîðìóëà ϕ(n̄0) èìååò
äîêàçàòåëüñòâî â PA: ψ1, ψ2, . . . , ψN = ϕ(n̄0).

Ïóñòü m = gn(ψ1, ψ2, . . . , ψN) . Òîãäà MetaProof (n0,m) = true .
Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ àðèôìåòèçóåìîñòü ïðåäèêàòà MetaProof ,
ïîëó÷àåì PA ` W(n̄0, m̄) . Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
PA ` ∃y W(n̄0, y) è, ñëåäîâàòåëüíî, PA ` ¬ϕ(n̄0) .
Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî PA � ïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ, âîïðåêè
óñëîâèþ òåîðåìû (PA èìååò ìîäåëü).



Òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå PA

(îáëåã÷åííûé âàðèàíò)

Åñëè ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ (N0,+,×) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ àêñèîì PA, òî PA
íåïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

2. Ïîêàæåì, ÷òî PA 6` ¬ϕ(n̄0) .
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå PA ` ¬ϕ(n̄0) , ò. å. PA ` ∃y W(n̄0, y) .
Òîãäà (ïî÷åìó?) ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, äëÿ
êîòîðîãî âåðíî PA ` W(n̄0, m̄) . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôîðìóëà W
âûðàæàåò îòíîøåíèå MetaProof , ïðèõîäèì ê âûâîäó: m � ýòî
ãåäåëåâ íîìåð äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû ϕ(n̄0) â PA. Çíà÷èò,
PA ` ϕ(n̄0) .
Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî PA � ïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ, âîïðåêè
óñëîâèþ òåîðåìû (PA èìååò ìîäåëü).



Òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå PA

(îáëåã÷åííûé âàðèàíò)

Åñëè ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ (N0,+,×) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ àêñèîì PA, òî PA
íåïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

3. Èòàê,

PA 6` ϕ(n̄0)

PA 6` ¬ϕ(n̄0) .

Çíà÷èò, ϕ(n̄0) = ¬∃y W(n̄0, y) � ýòî èñòèííîå àðèôìåòè÷åñêîå
óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íåëüçÿ íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü â
àðèôìåòèêå Ïåàíî.
Çíà÷èò, àðèôìåòèêà Ïåàíî íåïîëíà. �



Òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå PA

(Îñíîâíîé âàðèàíò)

Ïóñòü çàïèñü Consist îáîçíà÷àåò àðèôìåòè÷åñêóþ ôîðìóëó

¬∃X Proof (gn(0 = s(0)),X )

Åñëè ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà PA íåïðîòèâîðå÷èâà, òî

PA 6` Consist
PA 6` ¬Consist.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àêñèîìàòè÷åñêèå òåîðèè (ñêîëü áû
âûðàçèòåëüíû îíè íè áûëè) íå ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü
äîêàçàòåëüñòâî èõ ñîáñòâåííîé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè.



Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãóäøòåéíà

Îäèí èç íàèáîëåå ÿðêèõ ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ íåïîëíîòó
àêñèîìàòè÷åñêîé àðèôìåòèêè, áûë ïðåäëîæåí àíãëèéñêèì
ìàòåìàòèêîì Ðóáåíîì Ãóäøòåéíîì.

Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì â n-÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ

m = akn
k + ak−1n

k−1 + · · ·+ a1n
1 + a0n

0 ,

ãäå ak , ak−1, . . . , a1, a0 � ÷èñëà èç äèàïàçîíà 0, . . . , n − 1. Íî
ñòåïåíè k, k − 1, . . . , 1, 0 òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â n-÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. È â ïðåäñòàâëåíèè ýòèõ ñòåïåíåé òàêæå
ìîæíî ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåíè ïðåäñòàâëÿòü â n-÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

È îêîí÷àòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà m, â êîòîðîì âñå ÷èñëà
� è êîýôôèöèåíòû è ñòåïåíè � ïðåäñòàâëåíû â n-÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííî n-÷íîé ñèñòåìîé
ñ÷èñëåíèÿ . Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü H(m, n).



Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãóäøòåéíà

Íàïðèìåð,

555 = 1 · 29 + 1 · 25 + 1 · 23 + 1 · 21 + 1 · 20

= 1 · 21·23+1·20 + 1 · 21·22+1·20 + 1 · 21·21+1·20 + 1 · 21 + 1 · 20

= 1 · 21·21·2
1+1+1·20 + 1 · 21·22+1·20 + 1 · 21·21+1·20 + 1 · 21 + 1 · 20.

Òàêèì îáðàçîì,

H(555, 2) = 1 · 21·21·2
1+1+1 + 1 · 21·22+1 + 1 · 21·21+1 + 1 · 21 + 1.



Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãóäøòåéíà

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãóäøòåéíà G (N) îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

1. Âîçüìèòå ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N. Ýòî ÷èñëî
� ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1.

2. ×òîáû ïîëó÷èòü âòîðîé ÷ëåí a2, ïîñòðîéòå H(a1, 2),
çàìåíèòå â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè 2 íà 3 è âû÷òèòå èç
ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà 1.

n. ×òîáû ïîëó÷èòü n-é ÷ëåí an, ïîñòðîéòå H(an−1, n),
çàìåíèòå â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè n íà n + 1 è âû÷òèòå èç
ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà 1.

Òåîðåìà Ãóäøòåéíà î ñõîäèìîñòè G (N).

Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãóäøòåéíà ñõîäèòñÿ ê 0, ò.å.
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ñóùåñòâóåò òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî an = 0.



Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãóäøòåéíà

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G (3) ñõîäèòñÿ ê 0 ÷åðåç 6
øàãîâ:

3, 3, 3, 2, 1, 0

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G (4) ñõîäèòñÿ ñïóñòÿ 3 · 2402653211 − 1
øàãîâ.

Òåîðåìà Êèðáè-Ïàðè

Óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè G (N)
íåäîêàçóåìî â àðèôìåòèêå Ïåàíî.
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