
Ðåøåíèå çàäà÷ ñåìèíàðà ¹ 3 ïî êóðñó �Îñíîâû êèáåðíåòèêè�
äëÿ 3-ãî ïîòîêà 3-ãî êóðñà ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ.
Òåìà: �Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë�

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë [1: ñ. 146-148, 156-161], [2: ñ. 19].
Â êëàññå. Èç [2]: 3.1 (1), 3.3 (1, 4), 3.8 (1-3), 3.9 (1).
Íà äîì. Èç [2]: 3.1 (2), 3.3 (3, 6), 3.8 (5-9), 3.9 (2).

3.1 (1). Èñïîëüçóÿ òîëüêî òîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè êîíúþíêöèè

tÀ& : x1 · (x2 · x3) = (x1 · x2) · x3,

âûâåñòè òîæäåñòâî (x1 · x2) · (x3 · x4) = ((x1 · x2) · x3) · x4.

Ðåøåíèå. Âûïîëíèâ ïîäñòàíîâêó â òîæäåñòâî tÀ& , ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé çà-
ìåíó ïåðåìåííîé x1 íà ïîäôîðìóëó x1 · x2, ïåðåìåííîé x2 � íà ïîäôîðìóëó x3, à
ïåðåìåííîé x3 � íà ïîäôîðìóëó x4 (â äàëüíåéøåì âèä êîíêðåòíûõ ïîäñòàíîâîê óòî÷-
íÿòüñÿ íå áóäåò), îäíîêðàòíûì ýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íà îñíîâå òîæäåñòâà

tÀ& ïîëó÷èì òðåáóåìîå:

(x1 · x2) · (x3 · x4)
tÀ&7→ ((x1 · x2) · x3) · x4.

3.3 (1). Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû òîæäåñòâ τ̃îñí ïðåîáðàçîâàòü â ñî-
âåðøåííóþ äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó îò ïåðåìåííûõ x, y, z èëè â ôîðìóëó
x&x̄ ôîðìóëó xȳ.

Ðåøåíèå. xȳ
tÏÊ1,&7→ xȳ · (z ∨ z̄)

tD&,∨7→ xȳz ∨ xȳz̄.

3.3 (4). Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû òîæäåñòâ τ̃îñí ïðåîáðàçîâàòü â ñî-
âåðøåííóþ äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó îò ïåðåìåííûõ x, y, z èëè â ôîðìóëó
x&x̄ ôîðìóëó (xy ∨ ȳz ∨ x̄ ∨ z̄).

Ðåøåíèå. (xy ∨ ȳz ∨ x̄ ∨ z̄)
tA∨7→ (xy ∨ ȳz) ∨ (x̄ ∨ z̄)

tM∨7→ (xy ∨ ȳz)&(x̄ ∨ z̄)
tM∨
⇒

tM∨
⇒ ((xy)&(ȳz))&(¯̄x&¯̄z)

tM& ,tM¬
⇒ (x̄ ∨ ȳ)&(y ∨ z̄)&(xz)

tA&,tK&,tD&,∨

⇒ (x̄ ∨ ȳ)&(yxz ∨ z̄xz)
tA&,tD&,∨,t

K

&

⇒

tA&,tK&,tD&,∨

⇒ (x̄ ∨ ȳ)&(y(xz) ∨ z̄(xz))
tA&,tK&
⇒ (x̄ ∨ ȳ)&(xyz ∨ x(zz̄))

tÏÊ0,&7→ (x̄ ∨ ȳ)&(xyz ∨ zz̄)
tÏÊ0,∨7→

tÏÊ0,∨7→ (x̄ ∨ ȳ)&(xyz)
tK&,tD&,∨

⇒ x̄(xyz) ∨ ȳ(xyz)
tA&,tK&
⇒ (yz)(xx̄) ∨ (xz)(yȳ)

tÏÊ0,&

⇒ (xx̄) ∨ (yȳ)
tÏÊ0,∨7→ xx̄.

3.8 (1). Ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ïîìîùè ðàñøèðåííîé
ñèñòåìû òîæäåñòâ τ̃îñí äëÿ ôîðìóë F1 è F2, ãäå

F1 = x ∨ yz ∨ ȳz̄,

F2 = (x ∨ y ∨ z) · (x ∨ y ∨ x ∨ z).
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Ðåøåíèå. Âûâåäåì ñíà÷àëà èç ñèñòåìû òîæäåñòâ τ̃îñí âñïîìîãàòåëüíîå òîæ-
äåñòâî

t∗ : x1 ∨ x̄1x2 = x1 ∨ x2
(îíî ïîíàäîáèòñÿ íå òîëüêî â ýòîé çàäà÷å).

x1 ∨ x̄1x2
tÏÊ1,&7→ x1(x2 ∨ x̄2) ∨ x̄1x2

tD&,∨7→ (x1x2 ∨ x1x̄2) ∨ x̄1x2
tÎÏ∨7→

7→((x1x2 ∨ x1x2) ∨ x1x̄2) ∨ x̄1x2
tA∨ ,t

K
∨

⇒ (x1x2 ∨ x1x̄2) ∨ (x1x2 ∨ x̄1x2)
tK&,tD&,∨

⇒

⇒ x1(x2 ∨ x̄2) ∨ x2(x1 ∨ x̄1)
tÏÊ1,&

⇒ x1 ∨ x2,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåïåðü ïðåîáðàçóåì F2 ê F1.

F2 = (x ∨ y ∨ z) · (x ∨ y ∨ x ∨ z)
tM&7→ (x ∨ y ∨ z) ∨ (x ∨ y ∨ x ∨ z)

tM∨ ,tM¬
⇒

tM∨ ,tM¬
⇒ x̄ȳz̄ ∨ (x ∨ y)&(x ∨ z)

tK&,tD&,∨

⇒ x̄ȳz̄ ∨ (xx ∨ yx ∨ xz ∨ yz)
tÎÏ& ,tK&,tA&,tD&,∨,t

A
∨

⇒

⇒ x̄ȳz̄ ∨ ((x ∨ x(y ∨ z)) ∨ yz)
tÏ7→ x̄ȳz̄ ∨ (x ∨ yz)

tK∨ ,t
A
∨ ,t

A

&

⇒ (x ∨ x̄(ȳz̄)) ∨ yz t∗7→

7→ (x ∨ ȳz̄) ∨ yz
tK∨ ,t

A
∨

⇒ x ∨ yz ∨ ȳz̄ = F1.

Ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîñòðîåíî.

3.8 (2). Ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ïîìîùè ðàñøèðåííîé
ñèñòåìû òîæäåñòâ τ̃îñí äëÿ ôîðìóë F1 è F2, ãäå

F1 = (xy ∨ z̄)(x̄ ∨ y) ∨ x̄ · (y ∨ z ∨ (x ∨ z̄)y),

F2 = (x̄ ∨ ȳ)(z ∨ x) ∨ (ȳ ∨ z)(x̄ ∨ z̄) ∨ xȳz̄ · (x̄ ∨ ȳ).

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì F1.

F1 = (xy ∨ z̄)(x̄ ∨ y) ∨ x̄ · (y ∨ z ∨ (x ∨ z̄)y)
tM& ,tK&,tA∨ ,t

K
∨

⇒

⇒ (xy ∨ z̄) ∨ (x̄ ∨ y) ∨ x̄ · ((y ∨ y(x ∨ z̄)) ∨ z)
tM∨ ,tÏ

⇒

⇒ ((xy)&¯̄z) ∨ (¯̄x&ȳ) ∨ x̄ · (y ∨ z)
tM& ,tM¬ ,tD&,∨

⇒ ((x̄ ∨ ȳ)&z) ∨ xȳ ∨ x̄y ∨ x̄z
tK&,tD&,∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz) ∨ xȳ ∨ x̄y ∨ x̄z
tK∨ ,t

A
∨

⇒ (x̄z ∨ x̄z) ∨ ȳz ∨ xȳ ∨ x̄y tOΠ
∨7→ x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ ∨ x̄y.

Ïðåîáðàçóåì F2.

F2 = (x̄ ∨ ȳ)(z ∨ x) ∨ (ȳ ∨ z)(x̄ ∨ z̄) ∨ xȳz̄ · (x̄ ∨ ȳ)
tM∨ ,tK&,tD&,∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ x̄x ∨ ȳx) ∨ (ȳ ∨ z)(x̄ ∨ z̄) · (xȳz̄) · (x̄ ∨ ȳ)
tA∨ ,t

K
∨ ,t

K

&,tM&
⇒

⇒ ((x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ xx̄) ∨ ((ȳ ∨ z) ∨ (x̄ ∨ z̄)) · (x̄ ∨ ¯̄y ∨ ¯̄z) · (x̄ ∨ ȳ)
tÏÊ0,∨,t

M
∨ ,tM¬

⇒

2



⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (¯̄yz̄ ∨ ¯̄x¯̄z) · (x̄ ∨ y ∨ z) · (x̄ ∨ ȳ)
tM¬ ,tA&,tA∨
⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (yz̄ ∨ xz) · ((x̄ ∨ (y ∨ z)) · (x̄ ∨ ȳ))
tD∨,&7→

7→ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (yz̄ ∨ xz) · (x̄ ∨ (y ∨ z) · ȳ)
tK& ,tD&,∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (yz̄ ∨ xz) · (x̄ ∨ (yȳ ∨ ȳz))
tK∨ ,tΠK

0,∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (yz̄ ∨ xz) · (x̄ ∨ ȳz)
tK& ,tD&,∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (yz̄x̄ ∨ xzx̄ ∨ yz̄ȳz ∨ xzȳz)
tK&,tA&
⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (x̄yz̄ ∨ z(xx̄) ∨ (yȳ)(zz̄) ∨ xȳ(zz))
tΠK
0,&,tOΠ

&

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (x̄yz̄ ∨ (xx̄) ∨ (zz̄) ∨ xȳz)
tK∨ ,t

A
∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (((x̄yz̄ ∨ xȳz) ∨ (xx̄)) ∨ (zz̄))
tΠK
0,∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (x̄yz̄ ∨ xȳz)
tK∨ ,t

A
∨

⇒ (x̄z ∨ x̄yz̄) ∨ ȳz ∨ (xȳ ∨ (xȳ)z)
tD&,∨,t

Π,tK∨

⇒

⇒ x̄(z ∨ z̄y)∨ ȳz ∨ xȳ t∗7→ x̄(z ∨ y)∨ ȳz ∨ xȳ
tD&,∨7→ (x̄z ∨ x̄y)∨ ȳz ∨ xȳ

tK∨ ,t
A
∨

⇒ x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ ∨ x̄y.

Òàêèì îáðàçîì, F1 è F2 ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâåäåíû ê îäíîìó è
òîìó æå âèäó, ÷òî è äîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ ôîðìóë.

3.8 (3). Ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ïîìîùè ðàñøèðåííîé
ñèñòåìû òîæäåñòâ τ̃îñí äëÿ ôîðìóë F1 è F2, ãäå

F1 = (x ∨ ȳ) ∨ ((x ∨ ȳ ∨ z) · (x̄ ∨ y ∨ z̄)), F2 = (ȳ ∨ x ∨ z) ∨ x̄y.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì F1.

F1 = (x ∨ ȳ) ∨ ((x ∨ ȳ ∨ z) · (x̄ ∨ y ∨ z̄))
tM∨
⇒ (x ∨ ȳ) · ((x ∨ ȳ ∨ z) · (x̄ ∨ y ∨ z̄))

tM∨ ,tM& ,tM¬
⇒

⇒ (x̄y) · ((x ∨ ȳ ∨ z) ∨ (x̄ ∨ y ∨ z̄))
tM∨ ,tM¬
⇒ (x̄y) · (x̄yz̄ ∨ (x̄ ∨ y ∨ z̄))

tK∨ ,t
A
∨ ,t

A

&

⇒

⇒ (x̄y) · ((x̄ ∨ x̄(yz̄)) ∨ y ∨ z̄)
tÏ7→ (x̄y) · (x̄ ∨ y ∨ z̄)

tD&,∨

⇒ (x̄y)x̄ ∨ (x̄y)y ∨ (x̄y)z̄
tK&,tA&
⇒

⇒ (x̄x̄)y ∨ x̄(yy) ∨ x̄yz̄
tÎÏ&

⇒ ((x̄y) ∨ (x̄y)) ∨ x̄yz̄ tÎÏ∨7→ x̄y ∨ (x̄y)z̄
tÏ7→ x̄y.

Ïðåîáðàçóåì F2.

F2 = (ȳ ∨ x ∨ z) ∨ x̄y
tM∨ ,tM¬
⇒ yx̄z̄ ∨ x̄y

tK∨ ,t
K

&,tA&
⇒ (x̄y) ∨ (x̄y)z̄

tÏ7→ x̄y.

Òàêèì îáðàçîì, F1 è F2 ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâåäåíû ê îäíîìó è
òîìó æå âèäó, ÷òî è äîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ ôîðìóë.
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3.9 (1). Ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ ïîëíóþ ñèñòåìó òîæäåñòâ äëÿ êëàññà ôîðìóë
íàä áàçèñîì B, åñëè B = {xy, x⊕ y, 1}.

Ðåøåíèå. Êîíå÷íî, ìîæíî áûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 5.2 (òåîðåìîé
ïåðåõîäà), èçëîæåííîé íà ñòðàíèöàõ 47�48 ÷àñòè 2 ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ïî êóðñó
¾Îñíîâû êèáêðíåòèêè¿. Îäíàêî, ìû ïðåäëîæèì áîëåå êîðîòêîå, õîòÿ è áîëåå ñïåöè-
àëüíîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è. Ìîíîòîííîé êîíúþíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà, èìåþ-
ùàÿ ëèáî âèä êîíñòàíòû 1, ëèáî âèä ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè áóëåâûõ ïåðåìåííûõ.
Ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà íàä áàçèñîì B, èìåþùàÿ ëèáî âèä 1⊕1,
ëèáî âèä ñóììû ïî ìîäóëþ 2 ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ìîíîòîííûõ êîíúþíêöèé. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ó êàæäîé áóëåâîé ôóíêöèè èìååòñÿ, è ïðèòîì ðîâíî îäèí (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ è ìíîæèòåëåé â ñëàãàåìûõ) ðåàëèçóþùèé åå ïîëèíîìÆåãàëêèíà.
Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ïîëèíîìû Æåãàëêèíà êàíîíè÷åñêèì âèäîì â ýêâèâàëåíòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ ôîðìóë íàä áàçèñîì B, è ñòðîèòü ïîëíóþ ñèñòåìó òîæäåñòâ, èñõîäÿ
èç âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òîæäåñòâ íà òîì èëè èíîì ýòàïå ïðèâåäåíèÿ ôîðìóë
ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Îïèøåì ýòè ýòàïû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû íàä áàçèñîì
B.

Ýòàï 1. Ðàñêðûòèå ñêîáîê (ïðèâåäåíèå ôîðìóëû ê âèäó ñóììû ïî ìîäóëþ 2
êîíúþíêöèé ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò 1). Íà ýòîì ýòàïå ïîíàäîáÿòñÿ òàêèå òîæäåñòâà:

tD&,⊕ : x1 · (x2 ⊕ x3) = x1x2 ⊕ x1x3, tK& : x1x2 = x2x1

(âòîðîå òîæäåñòâî íóæíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñòðèáóòèâíîñòè, ñâÿçàííîé ñ óìíîæåíèåì
ñïðàâà ñóììû íà ïåðåìåííóþ; â äàëüíåéøåì, åñëè òîæäåñòâî ñîäåðæèòñÿ â ñèñòåìå
τ̃îñí, òî ìû áóäåì óïîìèíàòü ëèøü åãî íàçâàíèå).

Ýòàï 2. Ïðèâåäåíèå ñëàãàåìûõ ê âèäó ìîíîòîííûõ êîíúþíêöèé. Íà ýòîì ýòàïå
ïîíàäîáÿòñÿ òàêèå òîæäåñòâà:

tK&, t
A

&, t
ÎÏ

& , t̂ÏÊ1,& : x1 · 1 = x1.

Ýòàï 3. Ïðèâåäåíèå ñóììû ñëàãàåìûõ ê âèäó ïîëèíîìà Æåãàëêèíà. Íà ýòîì
ýòàïå ïîíàäîáÿòñÿ òàêèå òîæäåñòâà:

tK⊕ : x1 ⊕ x2 = x2 ⊕ x1, tA⊕ : x1 ⊕ (x2 ⊕ x3) = (x1 ⊕ x2)⊕ x3,

tÎÏ⊕ : x1 ⊕ x1 = 1⊕ 1, tÏÊ0,⊕ : x1 ⊕ (1⊕ 1) = x1.

Èç ïðèâåäåííûõ ïîñòðîåíèé ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà òîæäåñòâ
τB = {tD&,⊕, t

K

&, t
A

&, t
ÎÏ

& , t̂ÏÊ1,&, t
K

⊕, t
A

⊕, t
ÎÏ

⊕ , tÏÊ0,⊕} è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé êîíå÷íîé ïîëíîé
ñèñòåìîé òîæäåñòâ äëÿ ôîðìóë íàä áàçèñîì B.
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