
Ðåøåíèå çàäà÷ ñåìèíàðà � 5 ïî êóðñó �Îñíîâû êèáåðíåòèêè�
äëÿ ãðóïï 3-ãî ïîòîêà 3-ãî êóðñà ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ.

Òåìà: �Ñëîæíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé è ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì íà îñíîâå
ÄÍÔ�

Íà ýòîì çàíÿòèè ðå÷ü ïîéäåò î ïîñòðîåíèè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
(ÑÔÝ) è êîíòàêòíûõ ñõåì (ÊÑ), ðåàëèçóþùèõ áóëåâû ôóíêöèè.

Íàïîìíèì, ÷òî ñëîæíîñòüþ ÑÔÝ S ′ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî L(S ′) ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ â íåé, à ñëîæíîñòüþ ÊÑ S ′′ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî L(S ′′) êîíòàêòîâ â íåé.

Ïîä ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé F â êëàññå ÑÔÝ íàä
áàçèñîì B ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà

LC
B(F ) = min

ÑÔÝ S íàä B, ðåàëèç. F
L(S).

Åñëè B = {xy, x ∨ y, x̄}, òî íèæíèé èíäåêñ â LC
B(F ) íå ïèøåòñÿ.

Àíàëîãè÷íî, ïîä ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé F â êëàññå
ÊÑ ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà

LKC(F ) = min
ÊÑ S, ðåàëèç. F

L(S).

Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ñõåì, èçó÷àåìûõ íà ýòîì çàíÿòèè, ëåæàò ôîðìóëüíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé â âèäå ÄÍÔ èëè ÊÍÔ, êîòîðûå, âîçìîæíî, ïîäâåðãëèñü äàëü-
íåéøèì ïðåîáðàçîâàíèÿì.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ñõåì ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 16.1 Åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ (ÁÔ) f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò îò âñåõ ñâîèõ ÁÏ, òî

LC(f) ≥ n− 1, LK(f) ≥ n.

Åñëè ïðè ýòîì ÁÔ f íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ÁÔ (êàæäàÿ ÁÏ xi, i ∈ {1, . . . , k}, íå
ÿâëÿåòñÿ íè ìîíîòîííîé, íè èíìîíîòîííîé ÁÏ ÁÔ f), òî

LC(f) ≥ n (ñîîòâåòñòâåííî LK(f) ≥ n+ k).

Óòâåðæäåíèå 16.2 Äëÿ ñèñòåìû F = (f1, . . . , fm), ñîñòîÿùåé èç ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ÁÔ, îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò (îò ïåðåìåííûõ), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

LK(F ) ≥ m (ñîîòâåòñòâåííî LC
B(F ) ≥ m).

Óòâåðæäåíèå 16.3 Åñëè äëÿ ñóùåñòâåííîé ÁÏ xn ÁÔ f , f ∈ P2(n), è äëÿ
ëþáîãî (íåêîòîðîãî) σ, σ ∈ B, ÁÔ f |xn=σ = f(x1, . . . , xn−1, σ) 6≡ 0, 1, òî

LÑ&,∨(f) ≥ min{LÑ&,∨(f |xn=0), L
Ñ

&,∨(f |xn=1)}+ 2(
ñîîòâåòñòâåííî LÑ&,∨(f) ≥ LÑ&,∨(f |xn=σ) + 1

)
.
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Óòâåðæäåíèå 16.4 Åñëè ñèñòåìà ÁÔ F = (f1, . . . , fm) ñîñòîèò èç ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ÁÔ îò ÁÏ X(n), îòëè÷íûõ îò 0 è 1, òî

LK(F ) > 21−n
m∑
j=1

|Nfj |.

Ïðîíóìåðîâàííûå çàäà÷è âçÿòû (â ðÿäå ñëó÷àåâ � ñ íåçíà÷èòåëüíûìè ìîäè-
ôèêàöèÿìè) èç ãëàâû X çàäà÷íèêà [1].

1.1(2). Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè x ∼ y ïîñòðîèòü ñõåìó èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ (ÑÔÝ) ñëîæíîñòè 4 â áàçèñå B = {xy, x ∨ y, x̄} è êîíòàêòíóþ ñõåìó (ÊÑ)
ñëîæíîñòè 4. Äîêàçàòü ìèíèìàëüíîñòü ïîñòðîåííûõ ñõåì.

Ðèñ. 1.

Ðåøåíèå. 1) ÑÔÝ ñëîæíîñòè 4 â áàçèñå B = {xy, x∨y, x̄}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ x ∼ y, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1 è ìîäåëèðóåò ïîñëåäíþþ ôîðìóëó â öåïî÷êå ðàâåíñòâ:

x ∼ y = x̄ȳ ∨ xy = (x ∨ y) ∨ xy

(íåêîòîðàÿ ýêîíîìèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà äå Ìîðãàíà).
Äîêàæåì ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû, ò. å. äîêàæåì, ÷òî LC(x ∼ y) ≥ 4.
I ñïîñîá. Î÷åâèäíî, â ëþáîé ìèíèìàëüíîé ÑÔÝ S â áàçèñå B = {xy, x ∨ y, x̄},

ðåàëèçóþùåé x ∼ y, íàéäåòñÿ äâóõâõîäîâûé ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò E, ê êîòîðî-
ìó îò êàæäîãî âõîäà ñõåìû âåäåò ëèáî äóãà, ëèáî îðèåíòèðîâàííûé ïóòü äëèíû 2,
ïðîìåæóòî÷íàÿ âåðøèíà êîòîðîãî åñòü èíâåðòîð.

Ïîêàæåì, ÷òî â S íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 3 ðàçëè÷íûõ äâóõâõîäîâûõ ýëå-
ìåíòà.

Çàìåòèì: â S íàéäåòñÿ îòëè÷íûé îò E äâóõâõîäîâûé ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò
E ′, ê êîòîðîìó îò âõîäà y ñõåìû âåäåò ëèáî äóãà, ëèáî îðèåíòèðîâàííûé ïóòü äëè-
íû 2, ïðîìåæóòî÷íàÿ âåðøèíà êîòîðîãî åñòü èíâåðòîð (èíà÷å ìîæíî òàê ïîäîáðàòü
çíà÷åíèå x, ÷òîáû çíà÷åíèå íà âûõîäå ýëåìåíòà E, è, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå íà âû-
õîäå âñåé ñõåìû íå çàâèñåëî îò çíà÷åíèÿ y, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû òîìó, ÷òî ñõåìà
ðåàëèçóåò ôóíêöèþ x ∼ y).

Àíàëîãè÷íî (â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ÁÔ x ∼ y), â S íàéäåòñÿ îòëè÷íûé îò E
äâóõâõîäîâûé ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò E ′′ (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèé ñ E ′), ê êîòî-
ðîìó îò âõîäà x ñõåìû âåäåò ëèáî äóãà, ëèáî îðèåíòèðîâàííûé ïóòü äëèíû 2, ïðîìå-
æóòî÷íàÿ âåðøèíà êîòîðîãî åñòü èíâåðòîð.
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Òàêèì îáðàçîì, â ïîñòðîåííîé ÷àñòè ñõåìû S èëè óæ�å èìååòñÿ 3 äâóõâõîäîâûõ
ýëåìåíòà (E, E ′, E ′′), èëè èìååòñÿ 2 äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòà (E, E ′), êî âñåì âõîäàì
êîòîðûõ âåäóò äóãè â ýòîé ÷àñòè ñõåìû. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàäëåæèò äîáàâèòü åùå
õîòÿ áû îäèí äâóõâõîäîâûé ýëåìåíò, ÷òîáû â ñõåìå èìåëñÿ îðèåíòèðîâàííûé ïóòü îò
êàæäîãî ýëåìåíòà E, E ′ ê âûõîäó ñõåìû.

Çíà÷èò, â S íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 3 ðàçëè÷íûõ äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòà.
Âñïîìèíàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ x ∼ y íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, çàêëþ÷àåì: êðîìå

òðåõ äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, â S äîëæåí áûòü è ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èíâåðòîð.
Ñëåäîâàòåëüíî, LC(x ∼ y) ≥ 4, ÷. ò. ä.

II ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè:

LC(x⊕ y) = LC(x ∼ y), (1)

èáî x⊕y = (x ∼ y)∗. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî LC(x ∼ y) ≤ 3, è ïóñòü S � ìèíèìàëüíàÿ ñõå-
ìà, ðåàëèçóþùàÿ îäíó èç ôóíêöèé x⊕ y, x ∼ y. Çàìåòèì: âûõîäíîé ýëåìåíò ñõåìû S
â ñèëó åå ìèíèìàëüíîñòè íå ìîæåò áûòü èíâåðòîðîì, òàê êàê èíà÷å íà âûõîäå ýëåìåí-
òà, âûõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ íà âõîä ýòîãî èíâåðòîðà, ðåàëèçóåòñÿ äðóãàÿ èç ôóíêöèé
x ⊕ y, x ∼ y (ïîñêîëüêó x ⊕ y = (x ∼ y)), � ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàâåíñòâîì (1). Çíà÷èò,
âûõîäíîé ýëåìåíò E ñõåìû S � äâóõâõîäîâûé. Ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè
ìîæíî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî E � êîíúþíêòîð. Íåâîçìîæíî, ÷òîáû
íà êàêîé-òî âõîä E ïîäàâàëàñü áû äóãà, âåäóùàÿ îò âõîäà ñõåìû: äîïóñòèì, êî âõîäó
E âåäåò äóãà îò âõîäà x, òîãäà, ïîëàãàÿ x = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ
y, íà âûõîäå S âîçíèêàåò 0, íî òîãäà S íå ìîæåò ðåàëèçîâàòü íè x ⊕ y, íè x ∼ y.
Òàêæå íåâîçìîæåí (â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè S) ñëó÷àé ïîäà÷è íà âõîäû E äóã, âåäó-
ùèõ îò îäíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà. Çíà÷èò, êî âõîäàì E âåäóò äóãè îò ðàçíûõ
ýëåìåíòîâ E ′, E ′′. Íî òîãäà â S óæå èìååòñÿ 3 ýëåìåíòà. Çàìåòèì: îáå ôóíêöèè x⊕ y,
x ∼ y � íåìîíîòîííûå. Ïîýòîìó õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ E ′, E ′′ � èíâåðòîð, è ê
åãî âõîäó âåäåò äóãà îò âõîäà ñõåìû, � äîïóñòèì, îò âõîäà x. Òîãäà, ïîëàãàÿ x = 1,
óâèäèì: íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ y, íà âûõîäå S âîçíèêàåò 0, íî â ýòîì ñëó÷àå S íå
ìîæåò ðåàëèçîâàòü íè x⊕ y, íè x ∼ y. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, LC(x ∼ y) ≥ 4, ÷. ò. ä.

2) ÊÑ ñëîæíîñòè 4, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ x ∼ y, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2 è ìîäå-
ëèðóåò ôîðìóëó x̄ȳ ∨ xy.

Ðèñ. 2.

Ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ (ñì. óòâ. 16.1): åñëè ó áóëåâîé ôóíêöèè f èìååòñÿ n ñóùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ, è ñðåäè íèõ åñòü k ïåðåìåííûõ, ïî êàæäîé èç êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ
íåìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà (ò. å. íå àíòèìîíîòîííà), òî LKC(f) ≥ n+ k.

Çàìåòèì: ó ôóíêöèè x ∼ y èìååòñÿ 2 ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïî êàæäîé èç
êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ íåìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà, çíà÷èò, LKC(x ∼ y) ≥ 2 + 2 = 4,
÷. ò. ä.

1.1(3). Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè m(x1, x2, x3) = x1x2∨x1x3∨x2x3 ïîñòðîèòü ÑÔÝ
ñëîæíîñòè 4 â áàçèñå B = {xy, x ∨ y, x̄} è ÊÑ ñëîæíîñòè 5. Äîêàçàòü ìèíèìàëüíîñòü
ïîñòðîåííûõ ñõåì.
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Ðåøåíèå. 1) ÑÔÝ ñëîæíîñòè 4 â áàçèñå B = {xy, x∨y, x̄}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ m(x1, x2, x3), ìîäåëèðóåò ïîñëåäíþþ ôîðìóëó â öåïî÷êå ðàâåíñòâ:

m(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3 = x1(x2 ∨ x3) ∨ x2x3
(íåêîòîðàÿ ýêîíîìèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ òîæäåñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè).

Äîêàæåì ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû, ò. å. äîêàæåì, ÷òî LC(m) ≥ 4.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî LC(m) ≤ 3, è ïóñòü S � ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ

ôóíêöèþ m.
Ïóñòü E � áëèæàéøèé ê âûõîäó ñõåìû äâóõâõîäîâûé ýëåìåíò ñõåìû S (ò. å.

ëèáî E � âûõîäíîé ýëåìåíò, ëèáî îò E ê âûõîäó ñõåìû âåäåò öåïî÷êà èíâåðòîðîâ).
Ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè, à òàêæå ñàìîäâîéñòâåííîñòè ôóíêöèè m ìîæíî,
íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî E � êîíúþíêòîð.

Íåâîçìîæíî, ÷òîáû íà êàêîé-òî âõîä E ïîäàâàëàñü áû äóãà, âåäóùàÿ îò âõîäà
ñõåìû: äîïóñòèì, êî âõîäó E âåäåò äóãà îò âõîäà xi, òîãäà, ïîëàãàÿ xi = 0, ïîëó÷àåì,
÷òî, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé äâóõ äðóãèõ ïåðåìåííûõ, íà âûõîäå S âîçíèêàåò îäíî è
òî æå çíà÷åíèå, íî òîãäà S íå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü m(x1, x2, x3).

Òàêæå íåâîçìîæåí (â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè S) ñëó÷àé ïîäà÷è íà âõîäû E äóã,
âåäóùèõ îò îäíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà.

Çíà÷èò, êî âõîäàì E âåäóò äóãè îò ðàçíûõ ýëåìåíòîâ E ′, E ′′. Íî òîãäà â S
óæå èìååòñÿ 3 ýëåìåíòà E, E ′, E ′′. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äðóãèõ ýëåìåíòîâ â ñõåìå íåò, à
ýëåìåíò E � âûõîäíîé ýëåìåíò ñõåìû.

Íè îäèí èç ýëåìåíòîâ E ′, E ′′ íå ìîæåò áûòü èíâåðòîðîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü,
íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, E ′ � èíâåðòîð, íà âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ ïåðåìåííàÿ xi.
Òîãäà, ïîëàãàÿ xi = 1, çàìåòèì: çíà÷åíèå íà âûõîäå ñõåìû S ðàâíî 0 íåçàâèñèìî îò
çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Íî òàêàÿ ñõåìà S íå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü ôóíê-
öèþ m.

Íè îäèí èç ýëåìåíòîâ E ′, E ′′ íå ìîæåò áûòü êîíúþíêòîðîì. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, E ′ � êîíúþíêòîð, íà îäèí èç âõîäîâ êîòîðîãî ïî-
äàåòñÿ ïåðåìåííàÿ xi. Òîãäà, ïîëàãàÿ xi = 0, çàìåòèì: çíà÷åíèå íà âûõîäå ñõåìû S
ðàâíî 0 íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Íî òàêàÿ ñõåìà S íå ìîæåò
ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ m.

Çíà÷èò, îáà ýëåìåíòà E ′, E ′′ � äèçúþíêòîðû. Ó ýòèõ ýëåìåíòîâ â ñîâîêóïíîñòè
èìååòñÿ 4 âõîäà, à áóëåâà ôóíêöèÿ m çàâèñèò îò 3 ïåðåìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
êðàéíåé ìåðå îäíà ïåðåìåííàÿ, � ñêàæåì, xi, � ïîäàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà 2 èç 4
âõîäîâ ýëåìåíòîâ E ′, E ′′. Åñëè ñðåäè òàêèõ âõîäîâ èìåþòñÿ äâà âõîäà îäíîãî ýëåìåí-
òà, òî ýòîò ýëåìåíò âûïîëíÿåò ðîëü òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè, è åãî ìîæíî áûëî áû
óäàëèòü èç ñõåìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ñõåìû S. Åñëè æå èìååò ìåñòî
èíàÿ ñèòóàöèÿ, òî, ïîëàãàÿ xi = 1, ïîëó÷èì íà âûõîäå ñõåìû çíà÷åíèå 1 íåçàâèñèìî îò
çíà÷åíèé äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Íî â ýòîì ñëó÷àå S íå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ
m. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, LC(m) ≥ 4, ÷. ò. ä.

2) ÊÑ ñëîæíîñòè 5, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ m, ìîäåëèðóåò ôîðìóëó
x1(x2 ∨ x3) ∨ x2x3.

Óñòàíîâèì ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî LKC(m) ≤ 4, è ïóñòü
S � ìèíèìàëüíàÿ äâóõïîëþñíàÿ ÊÑ, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ m.

Îêàçûâàåòñÿ, íèêàêîé êîíòàêò â S íå ìîæåò ñîåäèíÿòü äâà ïîëþñà ñõåìû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè áû òàêîé êîíòàêò xσi (i ∈ {1, 2, 3}, σ ∈ {0, 1}) íàøåëñÿ áû, òî ñõåìà
ïðîâîäèëà áû âñÿêèé ðàç, êîãäà xi = σ, íî â ýòîì ñëó÷àå îíà íå ìîãëà áû ðåàëèçîâû-
âàòü ôóíêöèþ m.

Àíàëîãè÷íî, â S íåò ïîëþñà, êîòîðîìó áûë áû èíöèäåíòåí ðîâíî îäèí êîíòàêò.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû òàêîé ïîëþñ ñóùåñòâîâàë è åìó áûë áû èíöèäåíòåí êîíòàêò

4



xσi (i ∈ {1, 2, 3}, σ ∈ {0, 1}), òî ñõåìà íå ïðîâîäèëà áû âñÿêèé ðàç, êîãäà xi = σ̄, íî â
ýòîì ñëó÷àå îíà íå ìîãëà áû ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ m.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ L(S) ≤ 4, ñõåìà S ìîäåëèðóåò ëè-
áî ôîðìóëó xσ1i1 x

σ2
i2
∨ xσ3i3 x

σ4
i4

(ðèñ. 3), ëèáî ôîðìóëó (xσ1i1 ∨ x
σ2
i2

)(xσ3i3 ∨ x
σ4
i4

) (ðèñ. 4),
ij ∈ {1, 2, 3}, σj ∈ {0, 1}, j = 1, 3.

Ðèñ. 3. Ðèñ. 4.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ìîäåëèðîâàíèÿ ñõåìîé S ôîðìóëû xσ1i1 x
σ2
i2
∨xσ3i3 x

σ4
i4
.

Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ýòîé ñõåìû i1 6= i2, i3 6= i4.
Åñëè áû ñóùåñòâîâàëî ÷èñëî j, j ∈ {1, 2, 3}, òàêîå, ÷òî σj = 0, òî ñõåìà S íå

ìîãëà áû ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ m. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, j = 1 è σ1 = 0.
Òîãäà ñõåìà ïðîâîäèò âñÿêèé ðàç, êîãäà xi1 = 0 è xi2 = σ2, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìà S ìîäåëèðóåò ôîðìóëó xi1xi2 ∨ xi3xi4 . Ïîñêîëüêó
m(x1, x2, x3) ñóùåñòâåííî çàâèñèò ðîâíî îò 3 ïåðåìåííûõ, èìååì: íàéäóòñÿ íåðàâíûå
äðóã äðóãó k, l (ëåæàùèå â ìíîæåñòâå {1, 2, 3}) òàêèå, ÷òî ik = il. Íî òîãäà ïðè xik = 0
ñõåìà S íå ïðîâîäèò, è, çíà÷èò, íå ðåàëèçóåò ôóíêöèþ m.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ìîäåëèðîâàíèÿ ñõåìîé S ôîðìóëû (xσ1i1 ∨ x
σ2
i2

)(xσ3i3 ∨ x
σ4
i4

).
Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ýòîé ñõåìû i1 6= i2, i3 6= i4.

Åñëè áû ñóùåñòâîâàëî ÷èñëî j, j ∈ {1, 2, 3}, òàêîå, ÷òî σj = 0, òî ñõåìà S íå
ìîãëà áû ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ m. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, j = 1 è σ1 = 0.
Òîãäà ñõåìà íå ïðîâîäèò âñÿêèé ðàç, êîãäà xi1 = 1 è xi2 = σ̄2, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìà S ìîäåëèðóåò ôîðìóëó (xi1 ∨ xi2)(xi3 ∨ xi4). Ïîñêîëüêó
m(x1, x2, x3) ñóùåñòâåííî çàâèñèò ðîâíî îò 3 ïåðåìåííûõ, èìååì: íàéäóòñÿ íåðàâíûå
äðóã äðóãó k, l (ëåæàùèå â ìíîæåñòâå {1, 2, 3}) òàêèå, ÷òî ik = il. Íî òîãäà ïðè xik = 1
ñõåìà S ïðîâîäèò, è, çíà÷èò, íå ðåàëèçóåò ôóíêöèþ m.

Èòàê: ñõåìà S ñëîæíîñòè íå áîëåå 4 íå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ m,
ïîýòîìó LKC(m) ≥ 4, ÷. ò. ä.

1.1(4). Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, x2, x3) = (01111110) ïîñòðîèòü ÑÔÝ ñëîæ-
íîñòè 6 â áàçèñå B = {xy, x ∨ y, x̄} è ÊÑ ñëîæíîñòè 6. Äîêàçàòü ìèíèìàëüíîñòü ïî-
ñòðîåííîé ÊÑ.

Ðåøåíèå. 1) ÑÔÝ ñëîæíîñòè 6 â áàçèñå B = {xy, x∨y, x̄}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ f(x1, x2, x3), ìîäåëèðóåò ïîñëåäíþþ ôîðìóëó â öåïî÷êå ðàâåíñòâ:

f(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x̄1 ∨ x̄2 ∨ x̄3) = (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1x2x3)

(íåêîòîðàÿ ýêîíîìèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà äå Ìîðãàíà).

2) ÊÑ ñëîæíîñòè 6, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f(x1, x2, x3), ìîäåëèðóåò ôîðìóëó
(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x̄1 ∨ x̄2 ∨ x̄3).

Ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè óæ�å óïîìèíàâ-
øåãîñÿ óòâåðæäåíèÿ (ñì. óòâ. 16.1): åñëè ó áóëåâîé ôóíêöèè f èìååòñÿ n ñóùåñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ, è ñðåäè íèõ åñòü k ïåðåìåííûõ, ïî êàæäîé èç êîòîðûõ ýòà ôóíê-
öèÿ íåìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà (ò. å. íå àíòèìîíîòîííà), òî LKC(f) ≥ n+ k.

Çàìåòèì: ó ôóíêöèè f èìååòñÿ 3 ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïî êàæäîé èç
êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ôóíê-
öèè f ýòîò ôàêò äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü äëÿ ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó f(0, 0, 0) = 0 è
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f(1, 0, 0) = 1, ôóíêöèÿ f íå èíìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó f(1, 1, 1) = 0 è
f(0, 1, 1) = 1, ôóíêöèÿ f íå ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1. Çíà÷èò, L

KC(f) ≥ 3 + 3 = 6,
÷. ò. ä.

Çàäà÷à. Äëÿ ìóëüòèïëåêñîðíîé ôóíêöèè ïîðÿäêà 1 µ1(x1, y0, y1) = x̄1y0 ∨ x1y1
ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíóþ ÑÔÝ â áàçèñå B = {xy, x ∨ y, x̄} è ìèíèìàëüíóþ ÊÑ. Îáîñ-
íîâàòü ìèíèìàëüíîñòü ïîñòðîåííûõ ñõåì.

Ðåøåíèå. 1) ÑÔÝ ñëîæíîñòè 4 â áàçèñå B = {xy, x∨y, x̄}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ µ1(x1, y0, y1), ìîäåëèðóåò ôîðìóëó x̄1y0 ∨ x1y1.

Äîêàæåì ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû, ò. å. äîêàæåì, ÷òî LC(µ1) ≥ 4.

I ñïîñîá. Çàìåòèì:

µ1|y0=0 = µ1(x1, 0, y1) = x1y1 6≡ const, µ1|y0=1 = µ1(x1, 1, y1) = x̄1 ∨ y1 6≡ const.

Çíà÷èò, ïî óòâ. 16.3:

LÑ&,∨(µ1) ≥ min{LÑ&,∨(µ1|y0=0), L
Ñ

&,∨(µ1|y0=1)}+ 2 ≥ 3,

îòêóäà ñ ó÷åòîì íåìîíîòîííîñòè ôóíêöèè µ1 è íåîáõîäèìîñòè äîáàâëåíèÿ èíâåðòîðà
è âûòåêàåò íèæíÿÿ îöåíêà LC(µ1) ≥ 4.

II ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî LC(µ1) ≤ 3, è ïóñòü S � ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà,
ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ µ1.

Ïóñòü E � áëèæàéøèé ê âûõîäó ñõåìû äâóõâõîäîâûé ýëåìåíò ñõåìû S (ò. å.
ëèáî E � âûõîäíîé ýëåìåíò, ëèáî îò E ê âûõîäó ñõåìû âåäåò öåïî÷êà èíâåðòîðîâ).

Íåâîçìîæíî, ÷òîáû íà êàêîé-òî âõîä E ïîäàâàëàñü áû äóãà, âåäóùàÿ îò âõîäà
ñõåìû: äîïóñòèì, êî âõîäó E âåäåò äóãà îò âõîäà xi, òîãäà, ïîëàãàÿ xi = 0 äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà E � êîíúþíêòîð, è ïîëàãàÿ xi = 1 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà E � äèçúþíêòîð, ïîëó-
÷àåì, ÷òî íà âûõîäå S âîçíèêàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé äâóõ
äðóãèõ ïåðåìåííûõ, íî òîãäà S íå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü µ1.

Òàêæå íåâîçìîæåí (â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè S) ñëó÷àé ïîäà÷è íà âõîäû E äóã,
âåäóùèõ îò îäíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà.

Çíà÷èò, êî âõîäàì E âåäóò äóãè îò ðàçíûõ ýëåìåíòîâ E ′, E ′′. Íî òîãäà â S
óæå èìååòñÿ 3 ýëåìåíòà E, E ′, E ′′. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äðóãèõ ýëåìåíòîâ â ñõåìå íåò, à
ýëåìåíò E � âûõîäíîé ýëåìåíò ñõåìû.

Íè îäèí èç ýëåìåíòîâ E ′, E ′′ íå ìîæåò áûòü èíâåðòîðîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü,
íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, E ′ � èíâåðòîð, íà âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ ïåðåìåííàÿ xi.
Òîãäà, ïîëàãàÿ xi = 1 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà E � êîíúþíêòîð, è ïîëàãàÿ xi = 0 äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà E � äèçúþíêòîð, çàìåòèì: çíà÷åíèå íà âûõîäå ñõåìû S ôèêñèðîâàíî íåçàâè-
ñèìî îò çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Íî òàêàÿ ñõåìà S íå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü
ôóíêöèþ µ1.

Íî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé S, � ìîíî-
òîííàÿ, â îòëè÷èå îò µ1. (Íåìîíîòîííîñòü µ1 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî µ1(0, 1, 0) = 1 è
µ1(1, 1, 0) = 0). Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, LC(µ1) ≥ 4, ÷. ò. ä.

2) ÊÑ ñëîæíîñòè 4, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f(x1, x2, x3), ìîäåëèðóåò ôîðìóëó
x̄1y0 ∨ x1y1.

Çàìåòèì: ó ôóíêöèè µ1 èìååòñÿ 3 ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïî îäíîé èç êî-
òîðûõ (x1) ýòà ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà. (Ïîñêîëüêó µ1(0, 1, 0) = 1 è
µ1(1, 1, 0) = 0, ôóíêöèÿ µ1 íå ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó µ1(0, 0, 1) = 0
è µ1(1, 0, 1) = 1, ôóíêöèÿ µ1 íå èíìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1). Çíà÷èò, ïî óòâ. 16.1:
LKC(µ1) ≥ 3 + 1 = 4, ÷. ò. ä.
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Çàäà÷à. Äëÿ ôóíêöèè f(x1, x2, x3, x4) = (x1 ∨ x2)x3 ∨ (x̄1 ∨ x2)x4 ïîñòðîèòü
ìèíèìàëüíóþ ÊÑ. Îáîñíîâàòü ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû.

Ðèñ. 5.

Ðåøåíèå. ÊÑ ñëîæíîñòè 5, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f(x1, x2, x3, x4), ïðèâåäåíà
íà ðèñ. 5.

Çàìåòèì: ó ôóíêöèè f èìååòñÿ 4 ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïî îäíîé èç êîòî-
ðûõ (x1) ýòà ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà. (Ïîñêîëüêó f(0, 0, 0, 1) = 1 è
f(1, 0, 0, 1) = 0, ôóíêöèÿ f íå ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó f(0, 0, 1, 0) = 0
è f(1, 0, 1, 0) = 1, ôóíêöèÿ f íå èíìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1). Çíà÷èò, ïî óòâ. 16.1:
LKC(f) ≥ 4 + 1 = 5, ÷. ò. ä.

2.4(1). Äëÿ ôóíêöèè f(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x2x3 ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíóþ ÊÑ.
Îáîñíîâàòü ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû.

Ðåøåíèå. ÊÑ ñëîæíîñòè 6, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f(x1, x2, x3), ìîäåëèðóåò
ïîñëåäíþþ ôîðìóëó â öåïî÷êå ðàâåíñòâ:

f(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x2x3 = x̄1(x2x3) ∨ x1(x2x3) = x̄1x2x3 ∨ x1(x̄2 ∨ x̄3).

Çàìåòèì: ó ôóíêöèè f èìååòñÿ 3 ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïî êàæäîé èç
êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà. (Ïîñêîëüêó f(0, 0, 0) = 0 è
f(1, 0, 0) = 1, ôóíêöèÿ f íå èíìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó f(0, 1, 1) = 1
è f(1, 1, 1) = 0, ôóíêöèÿ f íå ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó f(0, 0, 1) = 0 è
f(0, 1, 1) = 1, ôóíêöèÿ f íå èíìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x2. Ïîñêîëüêó f(1, 0, 1) = 1
è f(1, 1, 1) = 0, ôóíêöèÿ f íå ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x2. Ïîñêîëüêó f(0, 1, 0) = 0 è
f(0, 1, 1) = 1, ôóíêöèÿ f íå èíìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x3. Ïîñêîëüêó f(1, 1, 0) = 1
è f(1, 1, 1) = 0, ôóíêöèÿ f íå ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x3). Çíà÷èò, ïî óòâ. 16.1:
LKC(f) ≥ 3 + 3 = 6, ÷. ò. ä.

Ëèòåðàòóðà

1. Ãàâðèëîâ Ã.Ï., Ñàïîæåíêî À.À. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòè-
êå. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.

7


