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Ëåêöèÿ 19.

Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà.



×òî æå òàêîå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà?

I ôîðìàëüíûé ÿçûê îïèñàíèÿ çíàíèé;

I ñðåäñòâà èçâëå÷åíèÿ îäíèõ çíàíèé èç äðóãèõ;

I ñèñòåìà îðãàíèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé.
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ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Èíòóèöèîíèçì � ýòî ôèëîñîôñêîå òå÷åíèå â ìàòåìàòèêå,

âîçíèêøåå â íà÷àëå 20 âåêà êàê êðèòè÷åñêèé îòêëèê íà

íåîãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå ôîðìàëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ â

ìàòåìàòèêå, ïðèâîäÿùåå ê ïàðàäîêñàì (àíòèíîìèÿì).

Ïî ìíåíèþ èíòóèöèîíèñòîâ (Áðàóýð, Âåéëü, Ïóàíêàðå),

ïàðàäîêñû âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî çàêîíû ëîãèêè,

ñïðàâåäëèâûå äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, áåçîñíîâàòåëüíî

ïåðåíîñÿòñÿ íà áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

Íå âñå ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ, âåðíûå äëÿ êîíå÷íûõ

ìíîæåñòâ, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ áåñêîíå÷íûõ

ìíîæåñòâ. Íàïðèìåð, äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ âåðåí ïðèíöèï

Àðõèìåäà ¾×àñòü âñåãäà ìåíüøå öåëîãî¿, à äëÿ

áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ � íåò.

Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî íå âñå çàêîíû êëàññè÷åñêîé

(àðèñòîòåëåâîé) ëîãèêè äîïóñêàþò íåîãðàíè÷åííîå è

áåçîãîâîðî÷íîå èñïîëüçîâàíèå â ìàòåìàòèêå.
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ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì îäíó øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííóþ ñõåìó

äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòü: Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ A, òî ∃x P(x).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà: Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ∀x ¬P(x).
Òîãäà ...(ôà-ôà, ëÿ-ëÿ)..., ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì A.
Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå ∀x ¬P(x) íåâåðíî, è ïîýòîìó ∃x P(x).

QED

Âñå õîðîøî, íî ãäå æå òî çíà÷åíèå x , äëÿ êîòîðîãî âåðíî P(x)?
Èç òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòî çíà÷åíèå èçâëå÷ü íåâîçìîæíî.

Íî òîãäà, ïî ìíåíèþ èíòóèöèîíèñòîâ, ýòî íå äîêàçàòåëüñòâî, à

ñëîâîáëóäèå.

×òîáû èñêëþ÷èòü äîêàçàòåëüñòâà òàêîãî ðîäà, íóæíî

ïåðåñìîòðåòü ñåìàíòèêó ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ.
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Ñåìàíòèêà Êîëìîãîðîâà�Áðàóýðà�Ãåéòèíãà

Ïîïðîáóåì âçãëÿíóòü íà ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû êàê íà

óòâåðæäåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.

Êàæäàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà A áóäåò îáîçíà÷àòü íåêîòîðóþ

çàäà÷ó. Èñòèííîñòü A áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî çàäà÷à èìååò

ðåøåíèå, è ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïðåäúÿâèòü. Ëîæíîñòü A áóäåò

îçíà÷àòü, ÷òî çàäà÷à ðåøåíèÿ íå èìååò.

Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ïîçâîëÿþò êîíñòðóèðîâàòü èç ïðîñòûõ

çàäà÷ ñîñòàâíûå çàäà÷è.

Îöåíèì, êàê (íå)ðàçðåøèìîñòü ñîñòàâíûõ çàäà÷ çàâèñèò îò

(íå)ðàçðåøèìîñòè ïðîñòûõ çàäà÷.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Ñåìàíòèêà Êîëìîãîðîâà�Áðàóýðà�Ãåéòèíãà

Ïîïðîáóåì âçãëÿíóòü íà ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû êàê íà

óòâåðæäåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.

Êàæäàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà A áóäåò îáîçíà÷àòü íåêîòîðóþ
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ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Ñåìàíòèêà Êîëìîãîðîâà�Áðàóýðà�Ãåéòèíãà

ϕ & ψ: Ðåøèòü îáå çàäà÷è ϕ è ψ è ïðåäúÿâèòü ðåøåíèå;

ϕ ∨ ψ:
Âûáðàòü îäíó èç äâóõ çàäà÷ ϕ è ψ, ðåøèòü âû-
áðàííóþ çàäà÷ó è ïðåäúÿâèòü ðåøåíèå;

ϕ → ψ:
Ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ψ ñâîäèòñÿ ê ðå-

øåíèþ çàäà÷è ϕ, ò. å. ïðåäúÿâèòü ñïîñîá, êîòî-
ðûé ïîçâîëÿåò, ðàñïîëàãàÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ϕ,
ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è ψ;

¬ ϕ: Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ϕ íå èìååò ðåøåíèÿ.

Çàêîíàìè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè ñ÷èòàþòñÿ òîëüêî òå

ôîðìóëû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îïèñàíèÿì ñîñòàâíûõ çàäà÷,

èìåþùèõ ðåøåíèå ïðè ëþáûõ óñëîâèÿõ.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Ñåìàíòèêà Êîëìîãîðîâà�Áðàóýðà�Ãåéòèíãà
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áðàííóþ çàäà÷ó è ïðåäúÿâèòü ðåøåíèå;
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ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Çàêîíû èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè

I P → P � êàæäóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê íåé ñàìîé;

I (P → Q)&(Q → R)→ (P → R) � ÷òîáû ñâåñòè çàäà÷à R
ê çàäà÷å P äîñòàòî÷íî íàéòè çàäà÷ó Q, ê êîòîðîé ìîæíî

ñâåñòè çàäà÷ó R , è êîòîðóþ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ñâåñòè

ê çàäà÷å P ;

I P → ¬¬P � ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò

äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è P , äîñòàòî÷íî
íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è P ;

I (¬P ∨ ¬Q)→ ¬(P&Q) � ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îáå çàäà÷è

P è Q íåëüçÿ ðåøèòü îäíîâðåìåííî, äîñòàòî÷íî âûáðàòü

îäíó èç ýòèõ çàäà÷ è ïîêàçàòü, ÷òî îíà íåðàçðåøèìà.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ
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ê çàäà÷å P äîñòàòî÷íî íàéòè çàäà÷ó Q, ê êîòîðîé ìîæíî
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ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Ôîðìóëû, íå ÿâëÿþùèåñÿ çàêîíàìè
èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè

I ¬¬P → P � åñëè âû ìîæåòå îáîñíîâàòü, ÷òî íåëüçÿ

ïîñòðîèòü äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è P , òî
ýòîãî åùå íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñàìîé

çàäà÷è P ;

I P ∨ ¬P � íåïðàâäà, ÷òî äëÿ ëþáîé çàäà÷è ìîæíî ëèáî

ïîëó÷èòü ðåøåíèå, ëèáî äîêàçàòü, ÷òî íèêàêîãî ðåøåíèÿ

íå ñóùåñòâóåò;

I ¬(P&Q)→ (¬P ∨ ¬Q) � åñëè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îáå

çàäà÷è P è Q íåëüçÿ ðåøèòü îäíîâðåìåííî, òî ýòî íå äàåò

îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ

íåðàçðåøèìîé.

Äà êàê æå ýòî òàê?

Óæ íå ñêðûâàåòñÿ ëè çäåñü ïðîñòàÿ èãðà ñëîâ?
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Îïðåäåëåíèå (ìîäåëü Êðèïêå)

Ïóñòü P = {P1,P2, . . . ,Pn, . . . } � ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ

ôîðìóë (íàçâàíèÿ çàäà÷).

Èíòóèöèîíèñòñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ � ýòî ðåëÿöèîííàÿ ñèñòåìà

I = 〈S ,R, ξ〉, â êîòîðîé

1. S 6= ∅ � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé (ñîñòîÿíèé çíàíèÿ);

2. R ⊆ S × S � îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ íà S , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì íåñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà:

ðåôëåêñèâíîå R(s, s);
òðàíçèòèâíîå R(s1, s2)&R(s2, s3)⇒ R(s1, s3);
àíòèñèììåòðè÷íîå R(s1, s2)&R(s2, s1)⇒ s1 = s2;

3. ξ : S × P → {true, false} � îöåíêà àòîìàðíûõ ôîðìóë,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ìîíîòîííîñòè:

R(s1, s2) & ξ(s1,P) = true =⇒ ξ(s2,P) = true.
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ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Îïðåäåëåíèå (ñåìàíòèêà Êðèïêå)

Ïóñòü I = 〈S ,R, ξ〉 � èíòóèöèîíèñòñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Òîãäà

îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè I , s |=I ϕ ôîðìóëû ϕ â ñîñòîÿíèè s
èíòåðïðåòàöèè I îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

1. åñëè ϕ = P ∈ P, òî I , s |=I ϕ ⇐⇒ ξ(s,P) = true;

2. I , s |=I ϕ1&ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 è I , s |=I ϕ2;

3. I , s |=I ϕ1 ∨ ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 èëè I , s |=I ϕ2;

4. I , s |=I ϕ1 → ϕ2 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R è I , s ′ |=I ϕ1, òî I , s ′ |=I ϕ2;

5. I , s |=I ¬ϕ1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R, òî I , s ′ 6|=I ϕ1.

Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ èíòóèöèîíèñòñêè îáùåçíà÷èìîé

(çàêîíîì èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè), åñëè äëÿ ëþáîé

èíòåðïðåòàöèè I è äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s âåðíî I , s |=I ϕ.
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Îïðåäåëåíèå (ñåìàíòèêà Êðèïêå)

Ïóñòü I = 〈S ,R, ξ〉 � èíòóèöèîíèñòñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Òîãäà

îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè I , s |=I ϕ ôîðìóëû ϕ â ñîñòîÿíèè s
èíòåðïðåòàöèè I îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

1. åñëè ϕ = P ∈ P, òî I , s |=I ϕ ⇐⇒ ξ(s,P) = true;

2. I , s |=I ϕ1&ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 è I , s |=I ϕ2;

3. I , s |=I ϕ1 ∨ ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 èëè I , s |=I ϕ2;

4. I , s |=I ϕ1 → ϕ2 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R è I , s ′ |=I ϕ1, òî I , s ′ |=I ϕ2;

5. I , s |=I ¬ϕ1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R, òî I , s ′ 6|=I ϕ1.

Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ èíòóèöèîíèñòñêè îáùåçíà÷èìîé

(çàêîíîì èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè), åñëè äëÿ ëþáîé

èíòåðïðåòàöèè I è äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s âåðíî I , s |=I ϕ.
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Îïðåäåëåíèå (ñåìàíòèêà Êðèïêå)

Ïóñòü I = 〈S ,R, ξ〉 � èíòóèöèîíèñòñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Òîãäà

îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè I , s |=I ϕ ôîðìóëû ϕ â ñîñòîÿíèè s
èíòåðïðåòàöèè I îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

1. åñëè ϕ = P ∈ P, òî I , s |=I ϕ ⇐⇒ ξ(s,P) = true;

2. I , s |=I ϕ1&ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 è I , s |=I ϕ2;

3. I , s |=I ϕ1 ∨ ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 èëè I , s |=I ϕ2;

4. I , s |=I ϕ1 → ϕ2 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R è I , s ′ |=I ϕ1, òî I , s ′ |=I ϕ2;

5. I , s |=I ¬ϕ1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R, òî I , s ′ 6|=I ϕ1.

Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ èíòóèöèîíèñòñêè îáùåçíà÷èìîé

(çàêîíîì èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè), åñëè äëÿ ëþáîé

èíòåðïðåòàöèè I è äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s âåðíî I , s |=I ϕ.
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Îïðåäåëåíèå (ñåìàíòèêà Êðèïêå)

Ïóñòü I = 〈S ,R, ξ〉 � èíòóèöèîíèñòñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Òîãäà

îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè I , s |=I ϕ ôîðìóëû ϕ â ñîñòîÿíèè s
èíòåðïðåòàöèè I îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

1. åñëè ϕ = P ∈ P, òî I , s |=I ϕ ⇐⇒ ξ(s,P) = true;

2. I , s |=I ϕ1&ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 è I , s |=I ϕ2;

3. I , s |=I ϕ1 ∨ ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 èëè I , s |=I ϕ2;

4. I , s |=I ϕ1 → ϕ2 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R è I , s ′ |=I ϕ1, òî I , s ′ |=I ϕ2;

5. I , s |=I ¬ϕ1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R, òî I , s ′ 6|=I ϕ1.

Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ èíòóèöèîíèñòñêè îáùåçíà÷èìîé

(çàêîíîì èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè), åñëè äëÿ ëþáîé

èíòåðïðåòàöèè I è äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s âåðíî I , s |=I ϕ.
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Îïðåäåëåíèå (ñåìàíòèêà Êðèïêå)

Ïóñòü I = 〈S ,R, ξ〉 � èíòóèöèîíèñòñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Òîãäà

îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè I , s |=I ϕ ôîðìóëû ϕ â ñîñòîÿíèè s
èíòåðïðåòàöèè I îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

1. åñëè ϕ = P ∈ P, òî I , s |=I ϕ ⇐⇒ ξ(s,P) = true;

2. I , s |=I ϕ1&ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 è I , s |=I ϕ2;

3. I , s |=I ϕ1 ∨ ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 èëè I , s |=I ϕ2;

4. I , s |=I ϕ1 → ϕ2 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R è I , s ′ |=I ϕ1, òî I , s ′ |=I ϕ2;

5. I , s |=I ¬ϕ1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R, òî I , s ′ 6|=I ϕ1.

Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ èíòóèöèîíèñòñêè îáùåçíà÷èìîé

(çàêîíîì èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè), åñëè äëÿ ëþáîé

èíòåðïðåòàöèè I è äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s âåðíî I , s |=I ϕ.
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Îïðåäåëåíèå (ñåìàíòèêà Êðèïêå)

Ïóñòü I = 〈S ,R, ξ〉 � èíòóèöèîíèñòñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Òîãäà

îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè I , s |=I ϕ ôîðìóëû ϕ â ñîñòîÿíèè s
èíòåðïðåòàöèè I îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

1. åñëè ϕ = P ∈ P, òî I , s |=I ϕ ⇐⇒ ξ(s,P) = true;

2. I , s |=I ϕ1&ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 è I , s |=I ϕ2;

3. I , s |=I ϕ1 ∨ ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 èëè I , s |=I ϕ2;

4. I , s |=I ϕ1 → ϕ2 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R è I , s ′ |=I ϕ1, òî I , s ′ |=I ϕ2;

5. I , s |=I ¬ϕ1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R, òî I , s ′ 6|=I ϕ1.

Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ èíòóèöèîíèñòñêè îáùåçíà÷èìîé

(çàêîíîì èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè), åñëè äëÿ ëþáîé

èíòåðïðåòàöèè I è äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s âåðíî I , s |=I ϕ.
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Ïðèìåð íåîáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû
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ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Äðóãèå íåîáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû

Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, âûáðàâ ïîäõîäÿùóþ èíòåðïðåòàöèþ

(êîíòðìîäåëü) I ,

6|=I ¬¬P → P

6|=I ¬(P&Q)→ (¬P ∨ ¬Q)

6|=I ¬(P ∨ Q)→ (¬P&¬Q)



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Ïðèìåð îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû

|=I P → ¬¬P

Îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî I , s0 6|= P → ¬¬P . Òîãäà

ys0P = true
¬¬P = false���?

ys1¬P = true ���?

ys2P = false ���?P = true

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñâèäåòåëüñòâóåò î íåâîçìîæíîñòè

ïîñòðîåíèÿ êîíòðìîäåëè äëÿ ôîðìóëû P → ¬¬P .
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Ïðèìåð îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû

|=I P → ¬¬P

Îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî I , s0 6|= P → ¬¬P . Òîãäà

ys0P = true
¬¬P = false���?

ys1¬P = true ���?

ys2P = false ���?P = true

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñâèäåòåëüñòâóåò î íåâîçìîæíîñòè

ïîñòðîåíèÿ êîíòðìîäåëè äëÿ ôîðìóëû P → ¬¬P .
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Ïðèìåð îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû

|=I P → ¬¬P

Îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî I , s0 6|= P → ¬¬P . Òîãäà

ys0P = true
¬¬P = false���?

ys1¬P = true ���?

ys2P = false ���?P = true

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñâèäåòåëüñòâóåò î íåâîçìîæíîñòè

ïîñòðîåíèÿ êîíòðìîäåëè äëÿ ôîðìóëû P → ¬¬P .
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Ïðèìåð îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû

|=I P → ¬¬P

Îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî I , s0 6|= P → ¬¬P . Òîãäà

ys0P = true
¬¬P = false���?

ys1¬P = true ���?

ys2P = false ���?

P = true

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñâèäåòåëüñòâóåò î íåâîçìîæíîñòè

ïîñòðîåíèÿ êîíòðìîäåëè äëÿ ôîðìóëû P → ¬¬P .
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Ïðèìåð îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû

|=I P → ¬¬P

Îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî I , s0 6|= P → ¬¬P . Òîãäà

ys0P = true
¬¬P = false���?

ys1¬P = true ���?

ys2P = false ���?P = true

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñâèäåòåëüñòâóåò î íåâîçìîæíîñòè

ïîñòðîåíèÿ êîíòðìîäåëè äëÿ ôîðìóëû P → ¬¬P .



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Äðóãèå îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû

Ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî èíòóèöèîíèñòñêóþ îáùåçíà÷èìîñòü

ñëåäóþùèõ ôîðìóë

|=I ¬¬¬P → ¬P

|=I (¬P ∨ ¬Q)→ ¬(P&Q)

|=I ¬P ∨ ¬¬P



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè

Òåîðåìà 1

|=I ϕ =⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 2 (Ãëèâåíêî)

|=I ¬¬ϕ ⇐⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 3 (äèçúþíêòèâíîå ñâîéñòâî)

|=I ϕ ∨ ψ ⇐⇒ |=I ϕ èëè |=I ψ

Òåîðåìà 4 (ýêçèñòåíöèàëüíîå ñâîéñòâî)

|=I ∀x1 . . . ∀xn∃yϕ(x1, . . . , xn, y)
⇐⇒

ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì t(x1, . . . , xn), ÷òî
|=I ∀x1 . . . ∀xnϕ(x1, . . . , xn, t(x1, . . . , xn))

t(x1, . . . , xn) � ýòî ïðîãðàììà ðåøåíèÿ çàäà÷è ϕ.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè

Òåîðåìà 1

|=I ϕ =⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 2 (Ãëèâåíêî)

|=I ¬¬ϕ ⇐⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 3 (äèçúþíêòèâíîå ñâîéñòâî)

|=I ϕ ∨ ψ ⇐⇒ |=I ϕ èëè |=I ψ

Òåîðåìà 4 (ýêçèñòåíöèàëüíîå ñâîéñòâî)

|=I ∀x1 . . . ∀xn∃yϕ(x1, . . . , xn, y)
⇐⇒

ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì t(x1, . . . , xn), ÷òî
|=I ∀x1 . . . ∀xnϕ(x1, . . . , xn, t(x1, . . . , xn))

t(x1, . . . , xn) � ýòî ïðîãðàììà ðåøåíèÿ çàäà÷è ϕ.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè

Òåîðåìà 1

|=I ϕ =⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 2 (Ãëèâåíêî)

|=I ¬¬ϕ ⇐⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 3 (äèçúþíêòèâíîå ñâîéñòâî)

|=I ϕ ∨ ψ ⇐⇒ |=I ϕ èëè |=I ψ

Òåîðåìà 4 (ýêçèñòåíöèàëüíîå ñâîéñòâî)

|=I ∀x1 . . . ∀xn∃yϕ(x1, . . . , xn, y)
⇐⇒

ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì t(x1, . . . , xn), ÷òî
|=I ∀x1 . . . ∀xnϕ(x1, . . . , xn, t(x1, . . . , xn))

t(x1, . . . , xn) � ýòî ïðîãðàììà ðåøåíèÿ çàäà÷è ϕ.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè

Òåîðåìà 1

|=I ϕ =⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 2 (Ãëèâåíêî)

|=I ¬¬ϕ ⇐⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 3 (äèçúþíêòèâíîå ñâîéñòâî)

|=I ϕ ∨ ψ ⇐⇒ |=I ϕ èëè |=I ψ

Òåîðåìà 4 (ýêçèñòåíöèàëüíîå ñâîéñòâî)

|=I ∀x1 . . . ∀xn∃yϕ(x1, . . . , xn, y)
⇐⇒

ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì t(x1, . . . , xn), ÷òî
|=I ∀x1 . . . ∀xnϕ(x1, . . . , xn, t(x1, . . . , xn))

t(x1, . . . , xn) � ýòî ïðîãðàììà ðåøåíèÿ çàäà÷è ϕ.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè

Òåîðåìà 1

|=I ϕ =⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 2 (Ãëèâåíêî)

|=I ¬¬ϕ ⇐⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 3 (äèçúþíêòèâíîå ñâîéñòâî)

|=I ϕ ∨ ψ ⇐⇒ |=I ϕ èëè |=I ψ

Òåîðåìà 4 (ýêçèñòåíöèàëüíîå ñâîéñòâî)

|=I ∀x1 . . . ∀xn∃yϕ(x1, . . . , xn, y)
⇐⇒

ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì t(x1, . . . , xn), ÷òî
|=I ∀x1 . . . ∀xnϕ(x1, . . . , xn, t(x1, . . . , xn))

t(x1, . . . , xn) � ýòî ïðîãðàììà ðåøåíèÿ çàäà÷è ϕ.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè

Òåîðåìà 1

|=I ϕ =⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 2 (Ãëèâåíêî)

|=I ¬¬ϕ ⇐⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 3 (äèçúþíêòèâíîå ñâîéñòâî)

|=I ϕ ∨ ψ ⇐⇒ |=I ϕ èëè |=I ψ

Òåîðåìà 4 (ýêçèñòåíöèàëüíîå ñâîéñòâî)

|=I ∀x1 . . . ∀xn∃yϕ(x1, . . . , xn, y)
⇐⇒

ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì t(x1, . . . , xn), ÷òî
|=I ∀x1 . . . ∀xnϕ(x1, . . . , xn, t(x1, . . . , xn))

t(x1, . . . , xn) � ýòî ïðîãðàììà ðåøåíèÿ çàäà÷è ϕ.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè

Çàäà÷à
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